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DM bis n%4
Sujet type Mines

Le but de ce sujet est de calculer I'intégrale de Dirichlet généralisée

+oo | — 2p+1
[ L,
0 12

et d’appliquer ce calcul pour évaluer une espérance.

Partie I : Calcul d’une intégrale

Dans tout ce qui suit, = est un élément de |0, 1] fixé.

1. Montrer que pour tout 6 €] — 7, [, la fonction définie par
f:]0,400] — C 1
-
t — T 1e
est définie et intégrable sur |0, +o0l.

Soit r la fonction définie par
r: |—-mna — C

400 tzfl
0 — / LA
o 1-+te?

2. Montrer que la fonction 7 est de classe C! sur | — 7, 7| et que :
0 "0) = —iet? oo t*
V E] — 7T,7T[, r ( ) = —1le /0 mdt
Indication : soit 8 €]0, 7, montrer que pour tout§ € [—f3, 5] ett € [0, +oo[, |1 +te?|> > [1+te?|? =
(t+ cos(B))* + (sin(B))*.

Soit g la fonction définie par

r: |—-mna - C
400 tm—l

0 — e / —dt
¢ o 1+te?

3. Montrer que la fonction g est de classe C! sur | — 7, 7| et que pour tout 6 €] — 7, 7[ :

g0 =i | T ),
ou h est la fonction définie par
h: 10,400 — C ;

Calculer h(0) et :
lim A(t).

t——+o0

En déduire que la fonction g est constante sur | — m, 7[.



4. Montrer que pour tout 6 €]0, 7|,

+oo t*

g(0) sin(z0) = 212 (g(—é’)em67 - 9(9)6_”6> = sin(6) /0 t2 4 2t cos(0) + 1dt'

5. En déduire que :
+oo  (usin(f) — cos(#))”

VO €]0, [, g(0)sin(z0) = /Comn(a) T du,
ou cotan(f) = Zoség :
sin

6. Montrer, en utilisant le théoreme de convergence dominée, que :

+oo  du
lim ¢(8) sin(z8 :/ _qu
Jm g(0)sin(z0) = | 1

+oo o=l T
/ dt = —
o 14t sin(mx)

Partie II : Une expression (utile) de la fonction sinus

7. En déduire que

On rappelle que z est un élément de ]0, 1] fixé.

400 t:c—ld 1 tI—l 2 d
t:/ t.
/0 14+t 0 1+t+1+t

1t:c—1 +oo _1k
[ =y CU
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8. Montrer que

9. Montrer que :

10. Etablir I'identité

[T F 0

1+t  “Zn+x n+1l-—x

n=0

11. En déduire que 'on a
T 1 IX2-1)z

sin(mz)  © = on?—a?

12. En déduire enfin que :

X 2(—1)"ysin(y) sin(y)
vy €10 3 —1 -2
y €]0, 7, TR g y

Partie III : Calcul d’une intégrale de Dirichlet généralisée

13. Montrer que l'intégrale

/+°° 1 — (cos(t))?*! &
0 12
converge et que :

/0+°° 1— (00:2(t>) r dt =(2p+1) /OJFOO(Cos(t))QpSH;(t)dt.

2



14. Montrer que pour tout n € N* :

jus

/§+mr (COS(t))QpSint(t)dt _ /02 (cos(t))2p2(_1)nt Sin(t)dt.

2 2.2
Ti(n—1)r t* —n°m

15. En déduire que :

/2 +Oo(cos(t))2psirz(t)dt -/ ? (cos(t))? (io Mtsm(”) dr.

2 _ 272
z = tt—nim

16. En déduire que :

/ ™ (cos())? Sm( Jat = / ? (cos(t))Zdt.

Dans le cas p = 0, cette intégrale est communément appelée « intégrale de Dirichlet ».

(cos(t)” = (( )2 s () eotaty - >)

it pe—it 2p
)

17. Montrer que :

Indication : on pourra développer (

18. En déduire que :

+o0 1 — (cos(t))*H! 7 (2p + 1)!
/ dt = 21T )
0 2 2 20(pl)?

Partie IV : Calcul de E(|S,])

Toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P).
Soient (Xj)ren+ des variables aléatoires indépendantes, de méme loi donnée par :

n
Pour tout n € N*, on note S,, = Y, X,.
k=1

19. Déterminer, pour tout n € N*, E(S,) et V(S,).

Soient S et T' deux variables aléatoires indépendantes prenant toutes deux un nombre fini de valeurs
réelles. On suppose que T et —T suivent la méme loi.

20. Montrer que :
E(cos(S+1T)) = E(cos(S))E(cos(T)).

21. En déduire que pour tout n € N*, et pour tout t € R :
E(cos(tS,)) = (cos(t))".
22. Soient a,b € R tels que a # 0 et |b] < |a|. Montrer que
|a + b| = |a| + signe(a)b
ou signe(z) = x/|z| pour tout x réel non nul. En déduire que :

Vn e N*,  E(|S2]) = E(|S2n1]) -



23. Montrer que pour tout s € R

5]

/+0° 1 — cos(st) g
0 12 2

24. En déduire que pour tout n € N* :

E(S,) 2 /0+°° 1- (COS(t)>ndt.

T 12

25. Conclure que :
2n — 1)!
Vne N, E(|Sul) = B(|Sanal) = o)

2m-2 ((n — 1))

FIN DU PROBLEME



