DS 7
Eléments de correction D’aprés Guillaume Gallois

Q 1. Prouvons l'inégalité par récurrence sur n.
e Le cas n =1 est clair.

e Soit n € N*. Supposons 'inégalité vérifiée au rang n pour tous réels zy,--- | x,.
Soit z1,-++ ,Tp41, n+1 réels.
n+1 n n
(H(l—l—wk)—l ‘(Hl—l—:ck)—l—i-xnﬂn(l—i-xk)
k=1 k=1 k=1
n
< (H(l + xk)) 1+ |Zng1 H (1+x)| (inégalité triangulaire)
k=1 k=1
< <H(1 + |xk|)> — 14 |zp41] H + |zk|) (hypothése de récurrence)
k=1 k=1
< (1+ [ni]) (H(l + I:ck)) —1
k=1
n+1
< (H(l + |$k|)> —1
k=1

Q 2. Pour tout z € R, 1 +x < e* par convexité de exp (courbe située au dessus de la tangente en (0,0), (un dessin
serait bienvenu) :
Par conséquent, comme 1 + 2 > 0 pour zy € [—1, +o0[, on peut multiplier les inégalités (1 + ;) < e dek =14

n:
H(l+xk)< et = exp <Z xk>
k=1 k=1

Q 3. Soit ¢ € C, par développement en série entiére de I’exponentielle puis inégalité triangulaire puis k! > (k —2)! :

/
-

< Itl’“

<5<yt

|t|2 It

(L) = €| = ‘—

I
w\

Q 4. On a par l'inégalité triangulaire :

|a™ —0"| = |(a —b) Zakb" 1=k

a8 'S [0 <nar ),
—— ——

k=0 <Mk Mn—1-k

Q 5. Soit n € N*, on pose M = max{‘l + z
n

(1+2)" —ef
n

len |} D’aprés les questions précédentes :

= ‘(1 + E)n - (e%)n‘ <nM™! ‘1 I
n n

]

122
< nM"™ ‘f e

n\

JEd| z Re(z) JEd|
Deplus,ona|1+§|$1+%<en et len| =e n < en donc
B
M<en
et par conséquent,
Z\" IR I P e VR E R -
‘(1—1-7) —ef| < nM" 1‘7‘ en <u6 nooen =ue|z‘
n n n n
Q6.0na:
* z |Z|2 |z . |’Z|2 |z
VneN* 0<|u, —e*| < —e et lim —-el*l =0,
n n—+aL N

donc par le théoréme d’encadrement,

lim |u, —€*| =0 clest-a-dire lim w, = €.
n—+0o0 n—+%L




Donc

N +o
. 1 . N+1 1 1 1
i 1T (1) = m, St =5 o T1(1-5) =5
Et pour N > 2, en séparant le produit pour n = 2k (alors n+(—1)"*! =

2k—1) et n = 2k—1 (alors n+(—1)""1 = 2k) :

2N ntl 2N N N
HQ <1 + (_12 . > = (2;\[)! Uz(n+ (—1)nth) = 211\/,)! 2k —1) [ [(2k) = 5

k=1 k=2
Donc

H(-5)-3

Q 8. Question traitée en TD., on obtient (n + 2)W,, 1o = (n + 1)W,, par une intégration par parties
L’expression de W5, +1 s’obtient alors par récurrence

Q 9. On utilise la formule de Stirling :

2n
n 2
n! > 27m( ) et (2n)! ~ 27(2n) (n) ,
n—+o e e

e
d’ou

221 (n!)? 221 271n(n/e)?" 1 |r
W2n+1:(n7 ~ —

2n + 1) (271)' n—+w (Qn) 2%(2”//6)271, n*:rﬁfv 5
puis, pour n = 1,

ﬁ(%)(%)
" 4k n _ s
U ( ) Her-Dek+1) ~ =4 (Sn;!(zn TR DWar 2 5
Donc

+c

T+ ) -1
- an2-1) 2

Q 10. Pour tout N > n, d’aprés Q2 ( —P(4,) > —1) :

0< ] =P(4,)) <exp (Z —]P’(Ap)> )

p=n

N
Or la série ) P(A4,) étant divergente et & termes positifs, on en déduit lim Z P(A,) = 400, et donc
S+w

n=p

p=n

N
Jlim exp (Z —P(Ap)> -

+0
On conclut avec le théoréme d’encadrement que H (1-P(4,)) =0.

p=n
Q 11. La suite (By,),,oy définie par B, = U Ay, est décroissante pour l'inclusion donc par continuité décroissante

p=n
(MU -7 (U)
neNp=zn p=n

Or pour tout n € N,

(Ur)--#(07)

q
et par continuité décroissante appliquée a la suite (Cy)gz, o0t Cy = ﬂ A, décroissante pour l'inclusion

p=n

q +o0
P((14)=tm P{(4,) = 1lm [[P(4, 1-P(4,)) = 0.
<pDn p> quE”/;, <pon P) indep. q~1>IJ£loo H IEL( ( p))

Q10



n—+xw
p=n

Cfaue)eae(ys)-m (o)

neNpzn

Q 12. Soit x € S et n € N*,
Qn+1_Qn: (H 1+|fk )(1+|fn+1(x)|_1)

< exp (Z |fk($)|) | frr1(2)]
Q2 k=1

< exp (Ro(@)) [ fora (2 car2|fk < S 1f@)] = Ro().
k=1

Et par le théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions, sachant que |f,| est continue et > |f,| converge

uniformément sur .S, on en déduit que Ry est continue sur le segment S donc Ry est bornée
s
, ) < :

Par conséquent, il existe M > 0 tel que pour tout z € S, Ro(z) < M d’ou
Quit = Qn < @1 (@) < M fria(@)]:

Q 13.On a
Pra) = Pa) =1+ foen) = 1| [ [0+ st
< | fosa(z H L+ |fr(z
<(14_|fn+1( )|_1)Qn( )
<Qn ( )_Qn( )

Pi(x) est absolument convergente (donc

Q 14. Commencons par la convergence simple
Soit x € S. Pour tout n € N* La série téléscopique Z Py ()
k>1
convergente) car |Pry1(z) — Px)| < eM|frp1(a)] et la série Y, o | fes1(x)] est convergente car la série de fonctions
D k>1 | fx| converge uniformément, donc la suite (P,(z)), -, est convergente et
+ &0 +o0
P(x) = [ [(1+ fu(@)) = lm Py(z) = ), (Pe1(2) = Pu(2)) + Pr(2).
k=1 e k=1
Passons a la convergence uniforme
Pour tout n € N*, pour tout x € S, par télescopage
oL
D) (Praa(z) = Pu(@)) = lim  Py(x) = Po(x) = P(x) = Po(x)
e N—o+x0
+o0
D M i (@) = eM Ry (),

|Prt1(z) — Pre(z)] <
k=n

n

gl

+0
|Pa(a) — Z (Prsr(z) — Pr(2))| <
k=n k

+o0
en notant R, (z) = Z |f=(z)|- D’ou par passage a la borne supérieure
k=n+1
[P = Pl < e[| Ryl
Or lirf | Rpll+0c = 0 car la série > |f,| converge uniformément d’oi
n——+ao
lim |P, — P|x =0.
n——+o
Donc la suite (P,)pen+ converge uniformément vers P sur S
Q 15. Pour tout n € N* P, est continue sur S par produit (fini) de fonctions continues (f; continue) et la suite
de fonctions (P,),>1 converge uniformément sur S donc par le théoréme de continuité de la limite d’une suite de

fonctions. De plus pour tout x € S fixé

Z (1+ fr(z

w



et la série Z In(1+ fix(x)) est convergente absolument ,en effet klim fr(x) = 0 par convergence de Y |fx(z)| et donc
—+®0

k=1

(1 + fe@)] _~  1fel@)]

+20

Par conséquent, 11111 In(P,(x)) = 2 In(1 + fx(z)) = L € R, et donc

n——+w
k=1

P(z)= lim P,(z)= lim @) =¢k >
n—+x n——+w

Q 16. Posons pour tout n € N* et z € RY, f,(x) —e~"*” Nous allons appliquer la question précédente; pour

cela, nous devons vérifier toutes les hypothéses sur la suite (f,).
Soit [a,b] un segment inclus dans R%. On a

e pour tout n € N* et x € [a,b], fn(z) > —1 car o1’
e la série de fonctions Zn>1 | fr| converge uniformément sur [a, b] car :

—nx? —na? L . —na? .
— |fa(@)] =™ <e ™ etlasérie Y, e ™ converge puisque
2
—na — 1 AN .
e =0 (4=), d’ou la convergence normale de la série Y -, | fn| sur [a,b].
Par conséquent, d’aprés les deux questions précédentes, f est bien définie et continue sur [a,b] et ceci pour tout
) ) 9

segment [a, b] inclus dans R} donc f est continue sur R¥ .
Q 17. Soit x,y deux réels tels que 0 < = < y. , )
Alors pour tout n € N*, —nz? > —ng? donc 1 — e ™™ <1 —e ™ > 0, donc en multipliant ces inégalités :

N N
H(l - e_”m2) < H(l - e_”yz) d’ou f(z) < f(y) par passage a la limite N — +o0.
n=1

n=1

Donc f est croissante sur R .

Limite en 0. On applique la question Q2 :

N N
Vm € Ri VN € N*’ 0 < H (1 _ e_nxz) < exp ( _e—nx2> )
n=1

n=1 =

+a0 —x
—e
Or pour tout « > 0, Z —e = = (série géométrique de raison e’ e [0,1]) d’ou par passage a la limite
p— 67

n=1
quand N — +0o0 :
2
_eiaj
Vx >e Rj_ 0 < f(x) < exp (1—65”2) y
_e_xz _e_x2
or lim - =—00 d’out lim exp | —— | = 0, donc par théoréme d’encadrement :
z—o0t 1 —e™® z—0+ 1 x
lim f(x)=0.
rz—0t f( )

Limite en +00. On applique la question Q1 puis Q2

VreR* VneN* ‘(H(lekﬁ))l

S —kaz?
—1<exp e —1.
k=1

n
< (H 1+ ‘—e*W
k=1

k=1
iy 2 8_3:2
Donc par passage a la limite quand n — +00, en utilisant Z e~k = P
J— e_
k=1

Vo >0 |f(x)—1|<exp<162)—1.
_61'

2 2
. e ” . e’ . L
Or lim ——— =0donc lim exp| — | =1, d’ou par théoréme d’encadrement :
2 2 )
z—o4+mw ] —e % T—+0 z

lim |f(z)—1]=0 soit liIJrrlyf(x) = 1.

T—+0



Q 18. Soit n € N*, par dérivation du produit P, ( H 1+ fe(x

k=1
/ N - TR 1160, /A
VeeS P'( (1 = —— =P, .
€ ;;::1 51316 + fo(x)) ;;::1 Fel@)5 @) (z) ’; Tt fo@)
Q 19. Notons pour z € S, T'(z Z 1+f et pour n € N* T, (z) = Zn: lil/fJ(tff()x),Ona:
k=1 k

VneN* VaeS |P(x) - Pe)T(x)| = |Pu(2)T(2) - P&)T(a)]

= [Po(z) (Tn(z) = T(2)) + T(2) (Pa(2) — P(2))|
< |Po ()| [To(2) = T ()| + T ()] |Pa(2) — P(2)].

Or la suite (P,) converge uniformément vers P donc par la suite (|| Py[|«), e+ €St bornée; il existe M > 0, |P, |, < M
pour tout n € N*,

I
’ 1+f”1

f/
est continue et la série Z ﬁ converge unifor-
n=1 n

mément sur S, par application du théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions, T" est continue sur le
segment S donc T est bornée. Par conséquent :

De plus, comme pour tout n € N*, f,, est de classe C!

VneN* VzeS |P(z)— P@)T(2)] <|Pu(x)||Tn(2) — T(2)| + |T(x )IIP( ) — P(z)|
| Prog [T = Too

SM

<|
<|

Donc par passage a la borne supérieure,

VneN*, [P, = PT|. < M|T = Tl + [Tl | Pn = Plloe

Or par convergence uniforme de la série Z
n>1 fn

T« et d’aprés la question Q14, lirf |Pn = Pl = 0.
n—+aL

Donc par théoréme d’encadrement,

la suite (T},) converge uniformément vers 7' : on a lim |7}, —
n—+0

Jim [P, = PT], =0,

Donc la suite de fonctions (Py),, converge uniformément sur S vers x ~ P(x)T(r) : pour tout = € S,
lim P! (z) = P(x)T(z).
n—+xL
On peut maintenant appliquer le théoréme de dérivation de la limite d’une suite de fonctions :
e pour tout n € N*, P, est de classe C! sur S;
e la suite (P,) converge simplement sur S vers P ;
e la suite (P)) converge uniformément sur S vers x — P(x)T(z) .
Par conséquent, P = 11111 P, est de classe C! sur S et pour tout z € S, P'(x) = P(x)T(z) or P(x) # 0 d’aprés Q15,
n——+L
d’ot :

P) i)
VeS By = LiYh@

Remarque : Je pense qu'’il et été plus rapide de voir en P, la solution du probléme de Cauchy ¢y’ = T, (x)y ;Y (a) =
P,(a), on a ainsi une expression simple de P, et donc de P par passage a la limite, dont le caractére C! est presque
évident.

Q 20. D’aprés la formule du binéme de Newton,

Po(X) = zliz,ji: <2nk+ 1) ((Qni-lli X (25:)];)ka)

1 Z2n+1 _ (_i)2n+1 It
=5 ( @n 12 X" +R(X)> avec R € Ry, [X]

(=D

T 2n+ 1)

X2+l 4 R(X)

Donc P, est un polynéme de degré 2n + 1.



Q 21. Soit k € [[0, 2n]).

i 2n+1 i 2n+1
14— — (1
2n+1 2n+1
2n+1 2n+1
cos (2511) + isin (27]:11) cos (2511) —isin (2511)

km km
cos (577 cos (5277

donc

. 1 ik —ikm
2iPn(ap) = —————— (e2n+1(2"+1) — e2n+1(2”+1))
Cos2n+1 ( ™
1 . .
_ - (ezkﬂ' —e lkﬂ') =0
2n+1 s
COS <2n+1)

Donc z, est une racine de P, pour tout k € [0, 2n].
Mais k — x, est injective (par injectivité de la fonction tangente sur [O, 5 [u] 5 7r[), donc l’ensemble {zy, k € [0, 2n]]}
contient 2n + 1 racines de P, qui est un polynome de degré 2n + 1; on a donc toutes les racines de P,,.

2n+1

Q 22. On va regrouper les racines x; deux & deux, en remarquant que pour 1 < k< n:
n+1—ken+1,2n]et:

2n+ 1) —kn km km
Ton+1—k = (2n + 1) tan ((2711_1> = (2n+ 1) tan (7r o 1) = —(2n + 1) tan <2n n 1) = —xg

D’aprés la question précédente, il existe u € C tel que

Pu(X) = p [[(X —an) = n(X —20) [ [(X =) [] (X =)
k=0 k=1 k=n+1

=puX H(X — ) H(X — Ton+1-k) changement d’indices

k=1 k=1 —
=—xp
= uX [[(X* = a})
k=1
n n X2 _ 5132
:Hn(_mi)XH 2 k
k=1 k=1 k
n n X2
=u(-D)"[Ja2 X]] (1 — x2>
k=1 j=1 J
=\

11 suffit de poser A = p(—1)" H 3 pour obtenir ’égalité demandée.
k=1

Q 23. En reprenant la définition de P,,, sachant que P/ (0) est le coefficient en X dans P,(X), on a :

P(0) = 1<2n+1>i1—(—i)1:1

A 2n + 1
De plus en dérivant P, avec I'expression de la question Q22, en notant Q,,(X) = [[’_, (1 — X—;) :
P(X) =X (XQ,(X) + Qu(X)) dou Pr(0) = AQn(0) = A
Donc A = P/ (0) = 1 d’ou le résultat.
Q 24. Soit x € R.
i 2n+1 ) iz 2n+1 .
D’apreés la question Q6, lim (1 + ) =e% et lim <1 — ) =e " donc :

Wareris on+1 n—+x% 2n + 1
lim P,(x) = 1 (e” - 67”) = sin(x)
n—-+a 22

Donc la suite de fonctions polynomiales (P,) converge simplement vers sin sur R.
Q 25. Soit t € R, et k un entier > 2.

Je note z;(t) = (2[t] + 1) tan <2l7j7:‘ 1).




e Cas1:t<k—1. Alors vi(t) = vxg_1(t) = Py(z). L'inégalité est claire.
e Cas2:k—1<t<k. Alors [t| =k —1et z;(t) =x;(k—1). Donc :

T

k-1 )
v(t) = Pyy(z) = Pr—1(z) = = H <1 - 12) (d’apres Q23)

2
et vp_1(t) = H (1 - a:x(t)Q) = vi(t) . L’inégalité demandée est alors évidente.
=1

e Cas3:t> k. Alors u(t) = v (1) (1_15;;)9 :xﬁl (1_36"6(;)

2

o0(0) = 51 = b 0] (1= 255 ) =1 = loer O

Or pour tout u € [0, Z[, tanu > u (inégalité des accroissements finis & partir de I'inégalité tan’(u) = 1+tan®(u) >
1), d’ont zx(t) = k. Par conséquent,

2

x? x?

we@p <Ol

|vk (t) — vi—1(t)| = |vk—1(2)]

Q 26. Soit t € R, et k e N*.
Premier cas : ¢t > k. On applique I'inégalité triangulaire puis I'inégalité de la question 2 :

k 2 k 2 k 2
X x
o) = |2 [T [1 - <lel]] <1+> < zlexp D
I ¥ SO 23,07

Or z;(t)? = (jm)? (cf question précédente) et par croissance de la fonction exp :

k 22 k 22
< ien (2555) <t (5 75

Deuxiéme cas : t < k. On utilise le premier cas pour obtenir la premiére inégalité, puis la croissance de exp :

[t] 72 [¢] 22 k 22
0] = Aot =] (1- 7557) .5, elew (Z um) < Jalexp (g (jw)fz)

j=1

Q 27. On met bout & bout les inégalités des deux questions précédentes,

Vk = 2,Vt € R+, |’Uk(t) - 'kal(t)| < Wh)kfl(t”

D’ou par passage a la borne supérieure,

W22 vl < e (300 o (4
Z 2 Uk T Ukt S 755 OXP ~ (jm)? kot \ k2

Donc la série Z vk — vg—1]loc est convergente, ce qui signifie que la série de fonctions Z (v — vg_1) converge
k=2 k=2
normalement donc uniformément sur R,.

Q 28. Soit k € N*, On a

tan( T > ~ JT donc tliT tan( T )(2[75] +1)=jm
—+C

21t] + 1) tro0 2t + 1 2t] +1

D’ou par produit fini de limites finies :

=
[\v]

k
. T T
lim wg(t) = hmx 5 =x|| 1— —
t—+0 t—+x 1 . 2



Soit t € R. Pour tout entier k > ¢, vi(t) = P j(v) donc

Jm vk (t) = Py (@)

Q 29. Je note pour t e R, :

k—+x

+oo
V() = > (ok(t) —ve—a(t) = lim vg(t) —va(t) Gy Tt (@) — 01 (t)
k=2

2
D’apreés la question Q24, thrfy Piy(z) =sin(z) et lim v (t) == (1 - ) donc :

t—+0

lim V(t) = sin(z) — « (1 - ””2)

t—+w0
Calculons maintenant . liIle V(t) aTaide du théoréme de la double limite :
—+D

e pour chaque k > 2, d’aprés la question précédente :

A o0~ v () = H (-g) -1 (- 55)

j=1

e la série de fonctions Z (v — vg—1) converge uniformément sur R, et 4+00 est une borne de R..

k=2
Donc
+o0 +o0
Jim V(O = lim, 300 = vea(t) = 3 i, (0000~ 1)
+%0 k 22 k—1 22
=z 1——— ) — 1——
2-(10-75) - 11 (- )
T 22 22 )
=z l-—% ) —z({l——= par télescopage
ol (47) @
D’ou .
2 % 2 2
x x
sin(x) — (1 - 7r2> = tgglf V) ==z | ( (]w)2> (1 W2>
j=1
D’out
+0 (E2
sin(z) =z 1—-——
@ =<1l (- o)
22
Q 30. On va appliquer le résultat de la question 19 avec S = [—g, g], fn(x) = —( £k
nm

Commencons par vérifier que (f,,) vérifie bien les hypothéses de la question 19 :
2

T 1 -1
e pour tout n € N*, pour tout z € S, on a — < I donc f,(x) > —1.
™

> 4n?

o la série de fonctions 2 | fr| converge uniformément sur S car :

nzl

| fallee € 12z donc la série 2 [ frllsc converge ce qui signifie que la série de fonctions Z | fr| converge normale-

nzl n=1
ment donc uniformément sur S.
!
e la série de fonctions Z In converge uniformément sur S car :
' (x) —2x i
Vn e N* Vx e S, n =
’ ‘1 + fu(x) (nm)2 — 1‘ (nm)2 -1
Donc par passage a la borne supérieure sur S :
/ v / 1
Vn e N*| I < d’ott I =0 (=
1+ ful, (nm)?2—1 14+ ful,, n=to \ n?

/
n

On en déduit la convergence normale sur S (donc uniforme) de la série de fonctions Z T
n

n=1




On peut donc maintenant appliquer le résultat de la question 19 avec pour z € S\{0} :

T +o0 22 sinz , rcosxr —sinx
Pl) =[]0+ fa@) = [T (1= ) = =5 et done Pl(a) = ———

n=1 n=1 (nﬂ-)
P) i Sol2) soit reos(r) = sinlr) _ f et
P(z) =1+ fu(z rsinx A (nm)? — a2

On en déduit :

Q 31. On utilise 'indication. On a z?sin(z) ~ 23 et

22 3 3
x cos(z) — sin(x) =, (1 - —=+o (x2)> —z+ 3 + o0 (z%) =03 + o (z%)

Donc )
lim a:cos(sc)l— sin(z) _
0 x2? sin(x)

W =

De plus pour tout x € [—E, g] \{0}, en utilisant la question précédente :

2 zeos(w) — sinfw) _ 1 (CO*’(I) - i) = —:ﬁ;(ﬂ)f_xz

x? sin(z) x \ sin(x)
Mais la série de fonctions Z g; ou g;(x) = —2 converge uniformément sur S car g < ——2— d'oil la
i j j ()2 — 22 J (Gm)2 =2
convergence normale de la série Z g; et donc par le théoréme de la double limite (on aurait pu utiliser le théoréme
j=1
de continuité) :
+ o +o0
2 -2 -2

li —_—— = lim ———— =

ﬂb;m>ﬂ ;%mﬁw ;mw
D’ou

1 o +00 -9 +o0 1 2

o im xcos(:c). sin(z) _ . (e Z 1 =
3 250 x? sin(x) = (jm)? —n? 6

Q 32. On applique le théoréme de continuité des intégrales & parameétres. On note pour tout ¢ €]0, +oo[,  €]0, +0],

flx,t) =t*"tet,
e pour tout t > 0, x — f(z,t) = e* Ve~ est continue sur ]0, +0o[ par continuité de exp.

e pour tout x € [a,b] <]0, +oo[, pour tout ¢ > 0,

tlemt si0<t<l
< =
|f($,t)| = QO(t) avec QD(t) tb_le_t sit > 1

et o est intégrable sur ]0,+o0[, car ¢ continue par morceaux sur |0, +oo[ et :
— en 0 : p(t) ~. s et 1 —a < 1ett— 7 intégrable sur ]0,1] (Riemann).
t—0
— en +00 : p(t) S0 (+%) par croissance comparée et ¢ — -5 intégrable en +co.
-4
Par conséquence, I' est continue sur ]0, +o0].

Q 33. On raisonne par récurrence sur 7 :
initialisation : n = 1, pour tout z > 0,

1 T z+1 71
o1 u u 1 1 1
= 1—w)du=|—— =—— = .
() J;u (1 —u)du [3; x+1]0 xr z+1 z(z+1)
n!

hérédité : soit n € N*, supposons pour tout > 0, g,(2) = =——.
’ o [Tico(z +k)

On effectue une intégration par parties (que je ne rédige pas) :

1 1

1

Gni1(z) = f w1 —w)" " du = nr f u*(1 —u)"du (IPP)
0 T Jo

+1
:n gn(z+1)

nt1 n! hyp. de ré 1
= o . de recurrence avec T
r Jli_o(@+1+k) P
(n+1)!




Q 34. Soit x > 0. J’applique le théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions (f,,) définie par :

L (1-4H)" sit<n
® > _ n X
VneN* Vit >0, fo.(z) ‘ 0 G t>n
On a:
n
e pourt >0, lim f,(t)= lim t*'(1——] =t""te ! parlaquestion Q6; la suite de fonctions (f,) converge
n—-—+ao0 n—+a0 n
simplement sur ]0, +oo[ vers ¢ — t*~le=t.
e pour tout n € N* pour tout ¢ > 0,
évident sit>n

d’aprés Q2 sit<n

[fa®)] <"l {

Et t — t*~le~! est intégrable sur 0, +oo[; déja vu en Q32 mais rappelons le :

tm—l —t

1 - 1 .
~ g avec l—z<lett* e =0 [ = ] par croissance comparée.
t—0 t+— % t—s+oc \ 2

Par conséquent, d’aprés le théoréme de convergence dominée :

T (1—;>ndt_ lim . fa(t) d )—Jﬂ lim f,(t)dt =J+xt’”—1e_tdt=1‘(x)

n—+% Jg n—+%0 Jo 0 n—+x0 0

Q 35. Soit = € R%. Pour tout n € N*, par le changement de variable usuel u = t/n, (u — nu est de classe C*,
strictement croissante, bijective de ]0, 1] dans ]0,n]) :

Lﬂ gl (1 - 2) dt = f:(nu)“ (1= )" ndu = n"gy(z) = ”FM

Donc par la question précédente

" t\" n!
_ . x—1 _ — : x
I(z) = nhrJrrlﬂka . t (1 n) dt ngrfxn 7]_[2:0(95 s

+o0 2
Q 36. D’aprés Q29, sin(nz) = x 1-— —x et d’aprés Q35 :
2
. J
j=1
1—x

n*n! n-"%n!
I'x)I'(l—= lim 7
(=T )= n—to [[i_ol@+ k) [1_o(1 —z + k)

Or pour tout n € N*,

n®n! n'=%nl n(n!)?
[T o+ o) g —a+k) o[} (e + k)1 Lk —a)

1 (& k2 n
x(ﬂ (w—i—k)(k—x)) n+l—zx

—mﬂ—x)ﬁ@‘ﬁ)l

k=1

e (10-2))

1
Oor —— — donc par passage a la limite quand n — 400 :

z(n+1—ux) not% T
—1
ﬁ 1 lj 1 mx T
Pl k2 - zsin(rz)  sin(rz)
n

1 (& 2\) 1
roni-a- (10-8) -2
Q 37. On pose u,, = E — Inn. L’égalité demandée revient & montrer que la suite (u,) est convergente. Pour

cela, il suffit de montrer que la série télescopique associée > u,41 — uy, €st convergente.
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On a pour tout n € N*,

1 n+1\ 1 ! 1 1 1y 1 1 1
el — Up = —— —1 = (1+-) —m(1+2) = —(1-=)-Z4 -
B | n< n ) n( +n> n( +n>nﬁ+%n< n) n+2n2+0<n2)

1 1
e 22 T PO\

1 . . .
Donc upy1 —u, =0 3 donc la série Z(U”H —uy,) est convergente donc la suite (u,,) converge, d’ou l'existence

n—-+x0

de v tel que u,, = v+ o0(1) cest a dire :
n——+x

21
D= = In(n)+y+o(l)
el k n—+awK

k=1 k=1
ntn! exIn(n) ﬁ k ea;(ln(n)—zzzl + ﬁ . 2\ -1
7 = = ek (1 + 7)
peol@ + k) r o rtk x bl k

Et d’aprés la question précédente lim (M- %) = ¢ Pou par passage a la limite et Q35 :

n—+xC
1 ef(ln(n)* o1 %) no, AN e 1 % 1 AN
I'(z) = lm ————— ' (1 7) B ) ( 7)
() i € l!:[le +k ) ,!:[16 +k
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