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Oral 1
A. Soit A un sous-anneau d'un corps K (K = R,C, etc.). Montrer qu'une matrice

M élément de Mn(A) est inversible dans Mn(A) (c'est-à-dire est élément de GLn(K) et
son inverse est dans Mn(A)) si et seulement si det(A) est un élément inversible de A.

A. bis (X, ENS). Soit N élément de GL2(C) à coe�cients entiers. On suppose qu'il
existe un entier d ≥ 1 tel que Nd = I2. Montrer que N12 = I2.

B.

1. Montrer la convergence et donner la valeur de l'intégrale suivante :∫ 1

0

ln t

1− t2
dt.

2. Montrer que l'application de

f : R∗
+ \ {1} → R ; t 7→ ln t

1− t2

est prolongeable par continuité à R∗
+ en une application f̃ .

3. Montrer la convergence et donner la valeur de∫ +∞

0

f̃(t)dt.

Oral 2
A. Montrer que SOn(R) est compact, et connexe par arcs.
B. Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé sur lequel seront dé�nies les di�érentes va-

riables aléatoires. On notera E(X) l'espérance d'une variable aléatoire X sur (Ω,A,P) à
valeurs réelles.
Par ln, nous désignerons la fonction logarithme, prolongée à R+ par ln(0) = −∞.

Soit un entier naturel n ≥ 1 et soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires réelles
discrètes mutuellement indépendantes telles que, pour tout k ∈ [[1, n]],

P(Xk = 1) = P(Xk = −1) =
1

2
.

On dé�nit

Sn =
1

n

n∑
k=1

Xk,

ainsi que, pour tout λ ∈ R,
ψ(λ) = ln (ch(λ)) .
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1. Soit Z une variable aléatoire réelle discrète telle que exp(λZ) soit d'éspérance �nie
pour tout réel λ > 0. Montrer que pour tout réel λ > 0 et tout t ∈ R,

P(Z ≥ t) ≤ exp(−λt)E(exp(λZ)).

2. Montrer que P(Sn ≥ 0) ≥ 1

2
.

3. Montrer que pour tout t ∈ R, on a

1

n
ln(P(Sn ≥ t)) ≤ inf

λ≥0
(ψ(λ)− λt).

4. Pour tout réel λ ≥ 0, on pose

m(λ) =
E(X1 exp(λX1))

E(exp(λX1))
.

Montrer que la fonction m est strictement croissante sur R+ et que, pour tout
élément t de [0, 1[, il existe un unique réel λ ≥ 0 tel que m(λ) = t.

Oral 3
A.Soit A une matrice symétrique réelle dé�nie positive.

1. Montrer qu'il existe un élément B de S++
n (R) tel que B2 = A.

2. On suppose que M est un élément de GLn(R). Montrer qu'il existe couple (O, S)
élément de On(R)× S++

n (R) tel que M = OS.

On admet l'unicité d'une telle décomposition.

3. On munit Mn(R) de la norme de Frobenius dé�nie par ∥M∥2 =
√
tr(M⊤M).

Montrer que pour tout Q ∈ On(R),

∥M −O∥2 ≤ ∥M −Q∥2,

avec égalité si et seulement si Q = 0.

A bis. On muni Mn(R) de la norme subordonnée à la norme euclidienne canonique.
Montrer que l'enveloppe convexe de On(R) est la boulle unité.

B. Donner un équivalent lorsque x tend vers +∞ de
∫ +∞
x

exp(it2)dt.

Oral 4
A. Décomposition QR

Soit un entier n ≥ 2. L'espace vectoriel Rn est muni de sa structure euclidienne canonique
et Bc = (E1, E2, . . . , En) désigne sa base canonique. Ses éléments sont notés en colonne.

1. Soit A un élément de GLn(R). Montrer qu'il existe un élément Q de On(R) et un
élément T de Mn(R) triangulaire supérieure à termes diagonaux positifs tels que :

A = QT.

2. On suppose disposer d'un couple (Q′, T ′) de matrices telles que :
� la matrice T ′ soit triangulaire supérieure à coe�cients diagonaux positifs ;
� la matrice Q′ soit orthogonale ;
� l'égalité A = Q′T ′ ait lieu.
Montrer que (Q, T ) = (Q′, T ′).



3. On note C1, . . . , Cn les colonnes de A. À l'aide de la décomposition A = QT ,
démontrer l'inégalité suivante :

| det(A)| ≤
n∏

j=1

∥Cj∥

Étudier le cas d'égalité.

A bis. Soit A un élément de Mn(R). Montrer qu'il existe un élément Q de On(R) et
un élément T de Mn(R) triangulaire supérieure à termes diagonaux positifs tels que :

M = QT.

A-t-on unicité de cette décomposition.

B. Étudier la nature de l'intégrale
∫ +∞
0

sin(
√
t)

t
dt.

B bis Étudier la nature de la série
∑

n≥1
sin(

√
n)

n
.

Oral 5
A. Soit l'application

f : R∗
+ ×R∗

+ ; (x, y) 7→ 1

x
+

1

y
+ xy.

Soit S le graphe de f .

1. Donner l'équation du plan tangent à S en un point (a, b, c) de S.

2. Montrer que f est minorée et atteint sa borne inférieure en un et un seul point.

3. Montrer que S est fermée. Soit (x0, y0, z0) un élément de R3. Montrer que la
distance de (x0, y0, z0) à S est atteinte au moins en un point.

4. On garde les notation de la question 3. Montrer que si (a, b, c) est un point de S
réalisant la distance de (x0, y0, z0) à S,

d((x0, y0, z0), S) = ∥(x0, y0, z0)− (a, b, c)∥,

Alors (a− x0, b− y0, c− z0) est normal au plan tangent à S en (a, b, c).

B. Soit K un corps de caractéristique nulle. Montrer que tout élément M de Mn(K)
de trace nulle est semblable à une matrice à diagonale nulle.

B bis. Pour tout couple (B,C) d'éléments de Mn(K), on note [B,C] = BC − CB
(crochet de Lie). Montrer que toute matrice de trace nulle est un crochet de Lie.

Oral 6

A. calculer
∑

0≤3k≤n

(
n
3k

)
.

B. (Mines 2017)
Soient f et g des fonctions de la variables réelle x dé�nies par :

f(x) =

∫ +∞

0

e−xt

1 + t2
dt ; g(x) =

∫ +∞

0

sin t

x+ t
dt.

1. Donner le domaine de dé�nition de f .

2. Étudier la continuité et la dérivabilité de f .



3. Donner une équation di�érentielle véri�ée par f .

4. Montrer que f et g coïncident sur R∗
+.

5. En déduire la valeur de
∫ +∞
0

sin t
t
dt.

Oral 7
A bis. (version ÉNS) Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires i.i.d. à valeurs

dans N, On suppose que P(X1 = 0)P(X1 = 1) ̸= 0. On pose pour tout n ∈ N∗,
Sn = X0 +X1 + ...Xn et l'on convient que S0 = 0.

Montrer que P(4|Sn) →
n→+∞

1
4
.

A. (version Centrale)

1. Pour tout réel t et tout entier n ≥ 0, on pose f(t) = E(exp(itX1) et Fn(t) =
E(exp(itSn). Donner pour toute entier n ≥ 0, une relation entre f et Fn.

2. Pour tout n ∈ N, déterminer une relation entre P(4|Sn) et
3∑

k=0

Fn

(
kπ
2

)
.

3. Montrer pour tout t ∈]0, 2π[, l'inégalité |f(t)| < 1.

4. Montrer que P(4|Sn) →
n→+∞

1
4
.

B. Étudiez la nature de la série de terme général un = cos(π
√
n2 + n+ n2/3).

Oral 8
A. Soit P ∈ C[X].

1. À quelle condition P réalise-t-il une surjection de C sur C ?

2. À quelle condition P réalise-t-il une surjection de R sur R ?

A bis. ENS À quelle condition P réalise-t-il une surjection de Q sur Q. ?

B. Soit f la fonction de la variable réelle x dé�nie par :

f(x) =
+∞∑
n=0

x3n

(3n)!
.

1. Déterminer le domaine de dé�nition de f .

2. Donner une expression de f sans recourir au signe somme en utilisant les dévelop-
pements en série entière de x 7→ exp(jpx), pour p = 0, 1, 2, (j = e

i2π
3 ).

3. Même question en montrant que f satisfait une équation di�érentielle.

Oral 9 A.

1.

2. Montrer qu'il existe un élément B de S++
n (R) tel que B2 = A. Montrer que B est

un polynôme en A.

3. On suppose que M est un élément de GLn(R). Montrer qu'il existe un et un seul
couple (O, S) élément de On(R)× S++

n (R) tel que M = OS.

B.
Les éléments de R2 seront notés en colonne. Soit f une application de R2 dans R de

classe C2. Pour tout élément X de R2 on note Hf (X) la matrice hessienne de f en X.



1. Montrer que pour tout X ∈ R2,

f(X) = f(0R2) +∇f(0R2)⊤ X +

∫ 1

0

(1− t)X⊤Hf (tX)Xdt.

On suppose que la matrice hessienne de f est en tout point de R2 égale à Hf (0R2).
Donner la forme de f .

2. On munit R3 de sa structure euclidienne canonique. On désigne par G le graphe
de f :

G =


xy
z

 ∈ R3

∣∣∣∣z = f

(
x
y

) .

On suppose que la matrice hessienne de f en tout point de R2 est égale à
Hf (0R2) et que Hf (0R2) est positive. Montrer que le graphe G de f est inclus dans

un des demi-espaces fermés délimités par le plan tangent en

(
0R2

f(0R2)

)
à G.

Que peut-on dire si Hf (0R2) est dé�nie-positive ?

Oral 10
Exercice 10 bis � Décomposition en valeurs singulière �
A. Soit A ∈ Mn(R). Posons B =tAA et notons a et b les endomorphismes deMn,1(R)

canoniquement associés respectivement à a et b. On munit Mn,1(R) de sastructure eu-
clidienne canonique.

1. Montrer que Ker(b) = Ker(a) et que les valeurs propres de b sont positives ou
nulles. On notera r le rang de b, donc aussi celui de a.

2. Montrer qu'il existe une famille (E1, ..., Er) orthonormée, telles que pour i =
1, ..., r, Ei soit un vecteur propre de b associés à une valeur propre non nulle
µi.

3. On note pour i = 1, ..., r, Fi = 1√
µi
a(Ei). Montrer que (F1, ..., Fr) est une base

orthonormée de Im(a). item Montrer qu'il existe des matrices orthogonales P et
Q et une matrice diagonale D à coe�cients positifs ou nuls telles que :

A = PDQ.

4. Soit M un élément de Mn(R).
Montrer qu'il existe un couple (0, S) élément de On(R) × S+

n (R) tel que :
M = OS. Ce couple est-il unique.

A. bis
Déduire du A que en munissant Mn(R) de la norme subordonnée à la norme eucli-

dienne canonique, l'enveloppe convexe de On(R) est la boulle unité.

B. Montrer que l'adhérence d'un convexe d'un e.v.n. est convexe.



Solution
Oral 1 A bis
La démonstration repose sur l'étude des valeurs propres de la matrice et de son poly-

nôme caractéristique.
On sait qu'il existe un entier d ≥ 1 tel que Nd = I2. Cela signi�e que le polynôme

P (X) = Xd − 1 est un polynôme annulateur de N . Par conséquent, les valeurs propres
complexes de N sont des racines de ce polynôme.

� Les valeurs propres de N (notons-les λ1 et λ2) sont donc des racines de de l'unité.
� En particulier, leur module vaut 1 : |λ1| = |λ2| = 1.
� De plus, le polynôme Xd − 1 n'ayant que des racines simples dans C, la matrice

N est diagonalisable sur C.
Le polynôme caractéristique de N s'écrit :

χN(X) = X2 − Tr(N)X + det(N)

Puisque N est une matrice à coe�cients entiers (N ∈ M2(Z)), sa trace et son déter-
minant sont des entiers : Tr(N) ∈ Z et det(N) ∈ Z.

Exprimons la trace et le déterminant à l'aide des valeurs propres :
� Déterminant : det(N) = λ1λ2. Puisque |λ1| = |λ2| = 1, on a | det(N)| = 1.

Comme c'est un entier, det(N) ∈ {−1, 1}.
� Trace : Tr(N) = λ1 + λ2. D'après l'inégalité triangulaire, |Tr(N)| = |λ1 + λ2| ≤

|λ1| + |λ2| = 2. Comme la trace est un entier, les seules valeurs possibles sont :
Tr(N) ∈ {−2,−1, 0, 1, 2}.

Reste à Analyser des cas possibles pour χN(X)
Nous allons tester les di�érentes combinaisons de trace et de déterminant pour véri�er

si les racines sont bien des racines de l'unité.

Cas A : det(N) = −1 Si le déterminant est −1, les racines λ1 et λ2 sont réelles (car si
elles étaient complexes conjuguées, leur produit serait |λ1|2 = 1 ̸= −1). Les seules racines
de l'unité réelles sont 1 et −1. Ainsi, {λ1, λ2} = {1,−1}. Le polynôme caractéristique est
donc :

χN(X) = (X − 1)(X + 1) = X2 − 1

Cas B : det(N) = 1 Regardons les polynômes possibles selon la valeur de la trace
t ∈ {−2,−1, 0, 1, 2} :

� t = 2 : χN(X) = X2 − 2X + 1 = (X − 1)2. Racine double : 1.
� t = 1 : χN(X) = X2 −X + 1. Racines : eiπ/3 et e−iπ/3 (racines 6-ièmes primitives

de l'unité).
� t = 0 : χN(X) = X2 + 1. Racines : i et −i (racines 4-ièmes primitives de l'unité).
� t = −1 : χN(X) = X2 + X + 1. Racines : ei2π/3 et e−i2π/3 (racines cubiques

primitives de l'unité).
� t = −2 : χN(X) = X2 + 2X + 1 = (X + 1)2. Racine double : −1.
Le polynôme caractéristique étant annulateur, on peut étudier l'ordre dans chacun

de ces cas, plus précisément le polynôme minimal de la matrice divise son polynôme
caractéristique et est à racine simples....

Rappelons que N est annulée par un polynôme à racines simples (puisqu'elle est
diagonalisable). Son polynôme minimal, µN(X), ne peut avoir que des racines simples.

Dans tous les cas possibles, on montre que l'ordre de la matrice N appartient à
l'ensemble {1, 2, 3, 4, 6}.



Par conséquent, quel que soit le cas dans lequel on se trouve, :

N12 = I2.

Oral 2 B

1. Soient des réels λ > 0 et t ∈ R. Par croissance de la fonction exp(λ ·), on a

{Z ≥ t} ⊂ {exp(λZ) ≥ exp(λt)},

donc
P(Z ≥ t) ≤ P (exp(λZ) ≥ exp(λt)) .

D'où, par l'inégalité de Markov, applicable à exp(λZ) qui est positive ( exp(λt) >
0) :

P(Z ≥ t) ≤ exp(−λt)E (exp(λZ)) .

2. On a

1 = P(Sn ≥ 0)+P(Sn < 0) = P(Sn ≥ 0)+P(−Sn > 0) ≤ P(Sn ≥ 0)+P(−Sn ≥ 0).

Or, les vecteurs aléatoires (X1, . . . , Xn) et (−X1, . . . ,−Xn) ont même loi car
� pour chaque i = 1, ..., n, Xi et −Xi ont même loi,
� les variables aléatoires X1, . . . , Xn d'une part, et −X1, . . . ,−Xn d'autre part,

sont mutuellement indépendantes.
Dé�nissons alors la fonction f : Rn → R, (x1, . . . , xn) 7→ x1 + · · ·+ xn. On a

Sn = f(X1, . . . , Xn) et −Sn = f(−X1, . . . ,−Xn),

donc Sn et −Sn ont même loi. En particulier, P(−Sn ≥ 0) = P(Sn ≥ 0).
Finalement 1 ≤ 2P(Sn ≥ 0), d'où

P(Sn ≥ 0) ≥ 1

2
.

3. Soit t ∈ R et λ > 0. Notons que les Xi sont mutuellements indépendants, donc le
sont aussi les exp(λXi), donc, par la question 1,

P(Sn ≥ t) = P(nSn ≥ nt) ≤
exp(−λnt)E (exp(λ(X1 + · · ·+Xn))) =

⊥⊥

exp(−λnt)E (exp(λX1)) · · ·E (exp(λXn)) =

exp(−λnt)E (exp(λX1))
n ,

car les Xi, donc aussi les exp(λXi), sont identiquement distribuées.
Or par la formule de transfert,

exp(−λnt)E (exp(λX1))
n = exp(−λnt)

(
eλ + e−λ

2

)n

donc

P(Sn ≥ t) = P(nSn ≥ nt) ≤ exp(−λnt) (exp(ψ(λ)))n = exp(nψ(λ)− λnt).



De là, par croissance de la fonction ln (prolongée à R+) :

ln(P(Sn ≥ t)) ≤ nψ(λ)− λnt,

donc
1

n
ln(P(Sn ≥ t)) ≤ ψ(λ)− λt.

Cette inégalité est évidemment véri�ée aussi si λ = 0 puisque le membre de gauche
est négatif. Par dé�nition de la borne inférieure, on en déduit que

1

n
lnP(Sn ≥ t) ≤ inf

λ≥0
(ψ(λ)− λt) pour tout t ∈ R.

4. Par le théorème de transfert, on a, pour tout λ ≥ 0 :

m(λ) =
eλ − e−λ

eλ + e−λ
= thλ.

La fonction m est donc dérivable et, pour tout λ ≥ 0,

m′(λ) =
1

ch2λ
> 0,

ce qui prouve que

la fonction m est strictement croissante sur R+.

Ainsi, la fonction m est continue et strictement croissante sur R+, m(0) = 0 et
limλ→+∞m(λ) = 1, donc m induit une bijection de R+ sur [0, 1[. En conséquence,

pour tout t ∈ [0, 1[, il existe un unique λ ∈ R+ tel que m(λ) = t.

Oral 4. A

1. L'inversibilité de A assure que B = (AE1, AE2, . . . , AEn) est une base de Rn.
Notons que A est la matrice de passage de Bc à B : A = PB

Bc
.

Soit Bo la base orthonormée construite par le procédé de Gram-Schmidt à partir
de B. On a :

A = PB
Bc

= PBo
Bc
PB
Bo

Posons Q = PBo
Bc

et T = PB
Bo
.

� Q est une matrice de passage entre deux bases orthonormées, elle est donc
orthogonale.

� Par construction de Gram-Schmidt, chaque vecteur de B est une combinaison
linéaire des vecteurs précédents de Bo avec un coe�cient strictement positif sur
le dernier vecteur . La matrice T est donc triangulaire supérieure à coe�cients
diagonaux positifs.

2. Comme QT = Q′T ′ on a Q−1Q′ = T (T ′)−1. Posons M = Q−1Q′.
� M est orthogonale comme produit de matrices orthogonales.
� M = T (T ′)−1 est triangulaire supérieure comme produit de matrices triangu-

laires supérieures.



� Les coe�cients diagonaux de M sont strictement positifs (produits de réels
positifs).

M étant orthogonale, M−1 =M⊤. M étant triangulaire supérieure, M⊤ est trian-
gulaire inférieure. OrM−1 est aussi triangulaire supérieure. AinsiM est diagonale.
Étant orthogonale et à coe�cients positifs, M = In. D'où Q = Q′ et T = T ′.

3. Inégalité de Hadamard. Puisque Q ∈ On(R), on a | det(Q)| = 1. L'égalité
A = QT implique donc | det(A)| = det(T ) (car les coe�cients diagonaux de T sont
positifs). Comme T est triangulaire supérieure, son déterminant est le produit de
ses coe�cients diagonaux :

| det(A)| =
n∏

j=1

tj,j.

Par ailleurs, la je colonne de A, notée Cj, véri�e Cj = QTj où Tj est la j-ième
colonne de T . La matrice Q étant une isométrie euclidienne, elle conserve la norme :

∥Cj∥2 = ∥Tj∥2 =
j∑

i=1

t2i,j = t2j,j +

j−1∑
i=1

t2i,j

On en déduit t2j,j ≤ ∥Cj∥2, donc tj,j ≤ ∥Cj∥ puisque tj,j > 0. En e�ectuant le
produit pour j allant de 1 à n, on obtient l'inégalité de Hadamard.

Le cas d'égalité se produit si et seulement si pour tout j ∈ {1, . . . , n}, tj,j =
∥Cj∥. D'après l'expression de la norme ci-dessus, cela équivaut à

∑j−1
i=1 t

2
i,j = 0, soit

ti,j = 0 pour tout i < j. La matrice T est donc diagonale. Comme A = QT , cela
signi�e que les colonnes de A sont les colonnes de Q pondérées par les coe�cients
tj,j. Les colonnes de Q étant deux à deux orthogonales, il en est de même pour
celles de A.

Oral 5 A. Indications.

1. l'ensemble S a comme équation S : F (x, y, z) = 0 où,

F : R∗
+ ×R∗

+ ×R → R ; (x, y, z) 7→ z − f(x, y).

L'application F est C1 et

∇F (a, b, c) =
(
−
(
−−1

a2
+ b

)
,−
(
−1

b2
+ a

)
,+1

)
.

D'après le cours l'équation du plan P , tangeant à S en (a, b, c), est

0 = −
(
−1

a2
+ b

)
(x− a)−

(
−1

b2
+ a

)
(y − b) + 1(z − c),

ou si l'on préfère,(
1

a2
− b

)
x+

(
1

b2
− a

)
y + z =

1

a
− 2ab+

1

b
+ c,

et en tenant compte de l'appartenance à S du point (a, b, c),(
1

a2
− b

)
x+

(
1

b2
− a

)
y + z =

2

a
− ab+

2

b
,



2. • L'application f étant à valeurs positives (et R∗
+ × R∗

+ non vide) f admet une
borne inférieure réelle.

• Étude des points critiques. l'application f est de classe C1 sur l'ouvert
R∗

+×R∗
+. Soit (x, y) ∈ R∗

+×R∗
+ Le point (x, y) est critique pour f si et seulement

si {
− 1

x2 + y = 0
− 1

y2
+ x = 0

,

soit si et seulement si {
− 1

1
y4

+ y = 0

− 1
y2

+ x = 0
.

Comme y ̸= 0, Le point (x, y) est critique pour f si et seulement si{
y3 = 1
x = 1

y2
.

L'application f admet donc un et un seul point critique qui est (1, 1). Commme
R∗

+ ×R∗
+ est ouvert, si f atteint sa borne inférieure en un point, alors elle admet

a fortiori en celui-ci un minimum local et donc ce point est critique. Si f atteint
sa borne inférieure, nécessairement c'est en(1, 1) et elle vaut 3.

• Comportement de f aux � bords du domaine �.
Soit (x, y) ∈ R∗

+ ×R∗
+.

si x ≤ 1
4
ou y ≤ 1

4
alors f(x, y) ≥ 1

1
4

+ 0 + 0 = 4.

Sinon, c'est-à-dire si x et y sont supérieurs ou égaux à 1
4
, alors si x ≥ 16 ou

y ≥ 16

f(x, y) ≥ 0 + 0 + 16
1

4
= 4.

Donc sur le complémentaire du carré
[
1
4
, 16
]2
, l'application f prend des valeurs

strictement supérieures à f(1, 1).

En conclusion :

inf
(x,y)∈R∗

+×R∗
+

f(x, y) = inf
(x,y)∈[ 14 ,16]

2
f(x, y),

or
[
1
4
, 16
]2

est fermé borné et f continue (car rationnelle), donc f atteint sa borne

inférieure sur
[
1
4
, 16
]2

et même, plus précisément, en un point intérieur à ce carré
(f ≥ 4 sur la frontière de cet ensemble), ce point est donc un point critique de f ,
autant dire (1, 1).

Donc f admet 3 comme minimum, réalisé en (1, 1) et en nul autre point.

3. Soit (sn)n∈N une suite d'éléments de S qui converge vers un élément m de S. Le
point m s'écrit m = (σ, τ, ζ) tandis que le point sn s'écrit sn = (xn, yn, f(xn, yn)),
pour tout entier n ≥ 0.

A fortiori, (xn, yn) →
n→+∞

(σ, τ). La stricte positivité des suites (xn)n∈N et (yn)n∈N

assure que σ ≥ 0 et τ ≥ 0, mais si σ ou τ étaient nuls alors f(xn, yn) tendrait avec
n vers +∞, donc (σ, τ) est élément de R∗

+×R∗
+. Mais alors la continuité en (σ, τ)

de f exige
ζ = f(σ, τ).



Finalement m est élément de S.

On a donc que S est fermé.

Oublions le cas sans malice où (x0, y0, z0) est un point de S et posons

R = ∥(x0, y0, z0)− (1, 1, f(1, 1)∥,

ainsi R > 0. Soit B la boule fermée de rayon R de centre (x0, y0, z0) et K := B∩S.
l'ensemble K est :

� borné, car inclus dans B ;
� Fermé comme intersection de deux tels ensembles ;
� Non vide, puisqu'il contient (1, 1, f(1, 1)).

Par ailleurs l'application B ∩ S → R ; m 7→ ∥(x0, y0, z0) − m∥ est continue car
1-lipschitzienne (pour les normes ∥·∥ et | · |). Donc le théorème de la borne atteinte
nous o�re un point (a, b, c) de B ∩ S réalisant la distance de (x0, y0, z0) à B ∩ S.

Soit alors m un point de S

Premiers cas m ∈ B. Alors :

∥(x0, y0, z0)−m∥ ≥ d(|(x0, y0, z0), B ∩ S) = ∥(x0, y0, z0)− (a, b, c)∥,

Second cas m /∈ B. Alors :

∥(x0, y0, z0)−m∥ ≥ R ≥ ∥(x0, y0, z0)− (a, b, c)∥.

Donc la distance de (x0, y0, z0) à S est atteinte en (a, b, c).

4. Méthode longue

Soit (a, b, c) est un point de S réalisant la distance de (x0, y0, z0) à S.

Alors l'application

δ : R∗
+ ×R∗

+ → R ; (x, y) 7→ ∥(x0, y0, z0)− (x, y, f(x, y)∥2

admet un minimum (absolu) en (a, b). Le caratère C1 de δ sur l'ouvert R∗
+ ×R∗

+,
veut que :

0 = ∂1δ(a, b) = 2⟨(x0, y0, z0)− (a, b, f(a, b))|(−1, 0, ∂1f(a, b))⟩

0 = ∂2δ(a, b) = 2⟨(x0, y0, z0)− (a, b, f(a, b))|(0,−1, ∂2f(a, b)⟩

Or le plan tangent T à S en (a, b, f(a, b)) est � nous le vîmes en 1 � un
plan normal à (−∂1f(a, b), ∂2, f(a, b), 1), comme les vecteurs (−1, 0, ∂1f(a, b)) et
(0,−1, ∂1f(a, b)) sont clairement indépendants est orthogonaux à (−∂1f(a, b), ∂2, f(a, b), 1)
ils forment une base de la direction de T , et donc (x0, y0, z0) − (a, b, f(a, b)), qui
leur est orthogonal, est normal à T .

Conclusion : (a− x0, b− y0, c− z0) est normal au plan tangent à S en (a, b, c).

Méthode rapide on applique le théorème des extréma liés.

Oral 9. B.



1. Soit X un élément de R2, que l'on notera X =

(
x
y

)
. L'application

g : [0, 1] → R ; t 7→ f(tX),

est de classe C2 comme composée de f et d'une application linéaire. La formule de
Taylor a�rme

g(1) = g(0) + 1× g′(0) +

∫ 1

0

(1− t)g′′(t)dt.

Mais pour tout t ∈ [0, 1], on a :

g′(t) = ∇f(tX)⊤X,

g′′(t) =
∂2f

∂x2
(tX)x2 + 2

∂f

∂x∂y
(tX)xy +

∂2f

∂y2
(tX)y2 = X⊤Hf (tX)X,

merci Schwarz !

g(1) = f(X) = f(0R2) +∇f(0R2)⊤X +

∫ 1

0

(1− t)X⊤Hf (tX)Xdt.

En supposant la hessienne de f constante cette égalité devient :

f(X) = f(0R2) +∇f(0R2)⊤X +
1

2
X⊤Hf (0R2)X.

Autrement dit, f est polynomiale de degré 2.

2. pour simpli�er je noterai en ligne les éléments de R2 ainsi que ceux de
R3. Notons c = f(0, 0) et posons

F : R∗
+ ×R×R ; (x, y, z) 7→ z − f(x, y)

et c = f(a, b) L'application F est C1 et

∇⃗F (0, 0, c) =
(
−∂f
∂x

(0, 0),−∂f
∂y

(0, 0), 1

)
D'où l'équation du plan P , dé�ni par le programme comme le plan orthogonal

à ∇⃗F ((0, 0, c)) et passant par (0, 0, c),

P : (z − c)− ∂f

∂x
(0, 0)x− ∂f

∂y
(0, 0)y = 0,

Soit encore
P : z −

(
c+ ⟨∇⃗f(0, 0)|(x, y)⟩

)
= 0.

D'après la �n de la question 2, pour tout élément (x, y, z) de G, on a

(z − c)− ∂f

∂x
(0, 0)x− ∂f

∂y
(0, 0)y =

1

2

(
x
y

)⊤

Hf (0R2)

(
x
y

)
≥ 0.

Le graphe de G est inclus dans le demi-espace fermé délimité par P d'équation

P : z −
(
c+ ⟨∇⃗f(0, 0)|(x, y)⟩

)
≥ 0.

Si la Hessienne est dé�nie-positive alors G \ {(0, 0, c)} est inclus dans le demi-
espace ouvert délimité par P d'équation

P : z −
(
c+ ⟨∇⃗f(0, 0)|(x, y)⟩

)
> 0.
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A. (Centrale 2024) Soient E un espace vectoriel réel de dimension �nie, G un sous-

groupe �ni de GL(E), p = 1
|G|
∑
g∈G

g, et V G = {x ∈ E,∀g ∈ G, g(x) = x}.

1. Montrer que p est un projecteur.

2. Montret que dim(V G) = 1
|G|
∑
g∈G

Tr(g).

3. Montrer que que tout sous espace V de E stable par tous les éléments de G admet
un supplémentaire stable par tous les éléments de G.

Considérer un projecteur q de E d'image V et 1
|G|
∑
g∈G

g ◦ q ◦ g−1 .

B. Montrer que R+ → R ;x 7→
∞∑
k=1

(−1)k ln
(
1 + x

k

)
est bien dé�nie. Est-elle de classe

C1 ?
Oral 12

A. (Centrale 2024) Pour tout a ∈ Z on pose Sa :=

(
1 a
0 −1

)
et Ta :=

(
1 a
0 1

)
1. Montrer que GL2(Z) ensemble des éléments de M2(Z) inversible d'inverse dans

M2(Z) est un groupe et que pour tout a ∈ Z, les matrices Sa et Ta sont élément
de GL2(Z).

2. Soient a et b des entiers, que vaut TbSaT
−1
b .

3. Soit M ∈ M2(Z) de polynôme caractéristique X2 − 1. Montrer qu'il existe P ∈
GL2(Z) tel que :

M = PS0P
−1 ou M = PS1P

−1.

B. Soit la fonction I de la variable réelle a dé�nie par I (a) :=
∫ +a

−a
dx√

(1+x2)(a2−x2)
.

Montrer que I est dé�nie sur R∗
+ et déterminer les limites éventuelles de I en 0 et

+∞.
Oral 13
(Centrale 2024)

1. Rappeler la dé�nition des polynômes caractéristique et minimal d'un élément M
de Mn(K). Donner la dé�nition du sous-espace caractéristique deM associé à une
valeur propre λ de M .

2. Soit A ∈ Mn(R).

(a) Soit k ∈ N∗ Montrer que si χA est scindé alors χAk l'est aussi. Que pensez vous
de la réciproque ?

(b) On suppose que χA2 est scindé à valeur propres positives. Montrer que χA est
scindé.

3. Soit B ∈ Mn(C). On suppose que pout tout X ∈ Mn,1(C), il existe p tel que
ApX = X. Montrer que A est diagonalisable.

Oral 14
A. Soit A ∈ M2(R). Montrer que A⊤ = A2 si et seulement si A est orthogonalement

semblable à l'une des quatre matrices suivantes : I2, O2, diag(1, 0), R 2π
3
.

B. Déterminer le cardinal de GLn(Z/2Z).



B bis. (ÉNS 2017) Soient (Xi,j)1≤i,j≤+∞ une famille de variables aléatoires i.i.d. suivant
chacune la loi uniforme sur Z/2Z et pour tout n ∈ N∗ on considèreMn la matrice aléatoireX1,1 ... X1,n

...
...

Xn,1 ... Xn,n

 ,

variable aléatoire à valeur dans Mn(Z/2Z). On note rn, l'espérance du rang de Mn.
Déterminer un équivalent de rn, lorsque n tend vers +∞.



Exercice 15
A Soit (E, ∥ · ∥) un espace vectoriel normé et f : E → E véri�ant

∀(x, y) ∈ E2, ∥f(x)?f(y)∥ ≤ ∥x?y∥2.

Montrer que f est constant.
A bis. Même question pour f dé�nie sur F convexe fermé d'intérieur non vide.
B. Soit n un entier naturel. Les éléments de Rn seront notés en colonne et cet espace

vectoriel sera au besoin muni de sa structure euclidienne canonique.
SoientX1,X2,...,Xn des variables aléatoires dé�nies sur un espace probabilisé (Ω,A,P).

On note X la variable aléatoire à valeurs dans Rn de ie composante Xi.
Nous supposerons que pour i = 1, ..., n, la variable Xi

2 admet une espérance �nie.
Nous considérerons dans la suite l'élément de Mn(R)

RX =



V(X1) Cov(X1, X2) · · · Cov(X1, Xn)
Cov(X2, X1) V(X2) Cov(X2, Xn)

...
...

...
. . .

...
Cov(Xn−1, X1) V(Xn−1) Cov(Xn−1, Xn)
Cov(Xn, X1) · · · Cov(Xn, Xn−1) V(Xn)


1. Justi�er que la matrice RX est bien dé�nie et est élément de S+

n , ensemble des
matrices symétriques réelles d'ordre n positives.

2. Dans cette question et seulement dans cette question supposons n = 2. Déduire
de la question précédente

|Cov(X1, X2)| ≤
√

V(X1)V(X2).

3. Dans cette question les variables aléatoires X1, X2,...,Xn sont supposées centrées.
Le rang de RX est noté r. Montrer qu'il existe un sous-espace vectoriel F de Rn

de dimension r tel que X soit presque sûrement à valeurs dans F :

P(X ∈ F ) = 1.

4. Soit k ∈ [[1, n]]. On suppose qu'il existe un sous-espace vectoriel F de Rn de
dimension k tel que X soit presque sûrement à valeur dans F , Montrer que le rang
de RX est inférieur à k.

Oral 16 Python

Soit f : x ∈ R+∗ 7→
∫ π/2

0
cos(t)
x+t

dt.

1. Montrer que f est bien dé�nie.

2. Montrer que f est continue.

3. Montrer que f a pour limite 0 en +∞.

4. Une fonction calculant f est fournie dans Python. A�cher le graphe de f sur
[0, 1; 10]. Conjecturer la monotonie et la limite de f en 0. A�cher le graphe sur
[10, 100] de x 7→ xf(x) et de (x + 1)f(x). Conjecturer un encadrement de f au
voisinage de +∞. Tracer x 7→ f(x)

lnx
et conjecturer un équivalent en 0.



5. Démontrer la monotonie et la limite en 0 conjecturées à la question précédente.

6. Montrer l'équivalent en +∞.

Oral 17 Python
On considère que deux matrices sont égales si leurs coe�cients di�èrent de moins de

ε = 10−12.

1. (a) écrire une fonction PYTHON test_orthogonal(A) qui véri�e si la matrice A est

orthogonale. La tester pour M = 1
9

7 −4 4
4 8 1
4 −1 −8

.

Un endomorphisme d'un espace euclidien est normal s'il commute avec son
adjoint.

(b) Écrire une fonction PYTHON test_normal(A) qui véri�e si une matrice A est
normale. Véri�er que M est normale.

(c) Écrire une fonction PYTHON genere_mat_normale(n) qui génère aléatoirement
une matrice normale de Mn(R) à coe�cients dans [[−9, 9]], qui ne soit ni sy-
métrique ni antisymétrique. A�cher le nombre de tours de boucle.

2. Soient E un espace euclidien et u ∈ L(E).
(a) Montrer que, si un sous-espace vectoriel F de E est stable par u, son orthogonal

est stable par u∗.
(b) On suppose que u est normal. Montrer que, pour λ ∈ Sp(u), l'orthogonal de

l'espace propre Eλ(u) est stable par u.
On veut montrer que si u est normal, il existe une base B orthogonale dans
laquelle u a une matrice diagonale par blocs de taille 1 ou 2, les blocs de taille

2 étant de la forme

(
a b
−b a

)
avec b ̸= 0.

On procède par récurrence sur la dimension de l'espace E, et on remarque que
c'est vrai en dimension 1.
Supposons le résultat acquis jusqu'en dimension n et soit u un endomorphisme
normal d'un espace euclidien E de dimension n+ 1.

3. Supposons que u a une valeur propre réelle. Conclure en utilisant l'hypothèse de
récurrence sur un endomorphisme d'un espace de dimension strictement inférieure.

4. On suppose maintenant que u n'a aucune valeur propre réelle.

(a) Soit Q un facteur irréductible de πu. Quel est le degré de Q ?
(b) Montrer que KerQ(u) ̸= {0}.
(c) SoitM ∈ M2(R) une matrice normale sans valeur propre réelle. Montrer l'exis-

tence de a, b ∈ R avec b ̸= 0 tels que M =

(
a b
−b a

)
.

(d) Montrer que KerQ(u) est stable par u et u∗.
(e) Conclure.
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On considère la fonction µ : (O, S) ∈ On(R)× S++
n (R) 7→ OS ∈ GLn(R).

1. Montrer que la fonction µ est bien dé�nie.

2. (a) Écrire une fonction PYTHON generer_diagonale_positive(n) qui retourne
une matrice diagonale de taille n dont les coe�cients diagonaux sont tirés
aléatoirement dans l'intervalle ]0, 10[.

(b) Écrire une fonction PYTHON generer_Snplusplus(n) qui retourne une matrice
symétrique dé�nie positive de taille n aléatoire à valeurs propres dans ]0, 10[.

On pourra utiliser la fonction ortho_group importée du module scipy.stats :
la commande ortho_group.rvs(dim=n) génère aléatoirement une matrice or-
thogonale de taille n.

(c) Écrire une fonction PYTHON test_Snplusplus(A) qui véri�e si une matrice
réelle A appartient à S++

n (R) en considérant que deux coe�cients numériques
sont égaux si leur di�érence est inférieure à 10−5.

(d) Pour n = 3, générer aléatoirement 10000 couples (O, S), calculer le déterminant
des matrices OS obtenues et représenter graphiquement la liste croissante des
valeurs obtenues.

3. Montrer que la fonction µ est continue.

4. (a) Montrer que, pour toute matrice M ∈ GLn(R), il existe S ∈ S++
n (R) telle que

MTM = S2.
(b) En déduire que µ est surjective.

5. On admet que deux matrices diagonalisables qui commutent sont simultanément
diagonalisables. Soient deux couples (O, S) et (O′, S ′) tels que µ(O, S) = µ(O′, S ′).

(a) Montrer que S2 = S ′2.
(b) Montrer que S est un polynôme en S ′.
(c) En déduire que µ est injective.

6. (a) Montrer que le groupe orthogonal On(R) est un compact de Mn(R).
(b) Déterminer l'adhérence de S++

n (R) dans Mn(R).
(c) Montrer que, si la suite (Mp)p≥1 de matrices de GLn(R) converge vers M ∈

GLn(R), alors µ−1(Mp) −→
p→+∞

µ−1(M).

Oral 19Python
28. Si P =

∑n
k=0 akX

k et Q =
∑m

k=0 bkX
k sont deux polynômes complexes, on appelle

résultant de P et Q et l'on note Res(P,Q) le déterminant de la matrice

S(P,Q) =



a0 0 . . . . . . b0 0 . . .
a1 a0 0 . . . b1 b0 0
a2 a1 a0 . . . b2 b1 b0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
0 . . . . . . an . . . . . . bm


∈ Mn+m(C).

1. Coder Res(P,Q) pour P et Q de degré 2.



2. Calculer Res(P,Q) pour :

(a) P = (X − 1)(X − 2) et Q = (X − 1)(X − 3),
(b) P = (X − 1)(X − 2) et Q = (X − 3)(X − 4),
(c) P = X2 − 2X + 1 et Q = X2 − 2.

3. Que peut-on conjecturer ?

Soit φ : (U, V ) ∈ Cm−1[X]× Cn−1[X] 7→ PU +QV .

4. Montrer que φ est linéaire et à valeurs dans Cn+m−1[X].

5. Montrer que φ est injective si et seulement si P et Q n'ont pas de racine complexe
commune.

6. On pose B = ((1, 0), . . . , (Xm−1, 0), (0, 1), . . . , (0, Xn−1)) et B′ = (1, . . . , Xn+m−1).
Montrer que S(P,Q) est la matrice de φ dans la base B au départ et la base B′ à
l'arrivée.

Pour P ∈ C[X], de degré n, on pose Dis(P ) = Res(P, P ′).

7. Montrer que P est à racines simples si et seulement si Dis(P ) ̸= 0.

8. Soit P = aX2 + bX + c de degré 2. Montrer que P admet deux racines complexes
distinctes si et seulement si b2 − 4ac ̸= 0.

Oral 20
A. Calculer pour tout réel x, l'intégrale :∫ +∞

0

e−t1− cos(tx)

t2
dt

B. Soit q un entier naturel. Montrer que si 2q+1 est premier, alors 2 est une puissance
de 2.

On se propose de montrer le résultat suivant :
Soit n ∈ N∗. On suppose que n est la somme des carrés de trois rationnels. Alors n

est la somme des carrés de trois entiers.

1. On note S la sphère de R3, muni de sa structure euclidienne canonique de centre
(0, 0, 0) de rayon n. Montrer que S ∩Q3 est non vide.

On suppose dans la suite que S ∩ Z3 est vide.

2. Tout élément A de S ∩Q3 s'écrit A = 1
d
U , avec d un entier strictement positif et

U un élément de Z3. Montrer que pour tout A ∈ S ∩Q3 l'ensemble des élément d
de N∗ tels qu'il existe U ∈ Z3 tel que A = 1

d
U admet un plus petit élément noté

d(A). Montrer que d(A) ≥ 2. Montrer qu'il existe un élément A0 de S ∩ Q3 tel
que :

d(A0) = min{d(A), A ∈ S ∩Q3}.

Dans la suite on considère un tel point A0.

3. montrer qu'il existe un point A′ de Z3 tel que ∥A0 − A′∥ < 1.

4. En étudiant le point d'intersection, autre que A0, de la droite (A0, A
′) et de S,

conclure.



Indications
Oral 15.B.

1. Le programme assure que les Xi admettent a fortiori une espérance �nie et donc,
au total, une variance. l'inégalité

|(Xi − E(Xi))(Xj − E(Xj))| ≤ (Xi − E(Xi))
2 + (Xj − E(Xj))

2

assure l'existence de la covariance de Xi et Xj, pour tout couple (i, j) d'éléments
distincts de [[1, n]] ; donc RX est bien dé�nie.

Le caractère symétrique deRx est immédiat. Soit alors u ∈ Rn, u = (u1, ..., un)
⊤

u⊤Rxu =
n∑

i=1

u2iV(Xi) + 2
∑

1≤i<j≤n

uiujCov(Xi, Xj)

=
n∑

i=1

V(uiXi) + 2
∑

1≤i<j≤n

Cov(uiXi, ujXj)

=V

(
n∑

i=1

uiXi

)
= V(< u|X >) ≥ 0.

Donc RX est positive.

2. La positivité de RX exige que ses valeurs propres soient positives ou nulles et donc
que son déterminant � leur produit � le soit aussi, ce qui donne l'inégalité de
Cauchy-Schwarz, par croissance de la fonction racine carrée.

3. Le résultat à prouver est sans objet dans le cas r = n, supposons donc r < n. Soit
(e1, e2, ..., en) une base orthonormée de Rn constituée de vecteurs propres de RX ,
et supposons, quitte à réindexer les vecteurs de cette base, que les n− r derniers
soient associés à la valeur propre 0. Pour i = r + 1, ..., n, d'après le calcul de la
précédente question,

V(< ei|X >) = e⊤i RXei = 0,

l'examen de la formule de la variance assure que < ei|X > est presque sûrement
égale à son espérance qui, puisque les Xj sont centrées, est nulle. Donc P(X⊥ei) =
1, pour i = r + 1, ..., n.

Posons F = vect(er+1, ..., en)
⊥ (en fait F = Vect(e1, ..., er)).

On a {X ∈ F} =
n⋂

i=r+1

{X⊥ei}. L'événement {X ∈ F} est donc presque sûr

comme intersection �nie d'événements presque sûrs.

4. Soit (vk+1, ...,vn) une base de F⊤. On a immédiatement, pour i = k+1, ..., n, que

{X ∈ F} ⊂ {X⊥vi} = {< X|vi >= 0};

donc que P(< vi|X >= 0) = 1 et donc E(< vi|X >= 0) = 1. La dé�nition de la
variance assure que pour tout i ∈ [[1, n]],

0 = V(< vi|X >) = v⊤
i RXvi.

On en déduit que les vi sont éléments du noyau de RX , donc par la formule du
rang que rg(RX) ≤ k.



Nous avons utiliser le lemme :
Soit B ∈ S+

n . Pour tout élément x de Rn, si x⊤Bx = 0, alors Bx = 0Rn .
Ce lemme se prouve de plein de manières. La plus simple est d'écrire l'espression

de x⊤Bx = 0, dans une base orthonormée B de diagonalisation de B :

x⊤Bx =
n∑

i=1

λix
2
i

Les valeurs propres λi étant positives ou nulles, les coordonnées xi de X dans B
sur des vecteurs associés à des valeurs propres non nulles sont nulles, ce qui donne
Bx = 0Rn .

On peut aussi construire classiquement, par le théorème spectral, une matrice
C élément de S+

n telles que B = C2 = C⊤C. et alors le résultat vient de :

0 = x⊤Bx = ∥Cx∥2.



Oral 21 A.

1. Soient E2 un espace euclidien de dimension 2, s une symétrie orthogonale de E2 par
rapport à une droite D et r une rotation de E2, d'angle de mesure θ. Déterminer
r ◦ s ◦ r−1.

En déduire que SO(E2) ∪ {s} engendre O(E2).

2. L'ensemble R3 est muni de sa structure euclidienne canonique. Soit r une rotation
de R3 d'axe ∆, dirigé et orienté par un vecteur w⃗, et d'angle de mesure θ et φ un
élément de O(R3). Déterminer φ ◦ r ◦ φ−1.

A. bis Montrer que l'ensemble des rotations ayant pour axe, l'axe des x, des y ou des z
engendre rmSO(R3).

B. Soit (A,+,×, ·) une algèbre sur R. Montrer qu'elle possède une norme d'algèbre.
Oral 22
A. Soit G un groupe �ni telle que pour tout a ∈ G, on ait a2 = e.

1. Montrer que G est commutatif.

2. Montrer que G est isomorphe à (Z/2Z)n, où n est un entier naturel.

A bis (ÉNS 2025) Soit (A,+,×) un anneau tel que tout élément a de A soit nilpotent
ou idempotent (i.e. a2 = a).

1. Montrer que tout élément de A est idempotent.

2. Montrer que A est commutatif. On suppose A �ni, montrer qu'il existe n ∈,N∗

tel que A soit isomorphe à (Z/2Z)n

B. On munit R2 de sa structure euclidienne canonique. Soit Γ la partie de R3, d'équa-
tion

Γ : x2 + y2 − z2 = 0

1. Donner l'équation du plan tangeant P à Γ en un point (a, b, c) de Γ distinct de
(0, 0, 0),

P = (a, b, c) + T(a,b,c)Γ.

Montrer que P passe par (0, 0, 0).

2. Montrer que pour tout réel t non nul, t(a, b, c) est élément de Γ et comparer les
plans tangents à Γ en (a, b, c) et en t(a, b, c).

Oral 23
A. Étudiez la série de terme général
un = (−1)n

(
e−

(
1 + 1

n

)n)
.

B Soient A et B des éléments de M2(C). On suppose

∀k ∈ N,Tr(Bk) = Tr(Ak).

Montrer que A et B ont même polynôme caractéristique.
Reprendre la question avec A et B éléments de M3(C).
B (bis)
Pour tout R ∈ R∗

+ on note BR = {z ∈ C; |z < R}.
1. Déterminer le rayon de convergence r de la série entière de la variable complexe z,∑

k≥1

(−1)k−1

k
zk.

On note f sa somme.



2. Pour tout z ∈ B1, calculer exp(f(z).

3. Soit n ∈ N∗, A ∈ Mn(C). Établir l'existence d'un réel α > 0 tel que pour tout
z ∈ Bα

det(In + zA) = exp

(
+∞∑
k=1

(−1)k−1Tr(Ak)

k
zk

)
.

4. Donner une condition nécessaire et su�sante pour que pour tout k ∈ N∗, Tr(Ak) =
0.

5. On suppose que B est un élément de Mn(C) tel que :

∀k ∈ N,Tr(Bk) = Tr(Ak).

La matrice B est elle nécessairement semblable à A ? A-t-elle nécessairemnt même
polynôme caractéristique que A ?

Oral 24
A. Soit E, l'ensemble des suites réelles ultimement nulles. Soit l'application

T : E → E, u 7→ (un+1)n∈N

1. L'application linéaire T est elle surjective ? injective ?

2. On muni E de la norme ∥ · ∥1. L'application T est-elle continue, si oui donner sa
norme subordonnée à ∥ · ∥1.

A. bis (ÉNS 2025)
On prend Φ un endomorphisme de E continue pour ∥ · ∥1 et pour ∥ · ∥∞. Montrer qu'il

est continue pour ∥ · ∥2.
B.
Soient X1 et X2 deux variables aléatoires réelles discrètes indépendantes suivant la

même loi que X. On suppose X1 +X2 ≈ X.

1. On suppose dans cette question que X admet une variance. Montrer qu X est
presque sûrement constante.

2. On suppose dans cette question que X est à valeurs positives. Montrer qu X est
presque sûrement constante.

Oral 25
A. Soit Z une variable aléatoire dé�nie sur un espace probabilisé (Ω,A,P) , à valeurs

dans N
Pour tout entiet naturel n, Mn(Z) désigne le moment d'ordre n de Z, c'est-à-dire

l'espérance de Zn.
On considère la série entière de la variable réelle t,

∑
n≥0

Mn(Z)
n!

tn, appelée série exponen-

tielle des moments de Z.
La somme de cette série sera notée LZ et R désignera son rayon de convergence.

1. On suppose R > 0. Montrer que pour tout élément t de ] − R,R[, la variable
aléatoire exp(tZ) est d'espérance �nie et que : LZ(t) = E(exp(tZ)).

2. Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes dé�nies sur (Ω,A,P) à va-
leurs dans N. On suppose que leurs rayons de convergence respectifs R1 et R2 sont
non nuls. Exprimer LX+Y (t) en fonction de LX(t) et LY (t), pour tout réel t tel
que ces trois quantités soient dé�nies.



3. Soit λ ∈ R∗
+. Pour tout entier n ≥ 1, on se donne n variables aléatoiresXn,1, Xn,2, ..., Xn,n,

dé�nies sur (Ω,A,P) , mutuellement indépendantes et qui suivent une loi de Ber-
noulli de paramètre λ

n
et l'on pose :

Sn =
n∑

i=1

Xn,i.

Soit en�n W une variable aléatoire sur (Ω,A,P) qui suit la loi de Poisson de
paramètre λ.

Montrer que pour tout entier n ≥ 1, le rayon de convergence de la série expo-
nentielle des moments de Sn est in�ni et que pour tout t ∈ R,

LSn(t) →
n→+∞

E(exp(tW )).

4. Soient Z1 et Z2 des variables aléatoires sur (Ω,A,P) prenant un nombre �ni de
valeurs dansN. On suppose que les rayons de convergence des séries exponentielles
des moments associées sont tous les deux non nuls et que :

E(exp(tZ1)) = E(exp(tZ2)),

pour tout réel t pour lequel ces deux quantités sont dé�nies.
Montrer que Z1 et Z2 suivent la même loi.



Oral 26� Python �
Soient X, Y deux variables aléatoires à valeurs dans R+∗ telles que X ∼ Y . On veut

établir l'inégalité (∗) : E(X/Y ) ≥ 1.
Soient U , V deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans R et de même loi. On
veut établir l'inégalité (∗∗) : E(|U − V |) ≤ E(|U + V |).

1. En Python tester (∗) sur des lois binomiales et géométriques.

2. Faire de même pour (∗∗) avec des lois binomiales, Poisson.

3. Tracer à l'aide de Python la fonction : x 7→
∫ +∞
−∞

1−cos(xt)
t2

dt sur [−3, 3]. Conjec-
ture ?

4. Montrer (∗) dans le cas où X et Y sont indépendantes.
Ind. Utiliser l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

5. On suppose que ln(X) est d'espérance �nie, montrer (∗).
Ind. Commencer par montrer que : ln(x) ≤ x− 1.

6. Soient des réels a et b tels que a, b > 0. Montrer que :
∫ +∞
0

e−ax−e−bx

x
dx = ln

(
b
a

)
.

7. Montrer (∗).
8. Véri�er la conjecture établie à la question c).

9. Montrer (∗∗).
Oral 27� Python �

On pourra utiliser import numpy as np, import numpy.linalg as alg.
On étudie la matrice An ∈ Mn+1(R) dé�nie par :

∀(i, j) ∈ [[0, n]]2, [An]i+1,j+1 =
1

n− i+ j + 1

(
n

i

)
1. Écrire une fonction mat(n) qui renvoie An. On pourra utiliser sc.comb(n, i) pour

le coe�cient binomial après avoir validé import scipy.special as sc. Étudier
la diagonalisabilité de An pour n ∈ [[2, 6]].

2. (a) Pour tous vecteurs x, y ∈ Mn+1,1(R), on pose ⟨x, y⟩n =
∑n

i=0

∑n
j=0

xiyj
i+j+1

, ce qui

dé�nit un produit scalaire sur Mn+1,1(R). Écrire une fonction prod_scal(x,

y, n) qui renvoie ⟨x, y⟩n.
(b) Pour n ∈ [[2, 8]], étudier l'orthogonalité des sous-espaces propres des An.

On dé�nit maintenant une application u sur Rn[X] par :

∀P ∈ Rn[X], ∀x ∈ R, u(P )(x) =

∫ 1

0

(x− t)nP (t) dt

3. Montrer que u est un endomorphisme de Rn[X] et que An est sa matrice dans la
base canonique.

4. Montrer que u est autoadjoint pour le produit scalaire dé�ni sur Rn[X] par :

∀P,Q ∈ Rn[X], ⟨P,Q⟩ =
∫ 1

0

P (t)Q(t) dt

En déduire que An est diagonalisable et que ses sous-espaces propres sont ortho-
gonaux.



Oral 28
IMT A. On munit Mn(R) de sa structure euclidienne canonique :

< A|B >= tr(A⊤B) =
∑

1≤i,j≤n

ai,jbi,j.

1. Montrer que Sn(R) et An(R) sont des supplémentaires orthogonaux.

2. Soit M ∈ Mn(R). Exprimez en fonction de ses coee�cient, la distance de M à
Sn(R).

B.
Soit f la fonction de la variable réelle x dé�nie par

f(x) =
+∞∑
n=0

exp(−x
√
n)

1. Déterminer le domaine de dé�nition de f

2. Montrer que f est de classe C∞.

3. Donner un équivalent simple de f en 0.

Oral 29 (Mines)
A. On dé�nit un élément a de RN par

a0 = a1 = 1 ; ∀n ∈ [[2,+∞[[, an = an−1 + (n− 1)an−2.

1. Montrer que pour tout n ∈ N, an ≤ n!.

2. Montrer que la série entière
∑

n≥0
an
n!
xn a un rayon de convergence R supérieur ou

égal à 1.

3. Montrer qu'en notant S la somme de cette série entière,

S ′(x) = (1 + x)S(x),

pour tout x ∈]−R,R[.

4. Déterminer la suite a.

B. Soit E l'ensemble des applications de R dans R, continues et 2π-périodiques.

1. Montrer que l'application

ϕ : E2 → R ; (f, g) 7→ 1

2π

∫ 2π

0

f(t)g(t) dt

est un produit scalaire sur E.

2. Déterminer le projeté orthogonal de sin2 sur Vect(cos, cos(2 ·)).

Oral 30 ( Centrale 2022)
A. Les éléments de Mn(R) sont notés en colonnes et Rn est muni de son produit

scalaire canonique, (·|·) désigne le produit scalaire canonique.
Soit M un élément non nul de Mn(R). On note S la sphère unité de Rn et on note

σ1 = sup
(U,V )∈S2

1

(U |MV )



1. Montrer que σ1 est bien dé�ni, atteint et strictement positif.

2. Soient U1 et V1 des éléments de S tels que

σ1 = (U1|MV1).

Montrer que MV1 = σ1U1 et M⊤U1 = σ1V1.

3. Déterminer σ1 lorsque n = 2 et

M =

(
6 4
2 8

)
.

B. Résoudre sur R l'équation di�érentielle :

x′′ − x = th(t).

Oral 31
( Centrale )
A. Soit (un)n∈N la suite de réels dé�nie par la relation de récurrence

u0 = a, un+1 = sin(un),

où a est un élément de ]0, π
2
[.

On pose pour tout n ∈ N, an =
∫ un

0
dt

1+sin t

1. Étudier la limite de la suite (un)n∈N et le comportement de la suite (an)n∈N

2. Montrer que la série
∑
u2n diverge et que la série

∑
u3n converge.

3. On considère la série entière
∑
anx

n. Quel est son rayon de convergence R ? Étu-
dier son comportement en −R et +R

B. Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes à valeurs dans N et de même
loi. On suppose que la variable aléatoiresZ, où Z = X + Y + 1, suit une loi géométrique
de paramètre p ( p ∈]0, 1[).

1. Déterminer l'espérance de X.

2. Identi�er le loi de X.



Oral 32
A.

1. Montrer que
n∑

k=1

1

k
∼

n→+∞
lnn.

2. Posons pour tout élément n de N∗, xn :=
n∑

k=1

1

k
− lnn. Montrer que la suite

(xn)n∈N converge vers un réel γ, appelé constante d'Euler.

B. Soit A une matrice élément de M2p(R) telle que :

1. ses coe�cients diagonaux soient nuls ;

2. ses coe�cients non diagonaus sont égaux à ±1.

Montrer que M est inversible.

B bis. Soit p un nombre premier supérieur ou égal à 3. Soit l'application

ϕ : GLn(Z) → GLn (Z/pZ) ; M 7→ M̄.

On désigne par Ā, pour tout élément A de Mn(Z), la matrice d'ordre n à valeur dans
Z/pZ, dont le coe�cient d'indice i, j est la classe modulo p de ai,j.

Soit G un sous-groupe �ni de GLn(Z), montrer que ϕ|G est injective.

Oral 33 A. Etudier la nature de la série de terme général un =
n∏

p=2

(2− p
√
e), n ≥ 2.

B. (CCINP 2025) Soient A et B des éléments de Mn(C) et

Φ : Mn(C) → Mn(C) ; M 7→ AM +MB.

1. Soit N ∈ Mn(C). Montrer que Sp(N) = Sp(N⊤).

2. Soient U et V des éléments de Mn,1(C) non nuls. Montrer que UV ⊤ ̸= 0n,1

3. Montrer que pour tout (α, β) ∈ Sp(A)× Sp, α + β ∈ Sp(Φ).

4. Soit λ ∈ Sp(Φ) et M un vecteur propre de Φ associé à λ.
Montrer que ∀p ∈ C[X], p(A)M = MP (λIn − B). En déduire l'existence de

(α, β) ∈ Sp(A)× Sp(B), tel que α + β = λ.



Oral 34 A. (IMT 2025)
Factoriser dans R[X] le polynôme X8 +X4 + 1.
B.

1. Soient a ∈ R∗
+ et h une application de R+ dans R continue et bornée. Montrer

que l'équation di�érentielle x′ − ax = h a une unique solution bornée sur R+.

2. Déterminer les solutions développable en série entière de 4xy′′ + 6y′ + y = 0.

B'. Soit (f, g) une base de solutions sur I de l'équation di�érentielle homogène :

x′′ + p(t)x′ + q(t)x = 0, (1)

où p et q sont des applications de I dans R continues.

1. Montrer que les zéros de f sont isolés.

2. Prouver qu'entre deux zéros consécutifs de f , il y a exactement un zéro de g.



Oral 35 (Centrale)

1. Donner un équivalent de Sn, lorsque n tend vers +∞, où Sn =
n∑

k=1

1
k
.

2. Un entier n ≥ 1 est dit sans facteur carré s'il n'existe pas d'entier k supérieur ou
égal à 2 tel que k2 divise n. Montrer que tout entier i ≥ 1 s'écrit de manière unique
i = a2m, où a et m sont des entiers naturels non nul et m est sans facteurs carré.

3. Soient X, Y et Z trois variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme
sur [1, n].

On pose M la variable aléatroire matricielle M =

(
X Y
Z X

)
. Soit pn la proba-

bilité que M ne soit pas inversible. Montrer que

pn = O

(
ln(n)

n2

)
.

Oral 36 A. Soit l'application linéaire

L : R[X] → R[X] ; P 7→ P (X + 1)− P (X).

1. Quel est le noyau de L.

2. Montrer que L est surjective.

A'. Soit f une application deR dansR. Pour tout réel α non nul on pose gα = f(·+α)−f .
On suppose que pour tout α ∈ R∗, on a que gα est polynomial. Montrer que f est

polynomiale.
B. Donner un développement limité de tan au voisinage de 0 à l'ordre 6.

Oral 37
A.

1. Calculer pour tout n ∈ N l'intégrale
∫ 1

0
x3n+1dx.

2. Montrer la convergence et donner la somme de la série
∑ (−1)n

3n+2
.

B. Soit P un élément de Q[X] irréductible. Montrer que les racines complexes de P sont
simples.

B' Soit P un élément de Q[X] de degré 5 admettant une racine multiple dans C.
Montrer que P possède une racine dans Q

Oral 38 A. soient X et Y des variables aléatoires indépendantes suivant la loi géo-

métrique de paramètre p et A =

(
X 1
0 Y

)
.

déterminer la probabilité que A soit diagonalisable.
B. soient a ∈ R∗

+ et h une application de R+ dans R, continue et bornée. montre que
l'équation

1. Montrer que l'équation di�érentielle x′ − ax = h a une unique solution bornée sur
R+.

2. D'éterminer les solutions développables en séries entière de 4xy′′ + 6y′ + y = 0.

Soient l'équation di�érentielle

x(3) + 2x(2) − x(1) − 2x = 0 (2)

et G l'ensemble des solutions sur R de (2) de classe C3.



3. Montrer que G ⊂ C∞(R,R).

Soit ∆ : C∞(R,R) → C∞(R,R) ; f 7→ f ′.

4. Détreminer un polynôme P tel que G = ker(∆).

5. montrer que G = ker(∆2 − id)⊕ ker(∆ + 2id).

6. Résoudre (2).

Oral 39
A (CCP)

On considère A =

(
On In
−In On

)
, élément de M2n(K), où K = R ou C.

1. Déterminer les valeurs propre de A :
� En se ramenant à la dé�nition de valeurs propre et de vecteurs propre ;
� En utilisant le polynôme caractéristique ;
� En utilisant le polynôme minimal.

2. La matrice A est elle trigonalisable dans M2n(R) ?

3. la matrice A est elle diagonalisable dans M2n(R) ?

B. Soit (Xn)n∈N une suite de variable aléatoires i.i.d. qui suive la loi uniforme sur

{−1, 1}. On pose Sn =
n∑

i=1

Xi.

Déterminer la probabilité de l'événement {Sn = 0}.
B'. Une suite (Zn)n∈N∗ de variables aléatoires entières est dite transiente si, pour toute

partie bornée A de Z,
+∞∑
n=1

P(Zn ∈ A) < +∞.

Soient α ∈ R∗
+, (Xi)i≥1 une suite de variables aléatoires indépendant telles que, pour

tout i ∈ N∗ on aitXi ∼ P (αi). Pour tout n ∈ N∗, quelle est la loi de Yn pour Yn =
n∑

i=1

Xi ?

La suite (Yn)n∈N∗ est -elle transiente ?
Soit p ∈]0, 1[ et (Ri)i≥1 une suite i.i.d. de variables aléatoires telle que P(R1 = 1) =

p,P(R1 = −1) = 1− p.

Pour tout n ∈ N∗ on pose Yn pour Sn =
n∑

i=1

Ri. La suite (Sn)n≥1 est elle transiente.



Oral 40 Pyton
12. Soit n ∈ N∗. Pour A ∈ Mn(C), on note λ1, . . . , λp les valeurs propres complexes
distinctes de A et m1, . . . ,mp leurs multiplicités respectives. On pose alors QA(X) =
(X − λ1) . . . (X − λp).

1. On considère

A =

 3 2 0
−1 4 1
1 1 2

 et B =

 4 2 0
−1 7 1
−1 1 5


(a) Écrire une fonction PYTHON prenant en argument un polynôme P et retournant

le PGCD de P et P ′.

(b) On pose A0 = A et An+1 = An − QA(An)Q
′
A(An)

−1. Calculer avec PYTHON les
matrices An pour n ∈ [[0, 20]] en admettant provisoirement le résultat de la
question 3. Que constate-t-on ?

(c) Recommencer en utilisant la matrice B au lieu de la matrice A.

On revient au cas général.

2. Montrer que Q′
A et χA sont premiers entre eux.

3. Montrer que χA = QAPGCD(χA, χ
′
A).

4. Soient R un anneau, n ∈ R un élément nilpotent et j ∈ R un élément inversible
tels que nj = jn. Montrer que n+ j est inversible.

5. Pour n ∈ N, soit
(Pn) : � An existe, est un polynôme en A et véri�e Q′

A(An) inversible et QA(An) ∈
QA(A)

2nC[A] �.
Montrer que la propriété (Pn) est véri�ée pour tout n ∈ N. En déduire que la

suite (An) est bien dé�nie.

6. Montrer que la suite (An) converge vers une matrice D diagonalisable et que
N = A−D est nilpotente. Justi�er que N et D sont des polynômes en A.

Oral 41 Pyton
36. On dit qu'une suite (un) converge vers a plus rapidement que (vn) lorsque un − a =
o(vn − a).

1. Si n ≥ 2, on note un le demi-périmètre du polygone régulier à 2n côtés inscrit dans
le cercle unité. Montrer que un = 2n sin(π/2n).

2. On pose

u′n =
4un+1 − un

3

Avec Python, calculer un et u′n pour n ∈ {2, . . . , 10}. Quelles conjectures peut-on
faire sur les limites de (un) et (u′n) et sur leurs vitesses de convergence ?

3. Soit (vn) une suite véri�ant vn = a+ λkn1 +O(kn2 ) où a ∈ R, λ ∈ R∗ et 0 < |k2| <
|k1| < 1. On pose

v′n =
vn+1 − k1vn

1− k1

(a) Comparer les vitesses de convergence de (vn) et (v′n).

(b) En déduire une preuve de la conjecture faite en b).



Oral 42

A. Donner un développement limité à l'ordre 2 en 1
n
de Sn =

n∑
i=1

1
i3

B. (Oral Centrale)

1. Soit un réel p > 1 et q = p
p−1.

Montrer que pour tous réels x et y positifs ou nuls

xy ≤ xp

p
+ yq

q
.

2. Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires. On suppose X ∈ Lp et Y ∈ Lq.
Montrer que XY ∈ L1 et

E(|XY |) ≤ E(|Xp|)
1
pE(|Y q|)

1
q

3. Soient deux réels tels que 1 ≤ p ≤ q. Montrer que si X ∈ Lq, alors X ∈ p

B bis
E(|X|p)

1
p ≤ E(|X|q)

1
q .

Oral 43 (CENTRALE)

1. Véri�er que pour tout élément x de [1,+∞[, la relation de récurrence suivante
dé�nie bien une suite (un(x))n∈N,{

u0(x) = x,
∀n ∈ N, un+1(x) = un(x) +

1
un(x)

.
(1)

La suite (un(x))n∈N admet-elle une limite ?

Dans la suite, pour tout entier n ≥ 0, on considérera

fn : [1,+∞[→ R ; x 7→ (−1)n

un(x)
.

2. Montrer que la série de fonctions
∑
fn converge simplement.

3. Montrer que la somme de la série de fonctions
∑
fn est continue.

4. Montrer que la série
∑
fn ne converge pas normalement.

Oral 44 (Mines)
A. Soit P un polynôme à coe�cient complexes.

1. Donner la décomposition en élément simple de P ′

P
.

2. Montrer que l'enveloppe convexe des racines de P ′ est incluse dans celle des racines
de P . Que dire si P est un polynôme à coe�cients réels scindé dans R[X].

3. montrer que si un demi plan fermé H contient une racine de P ′ alors il contient
une racine de P

B.
D'éterminer l'ensemble S des applications de R∗

+ dans R, telles que :

∀t ∈ R∗
+, f

′(t) = f

(
1

t

)
. (3)
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1. Montrons que Sp(N) = Sp(N⊤) pour N ∈ Mn(C) :

Le spectre d'une matrice est l'ensemble des racines de son polynôme caracté-
ristique. Déterminons le polynôme caractéristique de N⊤, noté χN⊤ :

χN⊤(X) = det(XIn −N⊤) = det
(
(XIn −N)⊤

)
Comme le déterminant d'une matrice est égal à celui de sa transposée (det(M⊤) =
det(M)), on a :

χN⊤(X) = det(XIn −N) = χN(X)

Les matrices N et N⊤ ayant le même polynôme caractéristique, elles possédent
exactement les mêmes valeurs propres, d'où Sp(N) = Sp(N⊤).

2. Montrons que si U, V ∈ Mn,1(C) sont non nuls, alors UV ⊤ ̸= 0n :

Puisque U ̸= 0, il existe un indice i ∈ {1, . . . , n} tel que sa composante Ui ̸= 0.
De même, puisque V ̸= 0, il existe un indice j ∈ {1, . . . , n} tel que Vj ̸= 0. Le
coe�cient situé à la ligne i et à la colonne j de la matrice UV ⊤ ∈ Mn(C) est
donné par le produit scalaire élémentaire UiVj. Comme C est un corps intègre, le
produit de deux éléments non nuls est non nul : UiVj ̸= 0. Ainsi, la matrice UV ⊤

possède au moins un coe�cient non nul, donc UV ⊤ ̸= 0n.

3. Montrons que pour tout (α, β) ∈ Sp(A)× Sp(B), α + β ∈ Sp(Φ) :

Soit α ∈ Sp(A). Il existe un vecteur propre colonne non nul U ∈ Mn,1(C)\{0}
tel que AU = αU . Soit β ∈ Sp(B). D'après la question 1, β ∈ Sp(B⊤), donc il
existe un vecteur propre colonne non nul V ∈ Mn,1(C) \ {0} tel que B⊤V = βV .
En transposant cette relation, on obtient V ⊤B = βV ⊤.

Posons la matriceM = UV ⊤. D'après la question 2,M ̸= 0n. Calculons l'image
de M par Φ :

Φ(M) = AM +MB = A(UV ⊤) + (UV ⊤)B = (AU)V ⊤ + U(V ⊤B)

En injectant les relations de propreté de U et V :

Φ(M) = (αU)V ⊤ + U(βV ⊤) = αUV ⊤ + βUV ⊤ = (α + β)UV ⊤ = (α + β)M

Comme M ̸= 0n, M est par dé�nition un vecteur propre de Φ associé à la valeur
propre α + β. On en conclut que α + β ∈ Sp(Φ).

4. Montrons que p(A)M =Mp(λIn −B) pour tout p ∈ C[X] :

Soit λ ∈ Sp(Φ) etM ̸= 0n un vecteur propre associé, de sorte que Φ(M) = λM .
Par dé�nition de Φ :

AM +MB = λM =⇒ AM = λM −MB =M(λIn −B)

Montrons par récurrence sur k que pour tout k ∈ N, AkM =M(λIn −B)k.
� Initialisation (k = 0) : A0M = InM = M et M(λIn − B)0 = MIn = M . La

propriété est véri�ée.



� Hérédité : Supposons la propriété vraie pour un certain rang k ∈ N. Alors :

Ak+1M = A(AkM) = A
(
M(λIn −B)k

)
= (AM)(λIn −B)k

En y substituant la relation de base AM =M(λIn −B), on trouve :

Ak+1M =M(λIn −B)(λIn −B)k =M(λIn −B)k+1

La propriété est donc héréditaire.
Par linéarité, pour tout polynôme p(X) =

∑d
k=0 akX

k ∈ C[X], on obtient :

p(A)M =
d∑

k=0

akA
kM =

d∑
k=0

akM(λIn−B)k =M
d∑

k=0

ak(λIn−B)k =Mp(λIn−B)

5. Déduisons-en l'existence de (α, β) ∈ Sp(A)× Sp(B) tel que α + β = λ :
Considérons le polynôme caractéristique de A, noté χA. Le théorème de Cayley-

Hamilton nous assure que χA(A) = 0n. En appliquant la formule établie à la
question précédente au polynôme p = χA, il vient :

0n = χA(A)M =MχA(λIn −B)

Par l'absurde, si la matrice carrée χA(λIn −B) était inversible, on pourrait multi-
plier la relation par son inverse à droite, ce qui fourniraitM = 0n. Cela contredirait
immédiatement le fait que M est un vecteur propre (donc non nul). Par consé-
quent, χA(λIn − B) n'est pas inversible, ce qui équivaut à dire que 0 est l'une de
ses valeurs propres (0 ∈ Sp(χA(λIn −B))).

D'après le théorème de l'image spectrale, les valeurs propres de χA(λIn − B)
sont les éléments de la forme χA(µ) où µ ∈ Sp(λIn −B). Il existe donc une valeur
propre µ ∈ Sp(λIn −B) telle que :

χA(µ) = 0

� Puisque χA(µ) = 0, µ est une racine du polynôme caractéristique de A, donc
µ ∈ Sp(A). Posons α = µ.

� De plus, µ ∈ Sp(λIn−B) ⇐⇒ det (µIn − (λIn −B)) = 0 ⇐⇒ det ((λ− µ)In −B) =
0. Cela signi�e que le scalaire λ − µ est une valeur propre de B. Posons
β = λ− µ ∈ Sp(B).

On a ainsi construit α ∈ Sp(A) et β ∈ Sp(B) véri�ant de manière évidente :

α + β = µ+ (λ− µ) = λ
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2. Existence et unicité de la décomposition i = a2m :
Existence : Soit i ≥ 1. D'après le théorème fondamental de l'arithmétique, i se

décompose de manière unique en produit de facteurs premiers :

i =
∏
p∈P

pαp ,



où P désigne l'ensemble des nombres premiers et les exposants αp ∈ N sont presque
tous nuls. Pour chaque nombre premier p, e�ectuons la division euclidienne de αp

par 2 :
αp = 2qp + rp avec qp ∈ N et rp ∈ {0, 1}.

On peut alors réécrire l'entier i sous la forme :

i =
∏
p∈P

p2qp+rp =

(∏
p∈P

pqp

)2

×

(∏
p∈P

prp

)
.

En posant a =
∏

p∈P p
qp et m =

∏
p∈P p

rp , on obtient des entiers naturels non nuls
véri�ant i = a2m. De plus, comme la décomposition de m ne contient que des
facteurs premiers élevés à une puissance rp ≤ 1, aucun carré parfait supérieur ou
égal à 4 ne peut diviser m. Ainsi, m est bien sans facteur carré.

Unicité : Supposons qu'il existe deux couples (a,m) et (b, n) convenant pour
un même entier i, c'est-à-dire :

i = a2m = b2n.

Soit p un nombre premier quelconque. En appliquant la valuation p-adique vp à
cette égalité, on obtient :

2vp(a) + vp(m) = 2vp(b) + vp(n).

Puisque m et n sont sans facteur carré, leurs valuations p-adiques respectives ne
peuvent pas excéder 1, ce qui impose vp(m) ∈ {0, 1} et vp(n) ∈ {0, 1}.

En observant la parité de l'égalité précédente (réduction modulo 2), il vient
immédiatement :

vp(m) ≡ vp(n) (mod 2).

Comme vp(m) et vp(n) appartiennent tous deux à l'ensemble {0, 1}, cette congruence
impose nécessairement l'égalité stricte :

vp(m) = vp(n).

Cette propriété étant véri�ée pour tout nombre premier p, on en déduit par iden-
ti�cation des facteurs premiers que m = n.

L'égalité de départ se simpli�e alors en a2m = b2m. Puisque m ≥ 1, on peut
simpli�er par m pour obtenir a2 = b2. Les entiers a et b étant strictement positifs,
on conclut �nalement que a = b. L'unicité est ainsi démontrée.

3. Majoration de la probabilité pn que M ne soit pas inversible :
La matrice M n'est pas inversible si et seulement si son déterminant est nul,

sot si et seulement si :
X2 = Y Z.

PuisqueX, Y, Z sont des variables aléatoires indépendantes et uniformes sur {1, . . . , n},
l'univers comporte n3 triplets (x, y, z) équiprobables. Déterminer pn revient à éva-
luer le cardinal de l'ensemble de triplets favorables :

An =
{
(x, y, z) ∈ {1, . . . , n}3

∣∣ x2 = yz
}
.



D'après la question 2, on peut écrire de manière unique y = a2m et z = b2k, où m
et k sont des entiers sans facteur carré. L'équation devient alors :

x2 = a2b2mk.

Par unicité de la décomposition, comme x2 et a2b2 sont des carrés parfaits, le
produitmk doit lui aussi être un carré parfait. Les entiersm et k étant sans facteur
carré (leurs facteurs premiers sont tous de puissance 1), la seule possibilité pour
que leur produit soit un carré est que leurs décompositions en facteurs premiers
soient identiques, soit m = k. On en déduit que x2 = a2b2m2, d'où x = abm.

Ainsi, tout triplet (x, y, z) ∈ An est encodé de manière unique par un triplet
d'entiers (a, b,m) véri�ant les conditions de l'énoncé :

a2m ≤ n et b2m ≤ n.

(La condition x = abm ≤ n est alors automatiquement satisfaite car x =
√
yz ≤

n).
Pour majorer le cardinal de An, on peut relâcher la condition � m sans facteur

carré � et compter le nombre de choix pour a et b à chaque entier m ∈ {1, . . . , n}
�xé :

a ≤
√
n

m
et b ≤

√
n

m
.

Il y a au plus
√

n
m

choix pour a et autant pour b. Pour un m �xé, le nombre de

couples (a, b) envisageables est donc majoré par
(√

n
m

)2
= n

m
.

En sommant sur toutes les valeurs possibles de m, on obtient la majoration
globale suivante :

Card(An) ≤
n∑

m=1

n

m
= n

n∑
m=1

1

m
.

Par la première question on sait que
∑n

m=1
1
m

≤ ln(n) + 1. On aboutit à :

Card(An) ≤ n ln(n) + n

On conclut directement sur la probabilité pn :

pn =
Card(An)

n3
≤ n ln(n) + n

n3
=

ln(n)

n2
+

1

n2

Ce qui montre bien que :

pn = O

(
ln(n)

n2

)
.
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B bis. Correction de l'exercice : Transience de suites de variables aléatoires

1. Étude de la suite (Yn)n∈N∗ issue de variables de Poisson :
Par stabilité de la loi de Poisson pour des variables aléatoires indépendantes,

la somme Yn =
∑n

i=1Xi suit également une loi de Poisson. Son paramètre est la
somme des paramètres des variables Xi. On calcule ce paramètre global, noté λn :

λn =
n∑

i=1

αi = α
n(n+ 1)

2
.

La variable aléatoire Yn suit donc la loi de Poisson P
(
αn(n+1)

2

)
.

Pour déterminer si la suite (Yn)n∈N∗ est transiente, soit A une partie bornée
de Z. Comme les variables Yn sont à valeurs dans N, l'intersection de A avec le
support de la loi est un ensemble �ni de nombres entiers naturels. Par linéarité,
il su�t de montrer que pour tout entier naturel k �xé, la série de terme général
P(Yn = k) est convergente.

Par dé�nition de la loi de Poisson, on dispose de l'expression :

P(Yn = k) = e−λn
λkn
k!
.

Une application de la règle de D'Alembert garantit la convergence de la somme
par comparaison avec une série de Riemann convergente.

La condition de l'énoncé étant véri�ée pour toute partie bornée, la suite (Yn)n∈N∗

est transiente.

2. Étude de la marche aléatoire (Sn)n≥1 (erratum R1 au lieu de X1) :
Considérons la partie bornée singleton A = {0}. La variable Sn représente la

position de la marche au temps n. Elle ne peut revenir en 0 qu'après un nombre
pair de pas. Ainsi, si n = 2k + 1 est impair, on a P(S2k+1 = 0) = 0.

Si n = 2k est un entier pair, revenir en 0 signi�e que la suite comporte exac-
tement k succès (déplacements de +1) et k échecs (déplacements de −1). La loi
binomiale donne alors :

P(S2k = 0) =

(
2k

k

)
pk(1− p)k

En appliquant la formule de Stirling pour obtenir un équivalent de
(
2k
k

)
, on trouve

la relation classique :

P(S2k = 0) ∼ (4p(1− p))k√
πk

.

L'analyse de cette suite dépend alors de la valeur du paramètre p :
� Premier cas : p ̸= 1

2
. L'étude des variations de la fonction x 7→ 4x(1 − x)

montre que pour tout p ∈]0, 1[ distinct de 1/2, on a strictement 4p(1−p) < 1. Le
terme général de la série est alors dominé par une suite géométrique de raison
strictement inférieure à 1, ce qui assure la convergence de la série pour A = {0}.
Par des décalages élémentaires, la série converge pour tout autre singleton {j}
(voir annexe), et donc pour toute partie bornée A. La suite (Sn)n≥1 est donc
transiente.



� Second cas : p = 1
2
.On se trouve dans le cas de la marche aléatoire symétrique.

On a alors 4p(1− p) = 1, ce qui donne l'équivalent :

P(S2k = 0) ∼ 1√
πk
.

La série de terme général 1√
k
est une série de Riemann divergente. En choisissant

la partie bornée A = {0}, la somme des probabilités est in�nie. La suite (Sn)n≥1

n'est donc pas transiente (elle est dite récurrente).
En conclusion, la suite (Sn)n≥1 est transiente si et seulement si p ̸= 1

2
.

Annexe
• Introduction du temps de premier passage : Soit j un entier relatif non nul.
On dé�nit la variable aléatoire Tj comme le temps de premier passage de la marche
aléatoire en j, c'est-à-dire le plus petit entier k strictement supérieur à zéro tel
que Sk = j. Si la marche n'atteint jamais j, on pose par convention Tj = +∞.

• Décomposition de l'événement par la formule des probabilités totales :
Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1, l'événement {Sn = j} ∩ {Tj ≥
n + 1} est vide de plus ({Tj ≥ n + 1}, {Tj = k}k=1...n) est un système complet
d'événements . On peut donc écrire par additivité :

P(Sn = j) =
n∑

k=1

P(Tj = k, Sn = j). (4)

• Comme {Tj = k, Sn = j} = {Tj = kXk+1 +Xk+2 + ....Xn = 0}, par indépendance
de Xi et coalition

P(Tj = k, Sn = j) = P(Tj = k)P(Xk+1+Xk+2+....Xn = 0) = P(Tj = k)P(Sn−k = 0).

La derière égalité vien de ce que la suite (Xi)i∈N est i.i.d. La relation (4) devient
alors :

P(Sn = j) =
n∑

k=1

P(Tj = k)P(Sn−k = 0).

• Sommation et inversion par le théorème de Fubini : Comme tous les termes
dans cette dernière somme sont réels positifs ou nuls, le théorème de Fubini
Tonelli permet d'intervertir l'ordre des sommations :

+∞∑
n=1

P(Sn = j) =
+∞∑
n=1

n∑
k=1

P(Tj = k)P(Sn−k = 0) =
+∞∑
k=1

+∞∑
n=k

P(Tj = k)P(Sn−k = 0)

En e�ectuant le changement d'indice �m = n−k �dans la somme de droite, vient

+∞∑
n=1

P(Sn = j) =
+∞∑
k=1

P(Tj = k)

(
+∞∑
m=0

P(Sm = 0)

)
• Conclusion sur la convergence : On reconnaît dans le premier facteur la pro-
babilité que la marche atteigne la position j en un temps �ni, laquelle est majorée
par 1 :

+∞∑
k=1

P(Tj = k) = P(Tj < +∞) ≤ 1



Le second facteur s'écrit quant à lui 1+
∑+∞

m=1P(Sm = 0), puisque P(S0 = 0) = 1.
On aboutit ainsi à la majoration fondamentale :

+∞∑
n=1

P(Sn = j) ≤
+∞∑
m=0

P(Sm = 0)

Dans le cas p ̸= 1/2, le membre de droite est une quantité �nie d'après l'étude
précédente du cas du singleton {0}. Par comparaison de séries à termes positifs,
la série de terme général P(Sn = j) est donc convergente pour tout entier j.

Une partie bornée A de Z étant constituée d'un nombre �ni de singletons, la
somme �nie de séries convergentes reste convergente, ce qui achève la démonstra-
tion de la transience.
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1. On commence par faire un dessin !

Soit x ∈ [1,+∞[. Notons f l'application R∗ dans R, qui à un réel x associe
x+ 1

x
.

On a f([1,+∞[) = [2,+∞[⊂ [1,+∞[ donc la relation de récurrence dé�nit bien
une suite (un(x))n∈N à valeurs dans [1,+∞[. Il est immédiat, puisque f ≥ id[1,+∞[,
que la suite (un(x))n∈N croît, à ce titre elle admet une limite ℓ élément de [1,+∞].
Supposons que ℓ soit �nie. Alors un+1(x) = un(x) +

1
un(x)

tend vers ℓ+ 1
ℓ
, lorsque

n tend vers +∞ ; mais aussi vers ℓ. L'impossible égalité ℓ = ℓ + 1
ℓ
contredit donc

la �nitude de ℓ. Concluons :

un(x) →
n→+∞

+∞.

2. Il s'agit du théorème spécial sur les séries alternées !

3. La croissance de f sur [1,+∞[ assure, au prix d'une récurrence insigni�ante que
pour n ∈ N, la croissance de un(·). En particulier, pour tout x ∈ [1,+∞[ et tout
entier naturel n, ∣∣∣∣∣

+∞∑
k=n

fk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

un+1(x)
≤ 1

un+1(1)
,

par majoration du reste d'une série alternée dont le terme général décroît vers 0.

Comme
(

1
un+1(1)

)
n∈N

est indépendante de x et tend vers 0, alors la série d'appli-

cation
∑
fn converge uniformément, sa somme hérite donc de la continuité des

fn.

4. On peut en faisant un dessin penser que 1 = un(un+1 − un) n'est pas loin de∫ un+1(1)

un(1)
xdx = 1

2
(u2n+1(1)− u2n(1))...

Pour tout n ∈ N,

un+1(1)
2 − u2n(1) = 2 +

1

un(1)
2

Par téléscopage u2n(1) − u20(1) ≥
n−1∑
k=0

2 = 2n, pour tout n ∈ N∗ Donc en

téléscopant derechef, pour tout n ∈ N∗

2n ≤ u2n(1)− u21(1) ≤ 2n+
n−1∑
k=1

1

2k
≤ 2n+ 1 +

∫ n−1

1

dt

t
= 2n+ 1 + ln(n− 1).



Donc un(1) ∼
n→+∞

√
2n. On peut aussi appliquer Cesàro. Mais pour tout entier

n ≥ 0 et tout réel x ≥ 1, par croissance de un(·),

0 ≤ |fn(x)| ≤ |fn(1)|,

si bien que fn est bornée de norme in�nie |fn(1)|.
Donc ∥fn∥∞ = 1

un(1)
∼

n→+∞
1√
2

1

n
1
2
et donc

∑
∥fn∥∞ diverge : la série

∑
fn ne

converge pas normalement.
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A. L'espace vectoriel R2 est muni de sa structure euclidienne canonique.
On considère dans tout l'exercice la fonction f suivante :

f : R2 → R ; (x, y) 7→ x4 + y4 − x2 − y2 − xy.

On pose P3 = (1
2
,−1

2
).

Déterminer l'équation du plan tangent au graphe de f en ((0, 0), f(0, 0)) puis en
(P3, f(P3)). Étudier la position locale du graphe par rapport à son plan tangent en chacun
de ces deux points.

B. Soit p ∈]0, 1[ . On considère un espace probabilisé (Ω,A,P) et une suite (Xn)n∈N∗

de variables aléatoires dé�nies sur Ω, mutuellement indépendantes, suivant toutes la loi
géométrique de paramètre p. On dé�nit, pour tout n ∈ N∗, la variable aléatoire In par :

In == min{X1, ..., Xn}

1. Démontrer que In suit une loi géométrique, dont on précisera le paramètre.

2. Donner l'espérance et la variance de In.

Oral 46 A. On considère une pièce qui donne Pile avec probabilité 2
3
et Face avec

probabilité 1
3
.

On la lance une in�nité de fois. Pour tout entier k ≥ 1, on note Xk la variable aléatoire
qui vaut 1 si on obtient Face au ke lancer et 0 sinon.

Soit T la variable aléatoire qui compte le nombre de lancers nécessaires pour avoir
deux Face ; consécutifs. On note, pour tout entier n ∈ N∗, pn = P(T = n+ 2).

1. Calculer p0 et p1. Démontrer que, pour tout entier n ≥ 2 :

pn =
2

9
pn?2 +

2

3
pn?1.

2. En déduire la valeur de pn, pour tout n ∈ N.

B. Soit
∑
unz

n une série entière de la variable complexe z, de rayon de convergence R
réel non nul.

Donner les rayons de convergence des séries entières
∑
unz

2n et
∑
nunz

3n+1.
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A. On désigne par ⟨·|·⟩ le produit scalaire canonique sur Rn. Les éléments de Rn sont

notés en colonne.
Soit f de classe C3 de Rn dans R. On ne suppose que f(0Rn) = 0 et df(0Rn) =

0L(Rn,R).
Montrer qu'il existe une fonction h de Rn dans Sn(R) de classe C1 telle que pour tout

X
f(X) = ⟨h(X)X|X⟩.

B. On dé�nit la limite supérieure et la limite inférieure de la suite (An)n∈N, respecti-
vement notées lim supAn et lim inf An par :

limsup
n

=
⋂
n≥1

⋃
k>n

Ak,

liminf
n

An =
⋃
n≥1

⋂
k>n

Ak.



1. Montrer que :
(P(limsup

n
An) = 0) ⇔ (P(liminf

n
Ān) = 1).

2. Lemme de Borel-Cantelli faible �

• Si
∑
i∈N

P(Ai) < +∞, alors P(limsup
n

An) = 0.

• On suppose de plus que les parties An, n ≥ 1 sont mutuellement indépendantes.

Si
+∞∑
i∈N

P(Ai) = +∞, alors P(lim sup
n
An) = 1.

3. Montrer le premier point : si
∑
i∈N

P(Ai) < +∞, alors P(lim supAn) = 0.

4. On suppose les parties An, n ≥ 1 mutuellement indépendantes.

(a) Montrer que :

P(liminf
n

Ān) = lim
n→+∞

lim
p→+∞

P(

p⋂
k=n+1

Āk).

(b) Montrer : P(liminf
n

Ān) ≤ lim
n→+∞

lim
p→+∞

exp(−
p∑

k=n+1

P(Ak))

(c) Démontrer le second point du lemme de Borel-Cantelli

Oral 48
A. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variable aléatoires i.i.d. à valeurs dans N∗ dé�nies sur

un un espace probabilisé (Ω,A,P). On supose X1 ∈ L2 et pour tout n ∈ N∗ on pose

Sn =
n∑

k=1

Xk et

Tn =
n∑

i=1

1

Si

.

1. Montrer que pour tout ω ∈ Ω, la suite (Tn(ω))n∈N∗ admet une limite �nie ou non.
Montrer l'existence de C ∈ R∗

+, d'une suite (nk)k∈N d'élément de N∗ tel que pour
tout k ∈ N, nk+1 ≥ 2nk telles que pour tout k ∈ N,

P(Snk
≥ 2nkE(X1)) ≤

C

2k
.

2. Montrer que (Tn)n∈N converge presque sûrement vers +∞.

B. Soit
∑
unz

n une série entière de la variable complexe z, de rayon de convergence
R réel non nul.

Donner le rayons de convergence de la série entière
∑
u2nz

n.



Oral 48 B.

1. (a) Limite de la suite (Tn(ω)) :
Pour tout ω ∈ Ω, les variables aléatoires Xk sont à valeurs dans N∗, ce qui
implique que pour tout k ∈ N∗, Xk(ω) ≥ 1 > 0. Par conséquent, la suite des
sommes partielles Si(ω) =

∑i
k=1Xk(ω) est strictement positive et strictement

croissante.
Le terme général de la suite dé�nissant Tn(ω) est 1

Si(ω)
> 0. La suite

(Tn(ω))n∈N∗ est donc la suite des sommes partielles d'une série à termes stric-
tement positifs : elle est donc strictement croissante.

D'après le théorème de la limite monotone, toute suite croissante de nombres
réels admet une limite dans R∪{+∞}. Ainsi, pour tout ω ∈ Ω, la suite (Tn(ω))
admet une limite �nie ou in�nie.

(b) Existence de la constante C et de la suite (nk) :
Puisque la suite (Xn)n∈N∗ est constituée de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées (i.i.d.) et de carré intégrable (X1 ∈ L2), la somme
Sn possède une espérance et une variance dé�nies par :

E(Sn) = nE(X1) et V(Sn) = nV(X1)

Appliquons l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev à la variable aléatoire Sn. On
s'intéresse à l'événement de déviation supérieure {Sn ≥ 2nE(X1)}. On peut
écrire :

P(Sn ≥ 2nE(X1)) = P(Sn − E(Sn) ≥ nE(X1)) ≤ P(|Sn − E(Sn)| ≥ nE(X1))

D'après l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

P(|Sn − E(Sn)| ≥ nE(X1)) ≤
V(Sn)

(nE(X1))2
=

nV(X1)

n2(E(X1))2
=

V(X1)

n(E(X1))2

Dé�nissons la suite (nk)k∈N par nk = 2k pour tout k ∈ N. On a bien nk ∈ N∗

pour tout k et nk+1 = 2k+1 = 2nk ≥ 2nk. En injectant cette suite dans la
majoration précédente, il vient :

P(Snk
≥ 2nkE(X1)) ≤

V(X1)

2k(E(X1))2

Il su�t alors de poser la constante C de la manière suivante :
� Si V(X1) > 0, on pose C = V(X1)

(E(X1))2
∈ R∗

+.
� Si V(X1) = 0 (la variable X1 est presque sûrement constante), l'inégalité

est trivialement véri�ée pour n'importe quel C ∈ R∗
+, par exemple C = 1.

On obtient ainsi l'existence de C ∈ R∗
+ tel que pour tout k ∈ N :

P(Snk
≥ 2nkE(X1)) ≤

C

2k

2. Convergence presque sûre de (Tn) vers +∞ :
Considérons pour tout k ∈ N l'événement Ak = {Snk

≥ 2nkE(X1)}. D'après la
question précédente, on a :

∞∑
k=0

P(Ak) ≤
∞∑
k=0

C

2k
= 2C < +∞



La série des probabilités
∑

P(Ak) converge. Par le premier lemme de Borel-
Cantelli, la probabilité que les événements Ak se réalisent une in�nité de fois est
nulle : P(lim supAk) = 0.

Par conséquent, presque sûrement (c'est-à-dire pour tout ω appartenant à un
événement de probabilité 1), il existe un rang aléatoire K(ω) ∈ N tel que pour
tout k ≥ K(ω), l'événement contraire est réalisé :

Snk
(ω) < 2nkE(X1)

Minorons maintenant la somme partielle Tnk
(ω) en la découpant en blocs dé�nis

par la suite de rangs (nj) :

Tnk
(ω) =

nk∑
i=1

1

Si(ω)
=

n0∑
i=1

1

Si(ω)
+

k−1∑
j=0

nj+1∑
i=nj+1

1

Si(ω)

Par croissance de la suite (Si(ω))i∈N∗ , pour tout i ≤ nj+1, on a Si(ω) ≤ Snj+1
(ω),

ce qui donne par passage à l'inverse :

nj+1∑
i=nj+1

1

Si(ω)
≥

nj+1∑
i=nj+1

1

Snj+1
(ω)

=
nj+1 − nj

Snj+1
(ω)

Pour j ≥ K(ω), on peut utiliser la majoration presque sûre de Snj+1
(ω) établie

plus haut :
nj+1 − nj

Snj+1
(ω)

>
nj+1 − nj

2nj+1E(X1)
=

1− nj

nj+1

2E(X1)

Comme par construction nj+1 = 2nj, on a nj

nj+1
= 1

2
, d'où 1− nj

nj+1
= 1

2
. Ainsi, pour

tout bloc d'indice j ≥ K(ω) :

nj+1∑
i=nj+1

1

Si(ω)
≥ 1

4E(X1)
> 0

En faisant tendre k vers +∞, la somme Tnk
(ω) est minorée par une somme diver-

gente de constantes strictement positives. On en déduit que :

lim
k→∞

Tnk
(ω) = +∞ presque sûrement.

La suite (Tn(ω))n∈N∗ étant monotone croissante, la divergence d'une sous-suite
extraite entraîne la divergence de la suite entière vers la même limite :

Tn
p.s.−−−→

n→∞
+∞



Oral 49
A. Soit X et Y des variables aléatoires à valeurs dans R∗

+ de mêmes lois
On étudie sous di�érentes hypothèses l'inégalité

E

(
X

Y

)
≥ 1 (5)

1. On suppose X et Y indépendantes. Montrer (5) .

2. On ne suppose plus X et Y indépendantes, mais que ln(X) ∈ L1. Montrer (5).

3. B bis. Étudiez le cas général

B. Soit p un nombre premier.

1. Rappeler le petit théorème de Fermat.

2. Démontrer ce théorème par récurrence en utilisant une propriété des coe�cient
binomiaux

(
p
n

)
.

3. Déduire le théorème de Fermat du théorème d'Euler.

B'.

1. Montrer qu'un sous-groupe additif de R qui n'est pas monogène est dense dans R.

2. Soit x un irrationnel. Montrer qu'il existe une in�nité d'éléments (p, q) ∈ Z×N∗

tels que : ∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

q2
.

Oral 50 ( Mines-Ponts) A.

1. Pour tout réel x > 0, montrer la convergence de l'intégrale
∫ +∞
x

sin t
t2

dt.
On considère l'application

F : R∗
+ → R ; x 7→

∫ +∞

x

sin t

t2
dt

2. Motrer que F est bien dé�nie.

3. Montrer que F est intégrable sur R∗
+.

4. Calculer
∫ +∞
0

F (x)dx.

B. Un magasin dispose d'un stock de N unités d'un produit. Le nombre de clients
qui passent dans une journée suit la loi de Poisson de paramètre λ et chaque client a
une probabilité p d'acheter le produit. Quelle est la propbabilité que le magasin soit en
ruprture de stock avant la �n de la journée.

Oral 50 ( Mines-Ponts)
A.
On considère E = {M ∈ Mn(C)|M2 = M}. Déterminer les classes de similitude de

E et montrer que ce sont les composantes connexe de E
B. Soit S ∈ Sn(R) une fonction continue telle que pour tout réel t le spectre de S(t)

soit inclus dans [−∞,−1]
Montrer que toute solution sur R+ de X ′ = S ′t)X tend vers 0 en +∞.



Indications
Oral 49 A.

1. Cas où X et Y sont indépendantes :
Première méthode (Inégalité de Jensen) : Puisque les variables aléatoires po-

sitives X et Y sont indépendantes, les variables X et 1/Y le sont également. Par
propriété de l'espérance du produit de variables indépendantes, on peut séparer
l'expression :

E

(
X

Y

)
= E(X)× E

(
1

Y

)
.

La fonction f : t 7→ 1/t est strictement convexe sur R∗
+. En appliquant l'inégalité

de Jensen à la variable Y , on obtient la minoration :

E

(
1

Y

)
≥ 1

E(Y )
.

Comme X et Y ont la même loi, leurs espérances sont égales (E(X) = E(Y )). En
combinant les deux relations, il vient :

E

(
X

Y

)
≥ E(Y )× 1

E(Y )
= 1.

Seconde méthode (Inégalité de Cauchy-Schwarz) : On applique l'inégalité de
Cauchy-Schwarz aux variables aléatoires positives U =

√
Y et V = 1√

Y
. On rap-

pelle que cette inégalité pour les espérances s'énonce sous la forme E(UV )2 ≤
E(U2)E(V 2). Dans notre cas, elle s'écrit :

1 = E(1)2 = E

(√
Y × 1√

Y

)2

≤ E

((√
Y
)2)

×E

((
1√
Y

)2
)

= E(Y )×E

(
1

Y

)
.

PuisqueX et Y suivent la même loi, leurs espérances sont identiques, ce qui permet
de substituer E(X) à E(Y ) :

1 ≤ E(X)× E

(
1

Y

)
.

En�n, l'hypothèse d'indépendance entre X et Y assure que le produit des espé-
rances est égal à l'espérance du produit. On conclut immédiatement :

1 ≤ E

(
X × 1

Y

)
= E

(
X

Y

)
2. Cas où ln(X) ∈ L1 (sans hypothèse d'indépendance) :

Puisque X et Y ont la même loi, la variable ln(Y ) a la même loi que ln(X).
L'hypothèse ln(X) ∈ L1 garantit que ln(Y ) est également intégrable et que leurs
espérances sont égales. Par linéarité, l'espérance de leur di�érence est nulle :

E

(
ln

(
X

Y

))
= E(ln(X)− ln(Y )) = E(ln(X))− E(ln(Y )) = 0.

La fonction exponentielle étant convexe surR, l'inégalité de Jensen permet d'écrire :

E

(
X

Y

)
= E

(
eln(X/Y )

)
≥ eE(ln(X/Y )) = e0 = 1.



3. Démonstration du cas général par troncature discrète et convergence
monotone :

On suppose que X et Y sont des variables aléatoires discrètes de même loi, à
valeurs dans R∗

+, dont l'ensemble des valeurs est décrit par une suite (xi)i∈N∗ .
� Construction des variables tronquées Xn et Yn :

Soit c un réel strictement positif choisi de telle sorte qu'il n'appartienne pas
à l'ensemble {xi | i ∈ N∗}. Pour chaque entier naturel n non nul, on dé�nit une
fonction de troncature ψn par :

ψn(xi) = xi si i ≤ n

ψn(xi) = c si i > n

On introduit alors les nouvelles variables aléatoiresXn = ψn(X) et Yn = ψn(Y ).
Puisque X et Y possèdent exactement la même loi, le théorème de transfert

garantit que les variables transformées Xn et Yn possèdent elles aussi la même
loi. Par construction, leur support commun est strictement �ni car il est égal à
l'ensemble {x1, x2, . . . , xn, c}, qui contient exactement n+1 éléments distincts.

� Application du cas �ni :

Les variables Xn et Yn étant à support �ni et de même loi, le résultat de
la question 2 (appliqué à un support �ni, où le logarithme est trivialement
intégrable puisque les valeurs sont en nombre �ni et strictement positives)
s'applique directement. En posant pi,j = P(X = xi ∩ Y = xj), on obtient pour
tout entier naturel n non nul la minoration :

E

(
Xn

Yn

)
≥ 1

En développant cette espérance selon les blocs de la partition de l'univers, on
peut écrire :

E

(
Xn

Yn

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

pi,j
xi
xj

+ Rn ≥ 1

� Passage à la limite par le théorème de convergence monotone pour les séries :

Par dé�nition, l'espérance de la variable positive X/Y est la somme de la
double série à termes positifs :

E

(
X

Y

)
=

+∞∑
i=1

+∞∑
j=1

pi,j
xi
xj

D'après la dé�nition de la somme d'une famille positive, cette double somme
est la limite de des sommes partielles symétriques :

E

(
X

Y

)
= lim

n→+∞

n∑
i=1

n∑
j=1

pi,j
xi
xj

Si l'espérance de X/Y est in�nie, l'inégalité recherchée est trivialement véri�ée.
Supposons donc que cette espérance soit �nie, ce qui assure la convergence de
la double série.



Il reste à montrer soigneusement que Rn tend vers 0 lorsque n tend vers
+∞, ce qui passe par l'écriture soigneuse de cette quantité.

En passant à la limite lorsque n tend vers l'in�ni dans l'inégalité de l'étape
précédente, la quantité Rn s'e�ace et la double somme partielle converge vers
l'espérance totale. On conclut que :

E

(
X

Y

)
≥ 1



Oral A � Polynômes d'Hilbert �
On pose H0 = 1 et pour tout n ∈ N∗,

Hn =
X(X − 1)...(X − n+ 1)

n!
.

1. Montrer que pour tout n ∈ N, on a Hn(Z) ⊂ Z.

2. Montrer que le produit de n entiers consécutifs est divisible par n!.

3. Soient n ∈ N et P ∈ R[X]n. Montrer l'équivalence des 3 propositions suivantes.
i. P (Z) ⊂ Z.
ii. Pour k = 0, 1, ..., n, P (k) ∈ Z.

iii. Il existe (λ0, λ1, ..., λn) ∈ Zn+1 tels que P =
n∑

k=0

λkHk.

Oral B Soit P un polynôme à coe�cients réels non constant.

1. On supose que P (R) ⊂ R+. Montrer qu'il existe A et B éléments de R[X] tels
que P = A2 +B2.

2. On suppose que P (Q) ⊂ Q. Montrer que P ∈ Q[X].

3. Trouver une condition nécessaire sur P , pour que P induise une surjection de Q
sur Q.

Oral C
Soit P ∈ C[X] de degré n ≥ 1. On supose que P (k), P (k + 1), ..., P (k + n) sont dans

Z pour un certain entier k.

1. Montrer que P (Z) ⊂ Z.

2. On suppose que P est à coe�cients entiers. On noteN le pgcd de P (0), P (1), ...P (n).
Montrer que N divise P (x), pour tout entier x.

3. On ne suppose plus que P est à coe�cients entiers, mais que P (0), P (1), P (4), ..., P (n2)
sont des entiers. Montrer que pour tout entier a, P (a2) est entier.

Oral E

1. Soit C ′ le cercle unité C privé du point −1. Montrer que

γ : R → R2 ; t 7→ 1− it

1 + it

est un paramétrage de C ′. Interpréter géométriquement le paramètre t

2. Montrer que SO2(Q) est dense dans SO2(R).

3. Montrer que pour tout M in 0n(R) dont le spectre ne contient pas −1, il existe
une et une seule matrice A ∈ An(R) telle que :

M = (In − A)(In + A)−1.

4. Montrer que SO3(Q) est dense dans S03(R).

Oral D Déterminer les couple d'entiers naturels (m,n) véri�ant 3m = 8 + n2.

Oral E Déterminer les triplets (x, y, z) d'éléments de Z tels que x2 + y2 = 11z2.



Oral E
Si G est un groupe on note sub(G) l'ensemble de ses sous-groupes.
Soient G et H des groupes dont les cardinaux (respectivement g et h) sont premiers

entre eux. Montrer que

|sub(G×H)| = |sub(G)||sub(H)|.

le produit d'un sous groupe de G et d'un sous-groupe de H est un sous groupe de
G×H, grâce au critère des sous-groupes. Étudions la réciproque.

Soit K un sous-groupe de G × H. Notons p1 et o2 respectivement la première et la
second projection de G×H (p1(g, h) = g, p2(g, h) = h pour tout élément (g, h) de G×H).

Les images K1 et K2 de K par p1 et p2 sont des sous-groupes respectivement de G et
H.

Oral F1
Soit n ∈ N∗

1. Le polynôme 2X2 + 4 est-il irréductible dans Q[X] ? dans Z[X] ?

2. Le polynôme X3 +X+ est-il irréductible dans Q[X] ? dans R[X] ?

Oral F2
Soit D l'ensemble des nombres décimaux : D = {x ∈ Q|∃n ∈ N, x · 10n ∈ Z}.
1. Montrer que D est un sous-anneau de Q.

2. Montrer que tout idéal de D est de la forme aD, on dit que D est principal.

3. Même question pour Z[X].

Oral F3

1. Quel est l'ensemble des éléments inversibles de (Z/nZ) ? Quel est l'ensemble des
éléments nilpotents ?

2. Soit R un anneau commutatif. Montrer que la somme et le produit de deux élé-
ments nilpotents sont nilpotents. Montrer que la somme d'un élément inversible
et d'un élément nilpotent est inversible.

On s'intéresse aux éléments inversibles de Z/nZ[X].

3. Soient A un anneau commutatif et a0 +
q∑

i=1

akX
k un élément de A[X], appelé P ,

tel que a0 soit inversible et a2, ...., aq nilpotents. Montrer que P est inversible.

4. Etudiez la réciproque.

5. Déterminer le cardinal de l'ensemble des éléments inversibles de Z/nZ[X].

Oral G
On munit Mn(R) de sa structure euclidienne canonique.

1. Soit M un élément de SLn(R) déterminer TM(SLn(R)).

2. Soient r ∈ {0, n} et P l'ensemble des projecteurs orthogonanux de Rn (muni de
sa structure euclidienne canonique) de rang r. Déterminer l'ensemble des vecteurs
tangeants à P en un point p0.

Oral H

1. (E, ⟨· | ·⟩) désigne un espace euclidien de dimension n supérieure ou égale à 2.
On note S, l'ensemble des symétries orthogonales de E par rapport à un hyper-
plan (ré�éxions) et R celui des symétries orthogonales par rapport à des droites
(retournements).



2. Montrer pour n = 3 que S engendre O(E), par des considérations géométriques et
que R engendre SO3(E)

3. ⋆ Pour n quelconque montrer que S engendre O(E), par des considérations géo-
métriques et une récurrence, puis matriciellement.

4. Déduire de la question précédente que SOn(R) est connexe par arcs.

5. Déduire de 2. que On(Q) est dense dans On(R).

oral I
Soit E le sous-ensemble de C dé�ni par :

E = {a+ b
√
2, (a, b) ∈ Q}.

Montrer que E est un sous-corps de C. Déterminer tous ses automorphismes.

oral J�Valuation sur Q �
On appelle valuation sur un anneau A toute application v de A dans R∪ {+∞} telle

que pour tout (x, y) ∈ A, on ait :

i. v(xy) = v(x) + v(x).

ii. v(x+ y) ≥ min(v(x), v(y)).

iii. v(x) = ∞ si et seulement si x est nul.

1. Donner un exemple de valuation sur Z et un sur Q.

2. Déterminer toutes les valuations sur Q.

Oral K
Montrer que pour tout entier p premier, il existe n ∈ N tel que

6n2 + 5n+ 1 ≡ 0[p]

Oral L
Montrer qu'il n'existe pas d'application f de N dans N telle que pour tout n ∈ N,

f(f(n)) = n+ 2027.
On pourra montrer que toute involution de Z/2027Z admet au moins un point �xe.

Oral M

Déterminer les couples (n,m) d'entiers naturels tels que n ≥ m et
n∑

k=m

1
i
∈ N.

Oral N
Soit A et B des éléments de R[X], premiers entre eux, non tous deux constants.

Montrer qu'il existe un unique couples (U∗, V ∗) d'éléments de R[X], tel que :
� AU∗ +BV ∗ = 1,
� do(U∗) < do(B),
� do(V ∗) < do(A).



Indications
Oral C

1. Montrer que P (Z) ⊂ Z :
Soit P ∈ C[X] de degré n tel que P (k), P (k + 1), . . . , P (k + n) ∈ Z. Posons
Q(X) = P (X+k). L'hypothèse devient Q(0), Q(1), . . . , Q(n) ∈ Z. Tout polynôme
Q de degré n s'écrit de manière unique dans la base des polynômes de Hilbert
(exercice A) :

Q(X) =
n∑

j=0

cjPj(X)

Le coe�cient cj est la di�érence �nie d'ordre j en 0 : cj = ∆jQ(0), où par ∆ on
désigne l'opérateur

∆ : C[X] → C[X], P 7→ P (X + 1)− P (X).

Par récurrence, cj est une combinaison linéaire entière des valeurs Q(0), . . . , Q(j).
Puisque ces valeurs sont entières, cj ∈ Z. Pour tout x ∈ Z, P (x) = Q(x − k) =∑n

j=0 cjPj(x− k), comme Pj(x− k) ∈ Z, alors P (x) ∈ Z.
Remarque. La décomposistion de P dans la base des polynôme d'interpolation

de Lagrange au point 0, ..., n est possible, elle est plus simple lorsque les polynômes
d'Hilbert n'ont pas été précédemment traités.

2. Montrer que N divise P (x) pour tout entier x :
Soit P ∈ Z[X]. Dans la base (Pi), on a P (X) =

∑n
j=0 cjPj(X) avec cj ∈ Z. On

a P (i) =
∑i

j=0 cj
(
i
j

)
. Comme N divise chaque P (i) pour i = 0, ..., n, on peut par

récurrence montrer que N divise c0, c1, ..., cn
On pourrait utiliser la formule d'inversion de Pascal qui s'obtient en inversant

la matrice des coe�cients binomiaux cf. ch. 1, on obtient :

cj =

j∑
i=0

(−1)j−i

(
j

i

)
P (i)

Comme de plus
(
x
j

)
∈ Z, N divise P (x).

3. Montrer que P (a2) est entier pour tout a ∈ Z :
Soit Q(X) = P (X2). Comme deg(P ) = n, Q est un polynôme de degré 2n. Pour
tout x ∈ {−n, . . . ,−1, 0, 1, . . . , n}, nous avons x2 ∈ {02, 12, . . . , n2} et donc

Q(x) = P (x2) ∈ Z.

le résultat de la question 1 (avec k = n) s'applique au polynôme Q : Q(Z) ⊂ Z.
Par conséquent, pour tout entier a, P (a2) = Q(a) est un entier.

Oral E
Le produit d'un sous-groupe de G et d'un sous-groupe de H est un sous-groupe de

G×H grâce au critère des sous-groupes. Étudions la réciproque.

Soit K un sous-groupe de G × H. Notons p1 : G × H → G et p2 : G × H → H les
projections canoniques. Les images K1 = p1(K) et K2 = p2(K) sont des sous-groupes de
G et H. On a l'inclusion immédiate :

K ⊂ K1 ×K2 (6)



Lemme. Soit ϕ un morphisme d'un groupe A dans un groupe B. Alors |im(ϕ)| ·
|Ker(ϕ)| = |A|.

Appliquons ce lemme aux restrictions π1 : K → K1 et π2 : K → K2 de p1 et p2.
On obtient |K| = |K1| · |Ker(π1)| et |K| = |K2| · |Ker(π2)|. Ainsi, |K1| et |K2| divisent
tous deux |K|. Comme |K1| divise |G| et |K2| divise |H|, et que pgcd(|G|, |H|) = 1, on a
pgcd(|K1|, |K2|) = 1. Par conséquent, le produit |K1| · |K2| divise |K|.

Or, l'inclusion (6) implique |K| ≤ |K1| · |K2|. Il y a donc égalité, ce qui entraîne
K = K1 ×K2.

Les sous-groupes de G×H sont donc exactement les produits d'un sous-groupe de G
et d'un sous-groupe de H. Plus précisément, le premier point nous fournit

Φ : sub(G)× sub(H) → sub(G×H) ; (A,B) 7→ A×B

. Cette application est trivialement injective et surjective par le second point. Elle dé�nit
donc une bijection de sub(G)× sub(H) dans sub(G×H), d'où :

|sub(G×H)| = |sub(G)| · |sub(H)|.

Oral J

1. Exemples de valuations

� Sur Z : Pour p premier, la valuation p-adique vp dé�nie par vp(0) = +∞ et, pour
n ̸= 0, vp(n) = max{k ∈ N : pk | n}.

� Sur Q : Pour r = a
b
∈ Q∗, vp(r) = vp(a) − vp(b). La dé�nition est indépendante

de la fraction choisie grâce à la propriété (i) appliquée aux entiers.

2. Détermination de toutes les valuations sur Q

Soit v une valuation sur Q.
Pour commencer quelques remarques.
� Valeur en 1 : Par la propriété (i), v(1) = v(1× 1) = v(1) + v(1), donc v(1) = 0.
� Valeur en -1 :On a v((−1)2) = v(1) = 0. Or v((−1)2) = v(−1)+v(−1) = 2v(−1).

Ainsi, 2v(−1) = 0, donc v(−1) = 0.
� Parité : Pour tout x ∈ A, v(−x) = v(−1× x) = v(−1) + v(x) = v(x).
� Positivité sur N : Comme v(1) = 0, on montre par récurrence sur n (via la

propriété ii) que v(n) ≥ 0 pour tout n ∈ N. En e�et, v(n) = v(1 + · · · + 1) ≥
min(v(1), . . . , v(1)) = 0.

• Analyse
� Cas trivial : Si v(n) = 0 pour tout n ∈ Z∗, alors v(r) = 0 pour tout r ∈ Q∗.
� Cas non trivial : Il existe par parité et nullité de v(1) un entier n ≥ 2 tel que

v(n) > 0. Soit p le plus petit entier n ≥ 2 tel que v(n) > 0.
p est nécessairement premier (si n = ab alors v(a) > 0 ou v(b) > 0 par ii). On

note alors vp la valuation p-adique sur Q.
Soit n ∈ Z∗, écrivons n = pvp(k)m (pgcd(p,m) = 1). prouvons que v(m) = 0 ,
D'où v(n) = k · v(p) = vp(n) · v(p).

� Extension à Q : Par multiplicativité (i.), v(r) = v(p) · vp(r) pour tout r ∈ Q∗.
• Synthèse pour tout c ∈ R∗

+ et tout nombre premier p, l'application cvp est une
valuation sur Q



Conclusion : Les valuations sur Q sont la valuation triviale et, pour toute nombre
premier p, et tout eélément c de R∗

+ les applications de la forme c · vp avec c = v(p) > 0.

Oral 49 � Théorème d'approximation de Dirichlet �

1. Construction d'une approximation pour un ordre �xé (Principe des ti-
roirs) :

Soit Q un entier naturel supérieur ou égal à 1. Pour tout réel t, on note ⌊t⌋ sa
partie entière et {t} = t−⌊t⌋ sa partie fractionnaire, qui appartient par dé�nition
à l'intervalle [0, 1[.

Considérons les Q+ 1 parties fractionnaires suivantes :

{0x}, {1x}, {2x}, . . . , {Qx}

Subdivisons l'intervalle [0, 1[ en Q sous-intervalles disjoints de même amplitude
égale à 1/Q : [

0,
1

Q

[
,

[
1

Q
,
2

Q

[
, . . . ,

[
Q− 1

Q
, 1

[
On dispose de Q + 1 éléments répartis dans Q sous-intervalles. D'après le prin-
cipe des tiroirs de Dirichlet, il existe nécessairement au moins deux éléments qui
appartiennent au même sous-intervalle.

Il existe donc deux entiers q1 et q2 tels que 0 ≤ q1 < q2 ≤ Q véri�ant la
condition :

|{q2x} − {q1x}| ≤
1

Q

En développant les parties fractionnaires, cette inégalité se réécrit sous la forme :

|(q2x− ⌊q2x⌋)− (q1x− ⌊q1x⌋)| ≤
1

Q

En posant q = q2−q1 et p = ⌊q2x⌋−⌊q1x⌋, on remarque que q est un entier naturel
compris entre 1 et Q, et que p est un entier relatif. L'inégalité précédente devient :

|qx− p| ≤ 1

Q

Puisque l'entier q est strictement positif, on peut diviser les deux membres par q,
ce qui donne : ∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

qQ

En�n, puisque l'entier q est inférieur ou égal à Q, on a la majoration de l'inverse
1/Q ≤ 1/q. On en déduit l'existence d'un couple (p, q) ∈ Z×N∗ tel que :∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

q2

2. Démonstration de l'existence d'une in�nité de solutions :
Raisonnons par l'absurde en supposant qu'il n'existe qu'un nombre �ni de

couples convenant pour le réel x. Notons ces couples distincts sous la forme (p1, q1), (p2, q2), . . . , (pk, qk).



Puisque le réel x est par hypothèse irrationnel, il ne peut être égal à aucune
de ces fractions. Par conséquent, la quantité suivante est strictement positive :

ε = min
1≤i≤k

∣∣∣∣x− pi
qi

∣∣∣∣ > 0

Choisissons maintenant un entier naturel Q assez grand pour que la condition
1/Q < ε soit satisfaite. En appliquant la construction de l'étape 1 à cet entier Q,
on garantit l'existence d'un nouveau couple (p, q) ∈ Z×N∗ qui véri�e :∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

qQ
≤ 1

Q
< ε

Ce couple (p, q) possède une distance à x strictement inférieure à ε. Il ne peut
donc correspondre à aucun des couples de la liste initiale, ce qui contredit le fait
que la liste contenait toutes les solutions.

Cette contradiction montre qu'il existe bien une in�nité de couples (p, q) ∈
Z×N∗ satisfaisant l'inégalité de l'énoncé.


