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Oral 1

A. Soit A un sous-anneau d’un corps K (K = R, C, etc.). Montrer qu’une matrice M élément
de M,,(A) est inversible dans M,,(A) (c’est-a-dire est élément de GL,(K) et son inverse est
dans M,,(A)) si et seulement si det(A) est un élément inversible de A.

A. bis (X, ENS). Soit N élément de GLy(C) a coefficients entiers. On suppose qu’il existe
un entier d > 1 tel que N¢ = I,. Montrer que N'2 = I,.

B.

1. Montrer la convergence et donner la valeur de I'intégrale suivante :
1
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2. Montrer que 'application de
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est prolongeable par continuité a R’ en une application f.

3. Montrer la convergence et donner la valeur de

—+o00

f(t)dt.
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Oral 2

A. Montrer que SO, (R) est compact, et connexe par arcs.

B. Soit (2,.4,P) un espace probabilisé sur lequel seront définies les différentes variables
aléatoires. On notera E(X) 'espérance d’une variable aléatoire X sur (2, A, P) a valeurs réelles.
Par In, nous désignerons la fonction logarithme, prolongée a R, par In(0) = —oco.

Soit un entier naturel n > 1 et soient Xi,...,X,, des variables aléatoires réelles discrétes
mutuellement indépendantes telles que, pour tout k € [1,n],

P(Xp=1)=P(X, = —1) =

On définit

ainsi que, pour tout A € R,



1. Soit Z une variable aléatoire réelle discréte telle que exp(AZ) soit d’éspérance finie pour
tout réel A > 0. Montrer que pour tout réel A > 0 et tout £ € R,

P(Z > t) < exp(—At)E(exp(A\Z)).

2. Montrer que P(S,, > 0) >

1
2
3. Montrer que pour tout t € R, on a

L (P8, > 1) < inf (b)) — At).

n >0
4. Pour tout réel A > 0, on pose

E(X; exp(A X))
E(exp(A X))

m(A) =

Montrer que la fonction m est strictement croissante sur R et que, pour tout élément
t de [0, 1], il existe un unique réel A > 0 tel que m(\) = ¢.

Oral 3
A.Soit A une matrice symétrique réelle définie positive.

1. Montrer qu’il existe un élément B de S (R) tel que B% = A.

2. On suppose que M est un élément de GL,,(R). Montrer qu’il existe couple (O, S) élément
de 0,(R) x S (R) tel que M = OS.

On admet 'unicité d’une telle décomposition.

3. On munit M,,(R) de la norme de Frobenius définie par ||M |y = \/tr(M T M). Montrer
que pour tout @ € O,(R),

A= Ol < [A=Qll2,

avec égalité si et seulement si Q) = 0.

A bis. On muni M,,(R) de la norme subordonnée & la norme euclidienne canonique. Montrer
que I'enveloppe convexe de O, (R) est la boulle unité.
B. Donner un équivalent lorsque x tend vers +oo de f;oo exp(it?)dt.

Oral 4

A. Décomposition QR
Soit un entier n > 2. L’espace vectoriel R est muni de sa structure euclidienne canonique et
B. = (E1, Es, ..., E,) désigne sa base canonique. Ses éléments sont notés en colonne.

1. Soit A un élément de GL,,(R). Montrer qu’il existe un élément @ de O,,(R) et un élément
T de M, (R) triangulaire supérieure a termes diagonaux positifs tels que :

A=QT.

2. On suppose disposer d’un couple (Q’',T") de matrices telles que :
— la matrice T” soit triangulaire supérieure a coefficients diagonaux positifs ;
— la matrice @)’ soit orthogonale ;
— Tégalitée A = Q'T" ait lieu.
Montrer que (Q,T) = (Q',T").



3. On note C4,...,C, les colonnes de A. A 'aide de la décomposition A = QT, démontrer
I'inégalité suivante :

|det(4)] < [T IIC]
j=1

Etudier le cas d’égaliteé.

A Dbis. Soit A un élément de M, (R). Montrer qu’il existe un élément @ de O, (R) et un
élément 7' de M,,(R) triangulaire supérieure a termes diagonaux positifs tels que :

M = QT.

A-t-on unicité de cette décomposition.

B. Etudier la nature de l'intégrale f0+°° Sin(t\/z) dt.

B bis Etudier la nature de la série 3, o, Sin(f).
Oral 5
A. Soit I'application

1 1
[+ RLxRL; (x,y)r—>;+§+$y.
Soit S le graphe de f.

1. Donner ’équation du plan tangent a S en un point (a,b,c) de S.

2. Montrer que f est minorée et atteint sa borne inférieure en un et un seul point.

3. Montrer que S est fermée. Soit (o, yo, 20) un élément de R3. Montrer que la distance de
(%0, Yo, 20) & S est atteinte au moins en un point.

4. On garde les notation de la question 3. Montrer que si (a, b, ¢) est un point de S réalisant
la distance de (zo, Yo, 20) & S,

d(($0ay07z0)7 S) - ”(370,3/0,2’0) - (Cl, b7 C)H>

Alors (@ — xg,b — yo, ¢ — zp) est normal au plan tangent a S en (a, b, c).

B. Soit K un corps de caractéristique nulle. Montrer que tout élément M de M, (K) de
trace nulle est semblable & une matrice a diagonale nulle.
B bis. Pour tout couple (B, C') d’éléments de M,,(K), on note [B,C] = BC' — CB (crochet
de Lie). Montrer que toute matrice de trace nulle est un crochet de Lie.
Oral 6
n
A. calculer )7 <3k>

0<3k<n
B. (Mines 2017)
Soient f et g des fonctions de la variables réelle x définies par :

+oo L —xt +oo qint
f(z) = / gt g(x) = / ey,
0 0

1+¢2 T+t

Donner le domaine de définition de f.
Etudier la continuité et la dérivabilité de f.
Donner une équation différentielle vérifiée par f.

Montrer que f et g coincident sur R .

En déduire la valeur de f(foo %dt.

ot e w o=



Oral 7

A bis. (version ENS) Soit (X,,)nen-+ une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans N,
On suppose que P(X; = 0)P(X; = 1) # 0. On pose pour tout n € N*, S, = Xy + X; +...X,,
et 'on convient que Sy = 0.

Montrer que P(4]S,) — I

n—-+0o 4
A. (version Centrale)

1. Pour tout réel ¢ et tout entier n > 0, on pose f(t) = E(exp(itX1) et F,,(t) = E(exp(itS,).
Donner pour toute entier n > 0, une relation entre f et F,.

3
2. Pour tout n € N, déterminer une relation entre P(4[S,,) et > F, ().
k=0
3. Montrer pour tout ¢t €]0, 27|, I'inégalité |f(t)| < 1.
1
Z.

4. Montrer que P(4]S,) —

n—-+o0o

B. Etudiez la nature de la série de terme général u,, = cos(mvn? +n + n2/3).

Oral 8
A. Soit P € C[X].

1. A quelle condition P réalise-t-il une surjection de C sur C' ?
2. A quelle condition P réalise-t-il une surjection de R sur R ?

A bis. ENS A quelle condition P réalise-t-il une surjection de Q sur Q. ?

B. Soit f la fonction de la variable réelle x définie par :

too 3
fla) = ZO G

1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Donner une expression de f sans recourir au signe somme en utilisant les développements
en série entiére de x — exp(jPz), pour p=0,1,2, (j =¢e3 ).

3. Méme question en montrant que f satisfait une équation différentielle.

Oral 9 A.
1.

2. Montrer qu’il existe un élément B de S;T(R) tel que B?> = A. Montrer que B est un
polynoéme en A.

3. On suppose que M est un élément de GL,(R). Montrer qu’il existe un et un seul couple
(0, S) élément de O,(R) x STT(R) tel que M = OS.

B.
Les éléments de R? seront notés en colonne. Soit f une application de R? dans R de classe
C?. Pour tout élément X de R? on note H(X) la matrice hessienne de f en X.

1. Montrer que pour tout X € R?,
1

f(X) = f(Or2) + Vf(Ore)" X +/O (1-t)XTH(tX)Xdt.

On suppose que la matrice hessienne de f est en tout point de R? égale & Hy(Og2).
Donner la forme de f.



2. On munit R? de sa structure euclidienne canonique. On désigne par G le graphe de f :

()

On suppose que la matrice hessienne de f en tout point de R? est égale & Hy(Og2)
et que H;(Ogz2) est positive. Montrer que le graphe G de f est inclus dans un des demi-

x
G = y| eR?
z

espaces fermés délimités par le plan tangent en ( Ur ) aG.
f(OR2)

Que peut-on dire si H;(Orz) est définie-positive 7

Oral 10

Exercice 10 bis — DECOMPOSITION EN VALEURS SINGULIERE —

A. Soit A € M,(R). Posons B =" AA et notons a et b les endomorphismes de M,, ;(R)
canoniquement associés respectivement & a et b. On munit M,, ;(R) de sastructure euclidienne
canonique.

1. Montrer que Ker(b) = Ker(a) et que les valeurs propres de b sont positives ou nulles. On
notera r le rang de b, donc aussi celui de a.

2. Montrer qu’il existe une famille (Ey, ..., E,) orthonormée, telles que pour i = 1,...,r, E;
soit un vecteur propre de b associés a une valeur propre non nulle ;.

3. On note pour i = 1,...,r, F; = —a(FE;). Montrer que (F1, ..., F}.) est une base orthonor-

1
mée de Im(a). item Montrer qu’il existe des matrices orthogonales P et () et une matrice
diagonale D & coefficients positifs ou nuls telles que :

A= PDQ.

4. Soit M un élément de M,,(R).
Montrer qu’il existe un couple (0,.5) élément de O, (R) x S (R) tel que : M = OS.
Ce couple est-il unique.
A. bis

Déduire du A que en munissant M, (R) de la norme subordonnée a la norme euclidienne
canonique, 'enveloppe convexe de O, (R) est la boulle unité.

B. Montrer que ’adhérence d’un convexe d’un e.v.n. est convexe.



