ECOLES NORMALES SUPERIEURES
CONCOURS D’ADMISSION 2018 FILIERE MPI

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES — C — (ULCR)

(Durée : 4 heures)

L utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.
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Les parties I et II sont indépendantes.

1. PARTIE I

Dans cette partie, E/ est un ensemble fini ou dénombrable. L’ensemble des proba-
bilités sur E est ’ensemble

P(E)={p: E—~1[0,1] ] > p(x) = 1}.
el
Une matrice de transition sur E est une application P: E x E — [0, 1] telle que
pour tout x € E, on a
> P(z,y)=1.

yeE
Le produit P de deux matrices de transition P et () est défini par
V(z,2) e ExE  (PQ)(z,2) =) P(z,y)Q(y.2).
yelE
lsiz=uy;
0siz#y.

1.1. (a) Vérifier que si P et @) sont des matrices de transition, PQ est aussi une matrice
de transition.
(b) Vérifier que si P, @ et R sont des matrices de transition, on a (PQ)R = P(QR).
(c) Pour tout entier n > 0 et toute matrice de transition P, on définit P" par
P% = I et la relation de récurrence P"*!' = P"P si n > 0. Vérifier que P" est bien une
matrice de transition.

On notera [ la matrice de transition définie par I(z,y) = {

Etant données p € P(FE), une matrice de transition P et des fonctions bornées
f: E—Retg: E— R, on définit les nombres réels suivants

plfl = > u(@)f(=),

el

puP(y) = > p(x)P(z,y), ouycE,
el

Pf(z) = Y P(z,y)f(y), owz€E,
yeE

(f,9)n = wlfgl



1.2. Soit p € P(E), soient P et ) des matrices de transition et soit f: £ — R une
fonction bornée.

(a) Montrer que uP € P(E) et que (uP)Q = p(PQ).

(b) Montrer que Pf: E — R est une fonction bornée et que puP|[f] = p[Pf].

(¢) Montrer que (PQ)f = P(Qf).

Une matrice de transition P sera dite réversible par rapport a un élément 7w de
P(E) si pour tout (z,y) € E% on a

m(x)P(z,y) = n(y)P(y, ).
Une matrice de transition P sera dite irréductible si pour tout (z,y) € E?, il existe un
entier n > 1 tel que P"(z,y) > 0.

On se donne, sur un espace probabilisé (€2, A, P), une suite (U,),>1 de variables
aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées, et une variable aléatoire X,
a valeurs dans F, indépendante de la suite (U,,),>1. On se donne une fonction F': ExR —
E et on définit une suite (X,,),>o de variables aléatoires a valeurs dans E en posant, pour
tout entier n > 1,

X, = F(X,-1,Up,).
La loi de X,, est notée p,. On rappelle que c’est 'élément de P(F) défini par p,(x) =
P[X,, = x] pour tout = € E.
L’espérance d’une variable aléatoire réelle bornée X sera notée E[X].

Pour tout (z,y) € E?, on pose P(z,y) = P[F(x,U;) = y].

1.3. (a) Vérifier que P est une matrice de transition et que, pour tout entier n > 0 et
tout (zg,...,z,) € E™1 on a

n

P[Xo = w0, ..., Xn = Zn] = po(20) H P(xi1, 7).

i=1
(b) Montrer que pour tout entier n > 0 et tout (g, ..., z,) € E"™! tel que P[X, =
xo, ..., Xy =x,) >0, on a, pour tout = € F,
P X, =2|Xo=u1g,...,X, =, =Pz, ).

(¢) Montrer que pour tout n > 0, on a p, = peP™ et que si P = o, alors p, = o
pour tout n > 0.
(d) Montrer que pour tout n > 0 et tout = € E tel que po(z) > 0, on a

PX,=vy | Xo=z] = P"(z,y) pour tout y € E.
(e) Montrer que pour toute fonction f: E — R bornée, on a
E[f(Xn)] = polP" f].

A partir de maintenant, on supposera que
e P est réversible par rapport a une probabilité = € P(E),
e il existe a € E tel que m(a) > 0 et tel que, pour tout = € E, il existe un entier
n > 1 pour lequel P"(a,z) > 0.

1.4. Montrer que 7P = 7.



1.5. (a) Montrer que pour tout n > 1, la matrice de transition P™ est réversible par
rapport a .

(b) Soit n > 1 et soit z € E. Montrer que si P"(a,z) > 0, on a P"(z,a) > 0 et
m(z) > 0.
(c) Montrer que 7(z) > 0 pour tout z € F.
(d) Montrer que P est irréductible.

1.6. Pour toute fonction f: ' — R bornée et tout entier n > 1, on pose

E(N =2 3 [f@) - f)Pr(z)P"(x.y).

(z,y)eE?

(a) Montrer que Sn(f) = <f - Pnf? f>7r
(b) Montrer que si Pf = f, la fonction est f est constante.
(c) Soit p un élément de P(F) tel que uP = p. En posant f(z) = 255, montrer

que Pf = f, puis que u = .

A partir de maintenant, on supposera également qu’il existe un élément b de E tel que
P(b,b) > 0.

1.7. (a) Montrer que pour tous entiers positifs k, ¢, n, on a P"(b,b) > 0 et
PF (g y) > PR(x, b)P™(b,b)PY(b,y)  pour tout (z,y) € E2

(b) Montrer que P? est irréductible. On rappelle (cf. la question 5(a)) que P? est
réversible par rapport a .

(c) Montrer que si une fonction bornée f : £ — R vérifie Pf = —f, alors f(x) =0
pour tout z € E.

1.8. Dans cette question, on prend £ = {1,...,d}, ou d est un entier. Une fonction
f: E — R peut étre alors vue comme un élément de R

(a) Montrer que (-,-), définit un produit scalaire sur R%. On note || - ||, la norme
associée.

(b) Montrer que I'application f + Pf est un endomorphisme de R? symétrique
pour le produit scalaire (-, ).

(c) Montrer que si A € C est une valeur propre de P, alors \ est réelle et vérifie
-1 <A<,

(d) On note by le vecteur de R? dont toutes les composantes valent 1. Montrer que
b1 est un vecteur propre de P associé a la valeur propre 1, qui est une valeur propre de
multiplicité 1 pour P.

(e) Montrer qu’il existe A € [0,1] tel que, pour tout n > 1 et toute fonction
f:E—R ona

1P f = wflball= < A" = 7l f]ba [l

(f) En déduire qu’il existe une constante C' telle que

Vn > 1 sup |pn(z) — m(z)| < CA™.
el



PARTIE 11

Pour tout ¢ > 0, on note v,: R — R™* la fonction définie par

1 2
e 2t
Ve eR () \/2_7rt€ :

On admettra que pour tout ¢t > 0, on a [*° v(z)dz = 1.

On note Cy(R) (respectivement C,(R)) l'espace vectoriel des fonctions f: R —
R continues telles que lim, . f(x) = lim,,  f(z) = 0 (respectivement, telles que
P | ()] < +00).

Lorsqu’il est bien défini, le produit de convolution f* ¢ de deux fonctions continues
f:R—=Ret g: R— R est la fonction f *x g: R — R définie par

(f *9)@) = [ fz =gl
Pour f € Cy(R), on pose
111 :/ |f(z)ldz € RU{+o0} et |[fll =sup|f(z)| €R.
R z€eR

Si f est dérivable, on note % f sadérivée et, si f est n fois dérivable, on note 7 dn L_fla

dérivée n-ieéme de f, définie par la relation de récurrence o +1 f ( o f). On utlhsera
X
: : ' d n o d?
aussi les notations f' = J-f et "= 75

Si on se donne pour tout t > 0, une fonction f; : R — R et si pour z € R,
I'application t — f;(x) est dérivable, on notera sa dérivée % fi(z).

2. PARTIE II-A

2.1. Soit (f,g) € Cyp(R) x Cp(R). Si || f]l1 < +o00 ousi ||g|l1 < +oo, vérifier que 'appli-
cation f * g est bien définie et que l'on a alors f*xg=g=x* f.

2.2. Montrer que pour tout s > 0 et tout £ > 0, on a V4 * ¢ = Vste-

2.3. Montrer que pour tout x € R et tout ¢ > 0, on a

L) = 5 (e,

2.4. Pour f € Cy(R), on pose Pyf = fet Bof =y fsit>0.

[Dans cette question, on pourra utiliser le changement de variable z = %]

(a) Montrer que P,f € Cy(R) et que 'application (¢, z) — P, f(x) est continue sur
R* x R.

(b) Montrer que si f € Cy(R), alors Pif € Cy(R) et, pour tout = € R, on a
liInt—>—0—oo Bff(x) =0.

2.5. Montrer que pour tout entier n > 1, il existe une constante ¢, € R telle que, pour
tout ¢t > 0 et tout € R, on a la majoration

dfn%( )| < tm <1+‘\/_7|5> ().




2.6. Soit f € Cy(R).

(a) Vérifier que pour tout ¢ > 0, Papplication P,f est infiniment dérivable et que,
pour tout z € R, I'application t — P, f(z) est dérivable en tout ¢ > 0.

(b) Soit ¢ > 0. Montrer que ||Pif]l~ < ||f|l« €t que, pour tout entier n > 1, il
existe une constante C), € R indépendante de t et de f telle que

d Cnllflloo
HW(Ptf> N < W

(c) Montrer que pour tout ¢ > 0, on a

d

1 &2
%(Ptf) = 5@(1%7[)-

3. PArTIE II-B

Pour f € Cy(R), on pose Qo f = f ainsi que, pour tout z € R et tout ¢ > 0,
Qif(x) = Pi_o-2 f(e "2).

On pose également
() = [ f@m@) dr,
var(f) = [ (f@) = () n(x) dr.
3.1. Soit f € Cy(R). Montrer que pour tout ¢ > 0 et tout € R, on a
Quf @) = [ f(ea = VI=eymly) dy.

3.2. Soit f € Cy(R).

(a) Vérifier que, pour tout ¢ > 0, Papplication Q;f est infiniment dérivable et que,
pour tout z € R, 'application ¢ +— @, f(x) est dérivable en tout ¢ > 0.

(b) Soit t > 0. Montrer que [|Q:f|lcc < ||flls €t que, pour tout entier n > 1, il

existe une constante C),, € R indépendante de t et de f telle que

" Call flloo
| ] <%l

o0

(¢) Montrer que pour tout ¢ > 0, on a, pour tout x € R,

d d’ d
(Quf)(@) = -5 (Quf)(x) = 2 (Quf) (1),

Pour toute fonction f: R — R de classe C? et tout z € R, on pose Lf(z) = f"(z)—=zf'(z).

3.3. Soient f: R — R et g: R — R des fonctions bornées de classe C? telles que f, ¢,
f" et ¢"” sont bornées. Apres avoir vérifié que les intégrales sont convergentes, montrer
I’égalité

[ @i de = [ f@)g @) d
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3.4. Soit f € Cp(R). Montrer que pour tout ¢ > 0, on a

dt/ Quf (z)y dr =0,
puis que, pour tout t > 0, on a (Q.f) = (f}

3.5. Soit f € Cp(R).
(a) Vérifier que l'intégrale double suivante est bien définie

16) = [ ([17@) = $)Pte) de) (v dy.
(b) Montrer que 3I(f) = Var(f).
3.6. Soit f: R — R une fonction dérivable bornée telle que f' € Cy(R). Montrer ’égalité
[af@m)de= [ f@)ra) d

3.7. Soit f € Cy(R).
(a) Vérifier que les intégrales suivantes sont bien définies

Il(f):/ (/x /mf(U)du} vl(w)dx) "(y) dy,

L(f ( { du] 7 (x )dm) 7 (y)dy.
(b) Montrer que Il(f) = L(f) = (f).

3.8. Soit f: R — R une fonction dérivable bornée telle que f’ € Cy(R).
(a) Montrer que pour tout (z,y) € R? on a

()= f)F < (@ —y) [

Y

T

(f’(u))2 du.
(b) Montrer I'inégalité
var(f) < [ (/@) (@) do.
3.9. Soit f € Cy(R).
(a) Montrer que si (f> =0,o0na
dt/ Qif) () (z)de < 2/ Qi f) ()7 () de.

(b) Montrer que pour tout ¢ > 0, on a
Var(Q, f) < e Var(f).



