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Diffusion sur des ensembles finis

Préambule

Ce problème est constitué de trois parties.

Le but du problème est d'étudier des processus similaires à la diffusion sur des ensembles finis.
La vitesse de convergence vers la configuration uniforme est mesurée à I'aide de deux constantes :

la constante de Poincaré permet de mesurer Ia vitesse de décroissance de I'énergie (partie 1),
tandis que la constante de Sobolev permet de mesurer Ia vitesse de décroissance de l'entropie,
qui est dans ce contexte l'opposée de l'entropie physique (partie 2). Un exemple est traité dans
la partie 3 : la diffusion classique sur l'hyperohe (Zl2Z)d avec le calcul de la constante de
Poincaré.

FILIÈRE MP

Définitions, notations et rappels

On note IR le corps des nombres réels, IR.a le sous-ensemble des nombres réels positifs, et IRf le
sous-ensemble des nombres réels strictement positifs.

On introduit (',.) le produit scalaire renormalisé sur IR.N :

1^tr
(u,u): *D,"uuo.i:1

On note ll . llz Iu norme euclidienne associée

1N
ll"llï: nD"l

i':"1



On introduit Ie vecteur constant n :'(L,...,1).
Si .E est un ensemble, l'espace vectoriel des fonctions de E dans IR est noté IRE.

Matrices stochastiques

Dans tout ce problème, P e ,lr(R) désigne une matrice qui vérifie les propriétés suivantes :

V(i, j) € {1,...,N}' pi,i:pi,i,
v(i, j) € {1,...,N}' P;,,i) g,

N

Vj e {1,... ,N} \pt,i : L ,

i,:L

^IVie{1,...,N} Ip;,r:1.
j:L

On dira en raccourci que P est symétrique et bistochastique. On remarquera que la dernière
propriété est une conséquence des précédentes.

Si pt,i ) 0 on dit que L'état j est connecté àlétat i.

On dit que Ia matrice P est irréductible si pour tout couple d'indices (i,,j) e {1,...,N}2 il
existe des états intermédiaires (h, j2,...,jù qui permettent de connecter les états j eti:

Pi1,i)0 et Pjz,h)0 ... Pi1,içr)O et Pt,ir)0.

Inégalités de convexité

Soit une fonction p : IR+ -+ lR, continue et de classe C1 sur Ri. On rappelle que p est strictement
convexe si et seulement si gt est strictement croissante.

I

Inégalité de Jensen, version discrète

Soit une fonction p : IR+ -+ IR. continue, de classe C1 sur IRi et strictement convexe. Soit

É e (R+)N tel que DLr 0u: 1. Pour tout / e (1R.1)N on a

lN \ N

e (» &rtl <LB,ç(rù .

\z:r / ær

Dans le cas où Yi P, > 0, cette inégalité est une égalité si et seulement si / est colinéaire au
vecteur constant zr.



Inégalité de Jensen, version continue

Soit une fonction p : IR+ -+ IR continue, de classe Cl sur Ri et strictement convexe. Soit B une
fonction continue de [a, b] -+ Ra telle que I: P(t) d,t : l. Pour toute fonction continue /(t) de
[4,, b] dans IRa on a

, (1,' p(t)t(t) 
") = l"o 

oo eg@) d,t .

Dans le cas où Vt P(t) ) 0, cette inégalité est une égalité si et seulement si / est une fonction
constante.

1 Energie et inégalité de trou spectral

Soit P e Mn(R) une matrice symétrique, bistochastique et irréductible.

1. (a) Montrer que le vecteur n:'(1,...,1) est un vecteur propre de p.

(b) On suppose de plus que V(i,j) € {1,...,N}' p,i,,j } 0. Montrer que À: l est une
valeur propre simple de P.
Indi,cati,on. Si u: (u;) est un aecteur propre on poun'a s',intéresser à,la ualeur maryi-
male U : max{q} -_ uio.

(c) Montrer que l'on peut aboutir à la même conclusion sans l'hypothèse supplémentaire
V(i,, j) € {1,...,Itr}' p4i ) 0.

2. On définit la forme de Dirichlet associée à la matrice P

lNIr
v,, e RN €(u,u): *»» (uu-uùrpoi.

i:r j:t

(a) Montrer que t(2, u) : \u,(Id - P)u) : ((Id - P)u,u).
(b) On définit la constante de Poincaré

p:inf{ffi u€IRN\{0}, (r.,t,) :0} .

Montrer que l'infimum p est atteint. En déduire que p est strictement positif.
Interpréter p en fonction des valeurs propres de Id - P.
Indication : Comme en lb, on pourra cornmencer par supposer :V(i,,i), k,i ) O.

3. Soit z0 € RN tel que \n,uo): 1. On définit le système différentiel linéaire de la façon
suivante :

( u(01 : uo
{ .., (1)
[ "'(t) : (P - Id)u(r) .

(a) Montrer qu'il existe une unique solution u(t) définie sur f intervalle maximal lR..

(b) Montrer que : 
vü e IR. Qr,u(t)) :1 .



(c) Montrer que z(ü) converge vers ?r à vitesse exponentielle lorsque t tend vers foo :

Vü>0 ll"(t)-"ll],<ll"'-rll22exp(-zrrt). (2)

Inili,cation. Si e(t): llu(ü) - rll,,, chercher une inégalité qui, reti,e et(t) et e(t) pui,s

multi,plier par une foncti,on erponentielle bi,en choi,sie.

2 Entropie et inégalité de Sobolev

. "(tu,T)0: rnr tEif

Dans cette partie du problème, P désigne à nouveau une matrice symétrique, bistochastique et
irréductible, et u désigne un vecteur de IRN qui vérifie les deux propriétés suivantes :

Vze {1,...,N} ut,)O) (3)

\tt,u) :1 ' (4)

1. On définit l'entropie
1N

H(z) :f»uilnui,
i:t

avec la convention uilnui:0 si ui:0.
Montrer, à l'aide de l'inégalité de Jensen, que l'entropie est une quarrtité positive. À quelle
condition a-t-on H(z) : 6 7

2. Pour "f e RN \ {o} on définit

lNt2
L(/) :NI rlt"fftB,

ainsi que la constante de Sobolev :

(a) Soitoe lR.N\{0}telque (zr,u) :0. Onécrit T:r+e,u. Établirl'expressiondu
développement limité :

t(/) : ze211ull|+o(e3) , lorsquee-+0.

(b) En faisant tendre 6 vers 0 montrer que

-po=,

On admettra que o est strictement positif.

3. On étend la définition de t à des couples de vecteurs (u, r.,) e lR.tr x IRN :

-f e RN \ {o}, L(/) I o}

1NN
€(u,u) : *» » @r - rù @i - r)pri .

i:7 j:L

(5)



(a) Montrer qre €(u,u) : \u,(Id - P)u) : ((Id - P)u,u).
(b) Montrer que pour tout couple (a, b) de réels distincts strictement positifs,

( tt - tu\' . 1l.rj,,
\ b-, / 

>4 b-a '

Indi,cation. On pourra écrire la di,fférenc" t/b - 1/a comme une intégrale bi,en choi,si,e

sur [a,b].
(c) Si'u e (R.i)N on définit les vecteurs auxiliaires lnz : (lnui) et \/u: (\/u). Déduire

de Ia question précédente que

Vu e (R|)N € (u,tnu) > 4S (\/i,Ji)

4. On considère à nouveau Ie sÿstème différentiel introduit en (1), où z0 vérifie la propriété
(a) et

Vie {1,...,N} u?>O

(a) Montrer que exp(ü(P - Id)) est une matrice à termes positifs pour tout ü ) 0. En
déduire :

Vü>0 Vie {t,...,,^f} ui(t)>0.
(b) Montrer que 

dÏ(u(t)) : (ut(t),tnu(r) + r) .
dt

(c) Montrer que l'entropie converge vers 0 à vitesse exponentielle lorsque ü -+ *oo :

V, > 0 u(z(t)) < n(ro) exp(-4at) . (6)

(d) Montrer que l'on peut étendre I'inégalité (6) au cas où z0 vérifie les propriétés
(3) et (a).
Indi,cati,on. On pourra considérer la cond,ition ini,ti,ale z!: (1 - e)uo +etr.

5. On définit la norme de Ia variation totale entre deux vecteurs (u,u) e IRN x IRN :

1N

ll"-"llvr:F»lut-ul .

i:t

(a) Donner une constante Cry telle que ll" - ull\r < Cxllu - "ll], 
pour tout couple

(u,u)elRNxlR.N.
(b) On admettra l'inégalité suivante, valable pour tout réel a > 0,

1(i-.tl'(aln a-a*!.
(4 + 2a)

En déduire l'estimation suivante à I'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(Vz e (Ra)N tel que (tr,ul :11 ll" - "ll\, < 2H(z). (7)



3 Exemple de l'hyperctbe (Zlzz)d

Soit d ) 2. On considère E: (Z,lzL)d I'ensemble des d-uplets (*r,...,r4) avecVi,, riÇZlzZ.
On remarquera que r : -r pour tout ï e E.

On note N : lEl :2d. On note 0 : (0,... ,0). On définit les éléments particuliers de -E :

er: (1,0,...,0), ez-- (0,1,...0,) , ea: (0,...,0,1) .

On note . l'application de E x E -+ IR :

n.a :D*n o .

i.:t

On identifie l'espace vectoriel IR.E avec IRN muni du produit scalaire renormalisé (.,.) :

\u''l ::1 5- u(t\u(r\1yt'/ ÿ€E

Si r € E on note ô, e IR.E lafonction telle que 6*(r):let 6*(y):0 si gtr.

1. A toute fonction u € IRE on associe la fonction transformée â e IRE :

v{ e E, A(€) : D(-r)-, " u(*)
reE

(a) Montrer que pour tout z e E,

zlo---; !{-r;€',:6.
€€E

(b) Montrer la formule d'inversion

vy e E, u(y): * »f-tl€'ÿ û(O .

e€E

Ind,i,cation. On pourra chercher à ilémontrer ce:tte identi,té sur des foncti,ons parti,-
culi,ères.

(c) En déduire I'identité suivante :

1

(u,u) : 
N(A,O .

2. On définit Ia matrice p : (pr,s) e Ma,r(lR) :

1r,,, 
:,la s'il existe i tel que A - î : ei

Ir,,r:o sinon'

Montrer que la matrice P est symétrique, bistochastique et irréductible.



3. On définit t Ia forme de Dirichlet associée à P comme précédemment :

p:inf {ffi
Pourtout €eE ondéfinit

u€lRE\{0}, (r,t,) :o} .

vu e IRE €(u,u) : *» » @@) - u(a))2 p,l ,

aÇE geE

ainsi que la constante de Poincaré

1dc({):r_;!t_rle'.
i,:L

(a) Montrer que

V€ + 0, 
"(€) 

>2= .

CT

(b) On définit rr,, : (Id - P)o.Montrer que

v{ e E, ô(€) : c(€)î(€) ,

(c) En déduire Ia valeur de la constante de Poincaré :

2lr: a.

4. On admettra que la constante de Sobolev vaut a : lld dans ce cas. On considère à
nouveâu le système différentiel introduit en (1), avec Ia donnée initiale uo : N6*.
Déterminer le temps 7 suffisant pour atteindre la configuration uniforme ?r avec Ia précision
s > 0 en variation totale :

Vt> T ll"(t) - rllvr < e ...

(u) ... en utilisant Ia constante de Poincaré et I'estimation (2),

(b) . . . en utilisant Ia constante de Sobolev et I'estimation (6).

Que pouvez-vous en conclure ?

**
*


