CHAPITRE O

ESPACES VECTORIELS NORMES ET TOPOLOGIE

Dans tout le chapitre, tous les espaces vectoriels sont réels ou complexes. Soient E et
F deux K-espaces vectoriels, K = R ou C. On utilisera fréquemment :

Théoréme (Bolzano-Weierstrass) Soit (u(k))ren une suite dans K" donc toutes les co-
ordonnées sont bornées. On écrit u(k) = (u1(k), ..., un(k)). Alors il existe une extractrice
¢ : N —= N telle que (uj(¢(k)))r converge pour tout j € [1,n].

I Espaces vectoriels normés

1 Normes

Définition Une norme sur E est une application N : E — R wvérifiant
(séparation) N(z) =0 si et seulement si x =0;
(homogénéité) pour tous A € K, z € E, N(Az) = |\|N(z);
(inégalité triangulaire) pour tous z,y € E, N(x +y) < N(x) + N(y).

Un espace vectoriel muni d’une norme s’appelle un espace vectoriel normé. Un vecteur de
norme 1 s’appelle un vecteur unitaire (ou normé).

Attention & la terminologie : dans C[X]| muni d’une norme, 'adjectif “unitaire” a deux sens.

Proposition (Inégalité triangulaire inversée) Soit (E,N) un espace vectoriel normé.
Pour tous x,y € E, [N(z) — N(y)| < N(z —y).

Exemples

1. Si E est muni d’un produit scalaire (]), alors  — +/(z|x) est une norme appelée
norme euclidienne.

2. La fonction «| - | (o a > 0) sur le K-espace vectoriel K est une norme (méme
euclidienne). Ce sont les seules. Mais le R-espace vectoriel C admet plein d’autres
normes que les z — «|z|.

3. Si z € F est non-nul, /N (z) est unitaire.

n n

4. On définit sur K™ : [lzly = D |al, lzlla = (| D |2kl? et afoo = max |o.
1<k<n
k=1 k=1
Ce sont des normes. (Remarque : ceci s’applique aussi a tout espace vectoriel de
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dimension finie munie d’une base, donc aux matrices.) Pour la norme || - ||2, on
distingue R et C. Sur R, c’est une conséquence de Cauchy-Schwarz. Sur C, on a un
n

analogue complexe de Cauchy-Schwarz en posant (z|y) = szE et en évaluant
k=1
lz =ty en t = (z[y) /|yl

5. Soit I une partie quelconque non vide de R et B(1,K) I’espace des fonctions bornées
définies sur I. Alors f — || f|lcc = max |f(t)] est une norme sur B(I,K)
€

6. Soit I = [a,b] un segment de R (a < b) et E = C(I,K). On définit pour tout f € E

b b
Iflli = / |f(t)|dt et || fll2 = / | f(t)|?dt. Ce sont des normes. Mais on ne peut
pas remplacer E par CM (I, K).

7. Soit E = C[X]. Alors N1(P) = sup |P(t)|, Na2(P Z lak| et N3(P) = max |a|
te0,1] k
(o P = Z arX") sont des normes.
k

8. Soit E = CY(I,K) ou I est un segment et zo € I. Alors les applications f
[flloc + 1 loc et f = [f(z0)| + [ £l sont des normes.

9. Un sous-espace vectoriel d’'un evn est naturellement un evn par restriction de la
norme.

10. Soit (E, N) un espace vectoriel normé. Si F' est un autre K-espace vectoriel et
f:+ E — F un isomorphisme, alors Ny : F' — RT définie par Ny(y) = N(f ' (y)) est
une norme. Pour cette norme, f est une isométrie (i.e. pour tout z € E, Ny(f(z)) =

En particulier, si A € GL,(K) et || - || est une norme sur K", alors X — ||AX]| est
une norme sur K". De méme, si || - || est une norme sur M,,(K) et que P € GL,,(K),

alors M + |[P~' M P|| est une norme.

11. Soit n € N* et ((E, N;))1<i<n une famille de n espaces vectoriels normés sur K. On
appelle espace vectoriel normé produit F1 X Ey X - - - X E, produit muni de la norme

(dite norme produit) (z1,--- ,xy,) — max N;(x;). C’est bien une norme.
<i<n

12. (A retenir) On munit M, (R) (n > 2) de son produit scalaire canonique (i.e. celui
qui rend la base canonique orthonormée). Par le théoréme de Pythagore, ||(a; ;)||*> =

Zai]" Soit (ai;), (bi ;) € Mu(R). Alors

IAB|* = Z (Zazkbk,j> < Z ( Zazk Zb% > = [lAII”|BI”

3,j=1 3,j=1

d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R"™.

Les normes sur une K-algébre qui vérifient |labl| < ||a||||b]| sont appelées normes
sous-multiplicatives. Il n’existe pas de normes sur M, (K) telle que ||AB|| = ||A||||B]|
pour tous A, B sin > 2.

Définition Soit (E,N) un espace vectoriel normé. On appelle distance associée a la
norme N la fonction d : E x E — RY définie par d(z,y) = N(x — y). La fonction d
vérifie les axiomes des distances :

(séparation) d(z,y) =0 si et seulement six =y ;
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(symétrie) pour tous z,y € E, d(x,y) = d(y,z) ;
(inégalité triangulaire) pour tous x,y,z € E, d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).
Définition Soit (E, N) un espace vectoriel normé. On appelle boule ouverte (resp. fer-

mée) de centre © € E et rayon r > 0 Uensemble B(x,r) = {y € E|d(x,y) < r} (resp.
By(x,r) = {y € E|d(x,y) < r}). On appelle sphére centrée en = de rayon r ’ensemble

{y € Eld(z,y) =1}

Remarque Le centre et le rayon d’une boule ouverte ou fermée sont uniques.

Proposition Une boule, fermée ou ouverte, est conveze.

Définition Soit A une partie non vide d’une espace vectoriel normé E. On définit la
distance de x € E a A par d(xz, A) = ingd(x,y).
ye

2 Equivalence des normes

Définition Deuz normes Ny et No sur E sont dites équivalentes s’il existe C1,Co > 0
tels que pour tout x € E, on ait Ni(x) < C1Na(x) et Na(z) < CoNy(z).

1
Remarque Ceci équivaut a l'existence de C' > 1 telle que 6N1 < Ny < CONy. Cette

relation est une relation d’équivalence sur I’ensemble des normes sur F.
La proposition suivante ne prendra de sens qu’a posteriori :

Proposition 5i Ny et Ny sont deux normes équivalentes sur E, alors ces deux normes dé-
finissent les mémes suites convergentes, les mémes fonctions continues, les mémes limites,
etc.

Remarque Pour montrer que deux normes ne sont pas équivalentes, on exhibe en général
une suite qui tend vers 0 pour 'une mais pas pour l'autre.

Exemples

n n
1. Soit E = R"™. Alors ||.||ec, ||-]|2 €t ||.||1 sont équivalentes. En effet Z || < v/ Z |z;]?

i=1

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. De plus Z |zi]? < Z |z;| (élever au carré).

=1

n n

D’autre part, max |z;| < Z |zi]? et Z |z;|? < v/nmax |x;| (majorer par le

! i=1 i=1 !

plus grand).

2. Les normes ||.||co, ||-]]2 €t ||.||1 ne sont pas équivalentes sur E = C([a,b],R). On a

bien || flli < (b —a)||flleo €t ||fll2 < Vb —al f|c par l'inégalité de la moyenne et

IIfllL < Vb — al|f|l2 par I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Pour tout n > 1, on définit la fonction f,, affine par morceaux sur [a, b] par : f,, vaut

constamment /n sur [a+(b—a)/2(n+1),b], f, est nulle sur [a+(b—a)/(n+1),b], et

fn est affine sur [(b—a)/2(n+1), (b—a)/(n+1)]. On a alors d’une part || f||cc — +00.
b—a

D’autre part, || fn|1 < /n+1 v/ndt — 0. Enfin
a

b— —a

donc ne tend ni vers 0, ni vers +oo.
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3. Les matrices (8 é) et <8 3) étant semblables pour A # 0, il n’existe pas de

norme N sur Ms(K) telle que deux matrices semblables aient toujours méme norme.

Théoréme Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors toutes les normes sur
FE sont équivalentes.

Démonstration € (Nécessite BW dans K™ pour || - ||es.) Soit (e;) base de E, et ||u|lcc = max |u;].
J
Soit N une norme sur E. Déja N < C||||. Réciproquement, par I’absurde : il existe une suite (v(n))n telle

que |[v(n)]lc = 1 et N(v(n)) < —. Par BW, quitte a extraire une sous-suite, v(n) — w. Par I'inégalité
n

1
triangulaire inversée, |[w|leo = 1. Mais N(w) < N(v(n))+N(w—v(n)) < E—FCHw—v(n)Hoo — 0. Absurde.
| 4

3 Parties bornées, applications bornées

Désormais (FE, ||.||) est un espace vectoriel normé.
Définition Une partie A de E est dite bornée s’il existe r > 0 telle que A C By(0,7).

Définition Soit X un ensemble et f : X — E une fonction. On dit que f est bornée si
f(X) est bornée dans E. On note B(X, E) l’ensemble des applications bornées de X dans
E.

Remarques

1. Une suite (u,) & valeurs dans E evn est bornée s'il existe M > 0 tel que pour tout

2. Deux normes équivalentes définissent les mémes ensembles, suites, fonctions bornées.

Proposition L’application B(X,E) — Rt définie par f + ||f|lo = sup ||f(z)|| est une
reX
norme sur B(X, F).

IT Limites et continuité des fonctions de variable vectorielle

Dans cette partie, (E,||.||g) et (F,||.||r) sont deux espaces vectoriels normés, A une
partie non vide FE.

1 Limites

Définition Un élément a € E est adhérent a A si pour tout € > 0, B(a,e) N A # 0.

Définition (limite d’une fonction) Soit f : A — F et a adhérent & A. On dit que f
converge en a vers |l € F' si

Ve>0,3n>0,(z€Aet|r—allpg<n) = |f(zx)—I||F <e.

On note | =lim f = lim f(x).

rT—a

Remarques

1. La limite si elle existe est unique.
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2. Si f converge en a, il existe une boule centrée en a sur laquelle f est bornée; on dit
que f est localement bornée en a.

3. Sia € A et que f converge en a, alors [ = f(a).

4. On peut remplacer dans la définition ||z — a||g < 7 par ||z — al]|[g < 71 et/ou
1f (@) = 1lllp < e par ||f(z) = l||lF <e.

5. On peut formuler la convergence uniquement en terme de boules : pour tout € > 0,
il existe n > 0 tel que f(A N By(a,n)) C Bf(l,e), ou méme f(Bf(a,n)) C Bs(l,e)
si 'on convient que f(X) = f(X N A) pour une partie X qui n’est pas incluse dans
A. Ou encore : pour tout & > 0, f~! (By(l,£)) contient une boule centrée en a de
rayon > 0.

6. Si on remplace |.||g (ou ||.||r) par une norme équivalente, on ne change pas la
convergence ni la limite.

Proposition (propriétés opératoires des limites) Soient f,g : A — F, \,u € K et a
adhérent a A. On suppose que f et g convergent en a vers | et I’ respectivement. Alors
Mf + pg converge en a vers N + pul’.

Proposition (composition des limites) Soit (G, ||.||¢) un espace vectoriel normé, B une
partie de F', f : A — B, g: B — G. On suppose que [ converge vers b en a adhérent a A.
Alors b est adhérent a B. Si de plus g converge en b vers ¢, alors go f converge en a vers
c. Autrement dit, li(Ilng o f = limyim, s 9.

Définition (extension des définitions aux limites en £00 ou valant +00) Ici K = R.

1. On suppose E = R et A non majorée (i.e. +00 est adhérent a A). La fonction
f A — F admet pour limite | € F' en +00 si pour tout € > 0, il existe m € R tel
que x = m et x € A implique ||f(x) — ]| <e.

2. On suppose F' = R. Soit a adhérent ¢ A et f: A — R. On dit que f admet pour
limite +00 en a si pour tout m € R, il existe n > 0 tel que x € A et ||z —allg <7
implique f(z) > m.

Proposition Soit f: A — R convergente en a. Alors
1. si f = C sur un voisinage de a, alors lim f > C';
a
2. si f > g et que g, définie au voisinage de a, converge en a, alors lim f > limg ;
a a

3. silim f =1 > 0, il existe une boule ouverte (ou fermée) B(a,r) sur laquelle f est
a

strictement positive (et méme minorée par 1/2).

2 Continuité
Définition Soit f: A — F.

1. Soit a € A. On dit que f est continue en a si f converge en a vers f(a) i.e.
Ve >0,In >0,z € A et |z —allp <n=|f(x) — f(a)||F <e.

2. La fonction f est continue si elle est continue en tout a € A.

3. La fonction f est uniformément continue si

Ve > 0,3y > 0,%(z,2) € Ax A, (o — Iz < n = | f(z) — f@)]r <©).
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4. Soit k € RT. La fonction f est k-lipschitzienne si pour tous z,x’" € A, || f(z) —
F(@)lF < kl|lz—2'||g. Une fonction lipschitzienne est une fonction k-lipschitzienne
pour un certain k.

Remarque f lipschitzienne = f uniformément continue = f continue.

Exemples
1. L’application ||.|| est continue car 1-lipschitzienne dans I’evn (E, ||.||).

2. Une application constante est continue car 0O-lipschitzienne.

Remarque La continuité est une notion locale : f est continue en x si et seulement s’il
existe € > 0 tel que la restriction de f a B(z,¢) est continue.

Proposition Soit (F, Np) un autre K-espace vectoriel normé, AC E et f: A— E.

1. Siacec A, ueKet f,g: A— F sont continues en a alors \f + pg est continue
en a.

2. Sia,peKet f,g: A— F sont continues en a alors A\f + pg est continue.

3. Les applications E x E — E, (x,y) = x+y et Kx E — E, (\,z) — Az sont
continues.

Proposition Soit B une partie de F, (G, ||.||c) un K-espace vectoriel normé et f: A —
B, g: B — G continues. Alors go f est continue.

Proposition Soit A une partie non vide de E. Alors la fonction E — E, z — d(x, A)
est 1-lipschitzienne donc continue.

Schéma de preuve € Passer au sup sur z € A dans d(z, 2) < d(z,y) + d(y, 2). >

Définition Soit A et B deux parties respectivement de E et F'. Une fonction f: A — B
est un homéomorphisme si f est continue, bijective, de réciproque continue.

Exemple Sia € F, la translation z — z+a de E dans lui-méme est un homéomorphisme.

3 Continuité des applications linéaires
Proposition Soit E, F deuz K-espaces vectoriels normés et f € L(E,F). On a équiva-
lence entre

1. f est continue en 0;

2. f est continue;

3. f est uniformément continue ;
4. f est lipschitzienne ;
5

. Uensemble {||f(x)||/||lx]| | x # 0} est borné, i.e. il existe k > 0 tel que pour tout
ze B, [|f(x)| <Kzl ;

. [ est bornée sur la sphere unité, i.e. 'ensemble {||f(y)| | ||y|| = 1} est borné.

<X D

. limage par f d’une partie bornée est bornée.

Schéma de preuve €4 Tout découle de ’homogénéité et la linéarité. On a facilement que chaque
propriété implique la précédente. Pour (1) = (7), si € > 0 est fixé et que f(B(0,1)) C B(0, M), alors
F(B(0,n)) € B(0,<) o n = Me. >

Exemples
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1. (HP, mais & connaitre impérativement) Si f : E — F est continue, le réel |||f]|| =

I/ (@)

sup ————— = sup |/f(z)||r s’appelle la norme subordonnée (relativement aux
w20 zllE llzll =1

normes sur F et F') ou norme triple de f. L’application f — ||| f]|| est une norme.
Si de plus f,g € L(E) sont continues, |||f o g||| < |[|f]II| - llglll-

En particulier, toute K-algébre L(F) avec E de dimension finie admet des normes
sous-multiplicatives.

2. Soit E = C([a,b],K) muni de la norme ||.||s. Alors la forme linéaire / E - K
est continue, car (b — a)-lipschitzienne par llnegahte de la moyenne. De méme,
l'application ® : E — E, f — F ou F(x / f(t)dt est continue car (b — a)-

lipschitzienne.
3. On munit C([a, ], K) et C*([a, b], K) de la norme ||.||oo. L’application D : C*([a, b], K) —

C(la,b],K), f + f' n’est pas continue : I'application sy : x — sin(A\x) est de norme

1 (pour A # 0), mais [|[D(sy)]|cc = A
4. La dérivation sur R[X] ou C[X] n’est pas continue pour les deux normes Z ap Xt —

k
k nj _ ny/ || —
max [a| et D apXF ) ag| car [|X7] = 1et [|(X)]| = n.
k k

+o0
ZP(”) (0)2, associée au pro-
n=0

5. Soit R[X] muni de la norme euclidienne ||P| =

duit scalaire (P|Q) = ZP 0). Pour cette norme, la dérivation est 1-

lipschitzienne car ZP(") (0)? < ZP(") (0)%, donc continue. Remarquer que la

n=1

n
base ('> est orthonormée pour le produit scalaire (|).
n! ),

6. Si B : E x F — G est bilinéaire et bornée sur la boule unité de £ x F' (pour la
norme produit), alors B est continue. (La réciproque est vraie.)

4 Suites convergentes dans un espace vectoriel normé

Définition Soit (E,|.||) un K-espace vectoriel normé. La suite (uy), a valeurs dans E
converge vers | € E si pour tout e > 0, il existe N € N tel que sin > N, alors ||u, —1|| < e.
Autrement dit, a partir d’un certain rang, u, appartient a B(l,€).
Ou encore : pour tout € > 0, l’ensemble {n € N|u,, ¢ B(l,e)} est fini.

Remarque (Interprétation de la convergence uniforme en terme de norme.) Soit X un
ensemble non vide quelconque et E = B(X,K). La suite de fonctions (f,,) d’éléments de
E converge uniformément vers g € E si et seulement si elle converge vers g pour la norme
|-|lco- Autrement dit, ||f,, — gllco tend vers 0. (Mais la convergence simple n’est pas — en
général — une convergence en norme.)

Vocabulaire Soit I un intervalle non vide de R, E = £(I,K) et (f,,) une suite d’éléments
de E. On dit que (f,) converge vers g € E en moyenne si /|fn — g| converge vers 0, i.e.
|| fn — gll1 tend vers 0. De méme, on dit que (f,) converge vers g en moyenne quadratique

dans £%(I,K) si /\fn — g|? converge vers 0, i.e. || fn — g||2 tend vers 0.
I
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Comme pour les suites & valeurs dans K :

Proposition 1. Si\pu €K, (uyp), (vy) convergentes resp. vers 1 et l', alors (Au, +
poy) converge vers Al + ul’.

2. L’ensemble des suites convergentes de EY est un sous-espace vectoriel.

3. Si (up) converge vers l, toutes ses sous-suites convergent aussi vers l.

Proposition (caractérisation séquentielle de la continuité) Soit A C E, a € A et f :
A = F ou E,F sont deur K-espaces vectoriels normés. Alors [ est continue en a si et
seulement si pour toute suite (u,) € AN qui converge vers a, on a que (f(up))n converge

vers f(a).

Proposition Soit N et N’ deuz normes équivalentes sur E et (u,) € EN. Alors (uy)
converge vers | € E pour la norme N si et seulement si (u,) converge vers | € E pour la
norme N'.

Remarque (Intérét de I’équivalence des normes) Vue la caractérisation séquentielle de la
continuité, on ne change pas la continuité d’une application f : E — F entre deux espaces
vectoriels normés en remplacant les normes sur £ et F' par des normes équivalentes.

En particulier, sur un K-espace vectoriel normé de dimension finie, on n’a pas besoin
de chotsir une norme pour parler de convergence de suites, de limites, de continuité...

Définition Soit E un espace vectoriel normé et (up) € EN. On dit que © € E est une
valeur d’adhérence de (uy,) s’il existe une sous-suite qui converge vers x. On note Adh (uy,)
l’ensemble des valeurs d’adhérence de (uy).

Certaines propriétés des suites réelles et complexes se transposent sans difficulté. Par
exemple :

1. Une suite qui posséde au moins deux valeurs d’adhérence diverge.
2. Une sous-suite d’une suite convergente converge vers la méme limite.

3. Si (u2n) et (ugn+1) convergent vers la méme limite [, alors (u,) converge vers [.

Proposition Soit E un espace vectoriel normé et (u,) € EV. Alors x € Adh (uy,) si et
seulement si
Ve > 0,VN € N,3n > N tel que ||u, — || <e.

Exemple L’ensemble des valeurs d’adhérence de (ei‘/ﬁ) dans C est U.

Proposition (Convergence dans un espace normé produit) Soit E l’espace vectoriel normé
produit By X Ey X --- X E,. On note m; : E — E; la i¢ projection canonique. Alors
1. Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé. L’application f : A — E
est continue si et seulement si les n fonctions w; o f sont continues.

2. La suite (uy) € EY converge si et seulement si (m;(ug)) converge pour tout i.

Proposition (Convergence dans un espace de dimension finie) On suppose E de dimen-
sion finie et (ex)1<p<a une base de E. Soit (u(n)), € EN. On écrit u(n) = ui(n)ey + - +
ug(n)eq. Alors (u(n)) converge vers | = lie; + -+ + lgeq si et seulement si pour chaque
ke [1,d], (ug(n))n converge vers ly,.

Définition Soit E un espace vectoriel normé, (uy), (v,) € EN et (ay,) € (RT)N. Alors
— up = O(an) st ||un| = O(ay) ;
— up = o(ay) si||un| = olay) ;
— Up, ~ Uy ST Uy — Uy = 0(||uy]]). (~ est une relation d’équivalence.)
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5 Séries dans un espace vectoriel normé

Définition Soit (u,) € EN. On dit que la série Zun converge absolument dans E si

Z |un|| converge.

Proposition On suppose E de dimension finie. Soit (u,) € EN tel que la série Zun

converge absolument. Alors g Uy converge.

Schéma de preuve € Choisir une base puis la norme infinie associée permet de se ramener au cas de
R. >

1
Proposition Soit M € My4(K). La série Z—‘M" converge absolument. On appelle
n!

+oo
. ) 1
exponentielle de M € My(K) la matrice exp M = eM = Z —M".
— nl
Schéma de preuve « Choisir une norme sous-multiplicative. | 2

Remarque On a I’énoncé équivalent dans L(E) ou E est un K-espace vectoriel de di-
mension finie.
Exemple

1. Si A = Diag(A1,...,\p), alors exp A = Diag(e)‘l, e e)‘").

2. Exponentielle d'une matrice triangulaire, nilpotente.

3. SifeL(E),expfeK[f]. En particulier, il existe P € K[X] tel que exp f = P(f).

(Mais ce P dépend de f.)
4. Sip € L(E) est un projecteur, alors expp vaut eldpy, sur Imp et Idker, sur Kerp.

e _1A.

5. Soit A la matrice dont tous les coefficients valent 1. Alors e = I,, +

0
t
(Analyse : M dgz, de trace nulle, de méme vecteurs propres que exp M sur C.)

6. Exponentielle de ( _0t> Résolution de exp M = Ry dans M3(R) ou 0 € R.

6 Continuité des fonctions de plusieurs variables

Proposition Soient E,F deur K-espaces vectoriels de dimensions finies, (ej)i1<j<p €t
(€i)1<i<n des bases de E et F respectivement.

1. Soit (u) € EN. Alors (ug) converge si et seulement si coordonnées dans la base
(ej)1<j<p convergent. En particulier la convergence des coordonnées ne dépend pas
de la base choisie.

2. Soit ACEetf:A— F. On écrit f(z)= Zfz(l‘)&z Alors f est continue si et
i=1

seulement ses fonctions coordonnées f; dans la base (&;)1<i<n Sont continues.
3. Soit f € L(E,G) ot G est un K- evn . Alors f est continue.

4. Soit (z1,...,zy) un systéme de coordonnées sur E a valeurs dans K. Une fonction
de E dans K est polynomiale (& n variables) si elle polynomiale en les xy, ; autre-
ment dit, si elle est combinaison linéaire de fonctions de la forme (x1,...,xx) —

e xom avee ay, ..., an € N. (Ceci ne dépend pas du choiz du systéme de coor-

données choisis.) Les applications polynomiales sont continues.
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5. Les applications linéaires, bilinéaires et plus généralement multilinéaires entre K-
espaces vectoriels de dimension finie sont continues.

Corollaire Le produit matriciel dans My, (K) et la composition dans L(E) (avec E de
dimension finie) sont continus.

Exemples
. Si P € K[X], alors A — P(A) dans M,,(K) est continue.
. Soit A € M,,(C). Montrer que detexp A = e™ A En particulier e? est inversible.

w N =

. L’application A — x4 est continue sur M, (K) car ses coordonnées sont polyno-
miales en les coefficients de A.

4. Si E, F sont de méme dimension finie et f : F — F est un isomorphisme, alors
c’est un homéomorphisme.
5. (Exercice corrigé.) Soit f € C"(R,R) telle que f et f™ sont bornées. On pose My =
sup | f| et M,, = sup |f™|. Montrons que les dérivées intermédiaires f/, f”, ..., f=1
R R

sont aussi bornées.

On pose X, = (f(z), f'(z),... ,f(”*l)(a:)). Il s’agit de montrer que X, est borné
pour la norme infinie, i.e. pour toute norme. On fixe n réels distincts hq, ..., hy,.
D’aprés I'inégalité de Taylor-Lagrange a l'ordre n, on a pour tout k € [1,n],

2 n—1

, h I h . K n
| f(@)+h f (m)+7’“f (a:)—i—...—kﬁf( Df(z)] < |f(x+hk)|+;’?Mn < Mo+;’§Mn.

Wl
On pose A = G = i e M,(R) et

2¥)

h2 hn—l
Y, = (f(x) + hef'(z) + ?kf//(a;) 4o ﬁf(n,l))

9
1<k<n

de sorte que AX, = Y, ou encore X, = A7'Y, car A est inversible en tant que
matrice de Vandermonde (quitte a factoriser chaque ligne). Donc la famille (X, )zer
est bornée en tant qu’image de la partie bornée (Y, ), par A linéaire donc continue,
et ses coordonnées aussi.

(On pouvait aussi dire que la norme X |A7 X ||s0 est une norme équivalente &
||.llc0 — car M, 1(R) est de dimension finie —, et donc qu'il existe C' > 0 tel que
A X |so < C||X||oo. Appliqué en Yy, ceci permet de conclure.)

IIT Topologie

Dans cette partie, (E, ||.||) est un evn .

1 Ouverts

Définition Une partie A de E est un ouvert (de E) si pour tout x € A, il existe r > 0
tel que B(a,r) C A.

Proposition 1. () et E sont des ouverts.

2. Une réunion quelconque d’ouverts est ouverte.
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3. Une intersection finie d’ouverts est ouverte.

4. Une boule ouverte est ouverte.

Proposition Soit E, F deur evn et f: E — F. Alors f est continue si et seulement si
pour tout owvert U de F, f~H(U) est un ouvert de F.

Schéma de preuve « Ecrire la définition de la continuité avec des boules. >

Proposition Le groupe GL,(K) est un ouvert de My (K).
Si E est un evn de dimension finie, alors GL(E) est un ouvert de L(E).

Schéma de preuve € Le groupe GL, (K) est I'image réciproque de 'ouvert K* de K par 'application
continue det. >

Remarque Un homéomorphisme entre E et F' induit une bijection entre les ouverts de
F et ceux de F.

Exemple Le seul sous-espace vectoriel ouvert de E' contenant un ouvert non-vide de E
est F lui-méme. (Considérer des petites bases.)

2 Fermés

Proposition Soit A une partie de E. Les deux propositions sont équivalentes :
1. le complémentaire A° de A dans E est un ouvert ;
2. toute suite (up)y d’éléments de A convergente dans E a sa limite dans A.
Une partie vérifiant ces propriétés est dite fermée.
Schéma de preuve €« Pour 1 = 2. Soit | € A° et ¢ > 0 tel que B(l,e) C A°. Alors toute suite

(un) dans E" qui converge vers [ est dans A° a partir d’un certain rang. A fortiori, les suites dans A"
convergentes ont leur limite dans A.

Pour 2 == 1. Par contraposée. Par définition, il existe un [ € A° tel que pour tout n € N*, il existe
un € B(l,1/n) N A. Donc u, — [ avec (u,) € A" et | ¢ A. >

Remarque Le fait pour une partie A d’étre ouverte ou fermée est une notion relative :
cela dépend de I'espace dans lequel on regarde A. Par exemple, U'intervalle |0, 1] est ouvert
dans R, mais n’est pas ouvert dans C.

De méme, si £ = B([0,1],R) et F' = CM(][0,1],R) sont muni de la norme uniforme,
alors F est fermé dans lui-méme, mais n’est ni fermé ni ouvert dans F.

Proposition Soit E, F deur K-espaces vectoriels normés et f : E — F. Alors f est
continue si et seulement si pour tout fermé B de F, f~1(B) est un fermé de F.

Schéma de preuve « Ona f'(B°) = (f~'(B))". >

Proposition 1. 0 et E sont des fermés.

2. Tout singleton {x} est fermé.
Une intersection quelconque de fermés est fermée.
Une réunion finie de fermés est fermée.

Un ensemble fini est fermé.

S S e

Une boule fermée est fermée.
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Proposition Deux normes équivalentes sur un K-espace vectoriel définissent les mémes
ouverts et les mémes fermés.

Proposition Un sous-espace vectoriel V' de dimension finie de E est fermé.

) s N
Schéma de preuve €« On peut fixer une base de V' et la norme || - || associée. Si (un) € V' converge
vers | dans F, alors ses coordonnées admmettent une extractrice commune convergente. Cette sous-suite

converge dans V, vers [. >

Exemples

1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Les sous-espaces vectoriels de E
sont fermés. En particulier 'espace des matrices symétriques (resp. antisymétriques,
triangulaires supérieures, diagonales) est un fermé de M,,(R).

2. () et E sont les seules parties a la fois ouvertes et fermées de E. (Prendre la fonction
caractéristique de U et obtenir une contradiction avec la convexité.)

3. Si f: R — R est continue, alors {x € R|f(z) = 0} est un fermé. En particulier, si
cet ensemble est majoré, il admet un maximum (i.e. la borne sup est atteinte).

4. SL,(R) est un fermé de M, (R).
5. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors ’ensemble des endomorphismes
nilpotents de L(E) est un fermé.
On rappelle :
Définition Un élément a € E est adhérent a A si pour tout € > 0, B(a,e) N A # 0.

Remarque Le point z est adhérent & A si et seulement s’il existe une suite dans A qui
converge vers .

Définition Soit A une partie de E.
1. L’ensemble des points adhérent & A s’appelle Uadhérence de A, noté A.
2. Un point a € A est dit intérieur a A s’il existe r > 0 tel que B(a,r) C A ; autrement

o
dit, A est un voisinage de a. On note A Uintérieur de A.

3. On appelle frontiere de A l'ensemble FrA = A\ A.

Proposition Soit A une partie de E. Alors A est le plus petit fermé pour Uinclusion
contenant A. En particulier, A est fermé si et seulement si A = A.

Schéma de preuve €4 Déja A C A. De plus, quasiment par définition, A° est ouvert, donc A est fermé.

Enfin, si B fermé contient A, il contient aussi les limites de suites dans A, donc A. | 4

Exemples

1. {I/n|n € N*} = {1/n|n € N*} U {0}.

2. L’adhérence d’un sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel.
3. L’adhérence de B(a,r) est By(a,r).
4

. Soit E = C([0,1],R) et F' le sous-espace constitué des fonctions s’annulant en 0
et 1. Pour la norme infinie, F' est fermé dans FE, i.e. F = F. Pour la norme de la

convergence en moyenne, F' = F.

Remarques

o8



1. Si B est un fermé contenant A, alors B D A. Si B est un ouvert inclus dans A, alors
[¢]
B C A.
2. Le point x est adhérent & A si et seulement d(z, A) = 0.

3. OnaAd=Aet A=A

4. Une partie B est fermée si et seulement si Fr B C B.

5. Soit (u,) € EY. Ne pas confondre {u,|n € N} et Adh (u,). (Prendre u, = 1/n.)
Adh (uy,) est fermé.

Remarque Un homéomorphisme f : A — B induit une bijection entre les ouverts (et les
fermés) de A et ceux de B.

3 Topologie relative

On définit ici les ouverts et fermés d’une partie A de E evn .

Définition Soit A une partie de E.

1. On appelle fermé (relatif) de A toute partie de la forme F N A ou F est un fermé
de F.

2. On appelle ouvert (relatif) de A toute partie de la forme U N A ou U est un ouvert
de E.

Proposition Soit A une partie de E, f : A — F une fonction. Alors f est continue si
et seulement pour tout owvert U de F (resp. tout fermé B de F), f~Y(U) est un ouvert
(relatif) de A (resp. fermé (relatif) de A).

Exemple

1. L’ensemble des matrices diagonales a coefficients strictement positifs est un fermé

(relatif) de GL,(R). (Mais pas de M,,(R).)

2. L’ensemble V. des matrices de rang < 7 est un fermé de M, (K). L’ensemble des
matrices de rang exactement r est un ouvert (relatif) de V;.

4 Voisinages

Définition Soit A une partie de E et x € A. Une partie V est un voisinage de x dans A
s’il existe v > 0 tel que V contient B(x,r) N A.
Autrement dit, V est un voisinage de x dans A s’il contient un ouvert de A contenant x.

Remarque On peut réciproquement caractériser les ouverts a partir des voisinages : une
partie X est ouverte si et seulement elle est voisinage de chacun des ses points.

Définition Soit A une partie de R. Une partiec V de A est un voisinage de +0o dans A
si elle contient une partie de la forme AN [M,+oo[ ou M € R.

On peut reformuler élégamment la notion de limite avec les voisinages : la fonction

f converge vers b en a si et seulement si, pour tout voisinage V de b, I'image réciproque
f71(V) est un voisinage de a, valable méme si a ou b vaut 4oco.
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5 Densité
Définition Soit A, D deux parties de E. On dit que D est dense dans A si D D A.

Proposition (caractérisation séquentielle de la densité) Soit A, D deux parties de E.
Alors D est dense dans A si et seulement si tout élément de A est limite d’une suite
d’éléments de D.

Schéma de preuve € Sia € A, B(a,1/n) N D # () pour tout n > 1. >

Proposition Soit A et B deux parties de E et F' respectivement. Soit f : A — B continue.
Si D est une partie dense dans A, alors f(D) est une partie dense dans f(A).

Schéma de preuve € Siy = f(z) € f(A), alors y = lim f(un) ol up, — a et u, € D. >

Remarque La densité est une notion intrinséque, i.e. non relative, bien que ’adhérence
soit une notion relative.

Proposition Le groupe GL,(R) est un ouvert dense de M, (R).

1 -
Schéma de preuve € La matrice M + %In est inversible pour tout k£ € N* assez grand. | 4

Exemples

1. (Théoréme de structure des sous-groupes de R.) Un sous-groupe de R est soit dense,
soit de la forme oZ.

2. L’espace &([a, b],K) est dense dans CM([a, b], K) pour la norme uniforme.

3. L’ensemble des matrices diagonalisables de M,,(C) est dense dans M,,(C).
L’ensemble des matrices diagonalisables de M,,(R) n’est pas dense dans M,,(R).

Proposition Soit D une partie dense de A et f,g: A — F continues. Si f et g coincident
sur D, alors f = g.

Schéma de preuve € Soit a € A et u, € D tels que u, — a. Alors f(un) — f(a) et g(un) — g(a),
avec f(un) = g(un). >

Remarque Le théoréme de Weierstrass est un théoréme de densité.

Exemples Applications de la densité.

Un morphisme continu de R dans R est de la forme z — ax o o € R.
Si A, B € M, (K), alors Com(AB) = Com A Com B.

Si A, B € M,(K), alors xap = XBA-

Définition de I'intégrale de Riemann.

Il n’existe pas de norme N sur M, (C) telle que N(PAP~') = N(A) pour toute
matrice A € M,,(C) et toute P € GL,(C).

A
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6 Compacité

Définition Une partie A de E est compacte si toute suite d’éléments de A admet une
valeur d’adhérence dans A.

Proposition Un compact est fermé borné.

Schéma de preuve € Fermé : si (u,) € K N est une suite convergente dans F, elle admet une sous-suite
dont la limite est dans K, qui n’est autre que lim ur,.

Borné : Par I’absurde. Sinon, il existe une suite (u,) dans K" telle que |[u,|| > n. Elle n’admet aucune

sous-suite convergente. >

Proposition Si E est de dimension finie, les compacts sont exactement les fermés bornés.

Schéma de preuve € On fixe une base et la norme infinie associée. On conclut par Bolzano-Weierstrass
dans K?. >

Proposition On suppose E de dimension finie et (u,) € EY bornée. Alors (uy) converge
si et seulement si (uy) admet une unique valeur d’adhérence.

Schéma de preuve € Elle en admet une [ par BW. C’est nécessaire. C’est suffisant car si elle ne
converge pas, il existe € > 0 tel que {n|d(un,l) < €} est infini. D’otl une deuxiéme valeur d’adhérence. »
Exemples

1. Un segment est compact. Plus généralement, une boule fermée d'un evn de dimen-
sion finie est compacte.

2. En dimension infinie, les boules ne sont pas compactes. Par exemple, dans l2(N ,R),
la suite de suites (u(n)), ot ug(n) = d, % est une suite dans la boule fermé unité

qui n’admet aucune valeur d’adhérence : si n # p, ||u(n) — u(p)||2 = V2.

3. On suppose E euclidien. Les groupes O(F) et SO(E) (et donc O,(R) et SO, (R))
sont compacts.

4. Soit w, une suite convergente dans E vers [. Alors K = {u,|n € N} U {l} est
compact. (Tout suite dans K est de la forme (uy,,)), et on distingue selon que ¢
est bornée ou non.)

5. Soit u, une suite bornée dans E de dimension finie. Alors Adh(uy,) et {uy|n €
N} U Adh(u,) sont compacts.

Proposition 1. Tout fermé d’un compact est compact.
2. St A (resp. B) est un compact de E (resp. F') alors A x B est un compact de E x F.

3. Une intersection quelconque de compacts de E est compacte.

Proposition Soit A une partie de E, K un compact de A et f : A — F. Alors f(K) est
compact.

Schéma de preuve « Soit (y») une suite dans f(K). Alors il existe (x,) suite dans K telle que
Yn = f(xn). Mais alors il existe une sous-suite (z,(,)) qui converge vers a dans K. Ainsi, (y,(n)) converge

vers f(a), qui appartient & f(K). >

Remarque En général, 'image d’un fermé (ou d’un ouvert) par une application continue
n’est pas fermée (resp. ouverte). L’image réciproque d’un compact n’est pas compacte.

61



Corollaire (théoréeme des bornes atteintes) Soit f : K — R continue avec K compact.
Alors f est bornée et ses bornes sont atteintes.

Théoréme de Heine Une fonction continue sur un compact est uniformément continue.

Schéma de preuve € Par l'absurde et caractérisation séquentielle de 'uniforme continuité, il existe
e > 0 et deux suites (z,) et (yn) telles que |zn, — yn| — 0 avec |f(zn) — f(yn)| > €. Quitte & extraire une

sous-suite, () converge vers a € K, donc (y») aussi, donc |f(zn) — f(yn)| tend vers 0. Contradiction. P

Applications :
1. Toutes les normes sur un espace vectoriel de dimension finie sont équivalentes.
2. Une preuve du théoréme fondamental de 1'algébre.
3. Applications dilatantes d’'un compact.
4

. Théoréme des compacts emboités (HP) Soit (K;)ien une famille décroissante

de compacts non vides de E. Alors ﬂ K; est non vide. Si de plus le diamétre de K;
€N
tend vers 0, alors ﬂ K; est un singleton.
€N
5. Le théoréme de Dini.

6. Recouvrement d’un compact par des boules de rayon € > 0. Tout compact contient
une suite dense.

7 Connexité

Définition Une partie A de E est dite connexe par arcs si pour tous xg,r1 € A, il
existe une application continue (appelé chemin continu) c : [0,1] — A tel que ¢(0) = xo et
C(l) =T.

Remarque Par reparamétrage, il est équivalent de supposer qu’il existe un chemin continu
deéfini sur [a, b] (avec a < b) dans A avec c(a) = x et ¢(b) = x;.
Exemples

1. Un convexe est connexe par arcs.

2. Les connexes par arcs de R sont exactement les intervalles. Les connexes par arcs
de Q sont les singletons et I’ensemble vide.

3. Si A, B sont parties de E connexes par arcs telles que AN B # (0, alors AU B est
connexe par arcs.

4. Soit X une partie finie de C. Alors C\ X est connexe par arcs.

Proposition Soient A, B deux parties connexes par arcs respectivement dans E et F.
Alors A x B est connexe par arcs dans ' x F.

Schéma de preuve <« Si ¢, ¢z sont continues sur [0, 1], alors ¢ — (c1(t), c2(t)) est continue. >

Remarque La connexité par arcs n’est stable ni par réunion, ni par intersection.

Proposition Soit A un connezxe par arcs dans E et f: A — F continue. Alors f(A) est
un connexe par arcs.
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Schéma de preuve « Si ¢ est continue, f o c aussi. >

Exemples
1. GL,(R) n’est pas connexe par arcs.

2. GL,(C) est connexe par arcs. (Méthode 1 : pivot de Gauss. Méthode 2 : considérer
un chemin z tel que det ((1 — 2)A + 2B) ne s’annule pas.)

3. L’adhérence d’un connexe par arcs n’est pas nécessairement connexe par arcs :
considérer par exemple (zsin1/z),~o. Son intérieur non plus.

Remarque Soit f : A — B un homéomorphisme de A dans B et X C A. Alors X est
compact (resp. connexe, resp. dense dans A) si et seulement si f(X) est compact (resp.
connexe, resp. dense dans B). Mais le caractére borné n’est pas préservé en général : |0, 1]
est homéomorphe a R.

Définition (HP - composante connexe par arcs) Soit A une partie non vide de E et
x € A. La composante connexe par arcs de x (dans A) est l'ensemble des y € A tel qu’il
existe un chemin continu dans A entre x et y.

Exemple Si E est un R-espace de dimension finie et H un hyperplan de E. Alors E'\ H
a deux composantes connexes par arcs.

Application de la connexité : Si A est connexe par arcs et B C A est un ouvert et fermé
(pour la topologie relative), alors B = A ou (). En particulier, F et () sont les seuls ouverts
fermés de F.

IV  Fonctions de la variable vectorielle et arcs paramétrés

Dans cette partie, E et F' sont deux K-espaces vectoriels normés de dimensions finies.
On étend les propriétés classiques de la dérivation et de 'intégration aux arcs paramétrés,
i.e. aux fonctions f : I — F ou [ est un intervalle de R.

1 Suites et séries de fonctions de variable vectorielle

Soit A une partie non vide de F. Les énoncés sur les suites et séries de fonctions se
généralisent sans difficulté aux suites et séries entre espaces vectoriels normés de dimensions
finies.

Définition La suite de fonctions (f,) € (FA)N converge simplement si pour tout x € A, la
suite (fn(z)) converge. En cas de convergence, la fonction g € F4 définie par x — lim fn(z)
n

s’appelle la limite simple de (fy).

Définition Soit (fy)n une suite de fonctions de A dans F. On dit que la suite (fn)n
converge uniformément vers g : A — F si

Ve > 0,IN e N,Vn > N,Vz € A, || fu(z) — g(2)| < e.
La fonction g est la limite uniforme de la suite (fn)n.

Remarque

1. La convergence uniforme implique la convergence simple.
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2. On peut interpréter la convergence uniforme avec la norme ||.||oc sur B(4, F) : (fn)n
converge uniformément vers g si

Ve > 0,IN € N,Vn = N, || fn — 9llco < e.

Remarquer que || fn, — g||co peut ne pas étre défini pour des petites valeurs de n, car
la fonction f, — g peut ne pas étre bornée.

n
Exemple Soit f,(z) = (1 + E) . Alors (f,) converge uniformément sur tout compact
n

vers €.

On dispose encore du théoréme de la double limite et de ses conséquences :

Proposition (théoréme de la double limite) Soit (f,), une suite de fonctions de A
dans F qui converge uniformément vers g et a € A. On suppose que chaque fonction f,
admet une limite finie l,, en a dans F. Alors la suite (I,) converge, la fonction g admet
une limite finie en a et 1i1£n I = lilrzng, En particulier,

lim lim f,(x) = lim lim f,(x).

n—+oo r—a T—a n—-+oo

Schéma de preuve € Repasser aux coordonnées. [

Corollaire Soit (fy,), une suite de fonctions continues de A dans F qui converge unifor-
mément vers g. Alors g est continue.

Corollaire Soit (f,)n une suite de fonctions continues de A dans F telle que an
n

converge uniformément vers S. Alors S est continue.

Remarque Dans les deux énoncés précédents, on n’a pas besoin de la convergence uni-
forme sur tout A : la convergence uniforme sur un voisinage de a dans A suffit.

Définition Soit (fy,), une suite de fonctions de A dans F.
1. La série de fonctions an converge absolument si la série de fonctions Z Il frll

converge simplement, i.e. (Z an(a:)H) converge pour tout x € A.
n

2. La série de fonctions g fn converge mormalement si la série numérique positive

> lfnlloo converge, ot || flloe = sup || f(2)]].
€A

Remarque OnaCN = CA = CSet CN = CU = CS. Ces convergences ne dépendent
pas du choix des normes sur F et F'.

Proposition L’application exponentielle de My(K) dans lui-méme est continue.

Schéma de preuve €« On a convergence normale sur toute By (0, R), donc sur toute By(a,r) et donc
continuité en a. >
Remarque On a l'énoncé équivalent dans L(E).

Exemple On munit M, (K) d’une norme sous-multiplicative. Montrer que 'application
oo
f:B(0,1) - M,(K), M — ZMk est continue et coincide avec M +— (I, — M)t

k=0
(Bonus : quelle est le domaine de définition de f7?)
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2 Intégrales des fonctions a valeurs vectorielles

Soit I un segment de R. La théorie de I'intégration des fonctions de I dans K s’étend
sans grande difficulté aux fonctions de I dans F.

Définition Soit B = (ey1,...,ep) une base de E.

1. Une fonction de I dans E est continue par morceaux si ses fonctions coordonnées
fi,--., fp dans la base B sont continues par morceaus.

2. On appelle intégrale de f : I — E continue par morceaux le vecteur de coordonnées

(/Ifk> dans FE. On note/jf:é(/lfk)ek, ou si I = la,b], /abf:/abf(t)dt

Proposition — Le fait d’étre continue par morceaux ne dépend pas du choix de B.

f ne dépend pas du choiz de la base B.
I

Proposition Soit f: I = [a,b] — E continue par morceauz.

1. L’application g — /g est linéaire de CM(1, E) dans E.
I

2 Sz‘ue[a,b],/aufjt/ubf:/abf.

3. Si oy est une suite de subdivision de [a,b] dont le pas tend vers 0 et S,, une somme

de Riemann associée & oy, alors S,, converge vers / f.

" OnaH/f Jdt]| < /Hf ldt < (b— a)[f]oo-

Schéma de preuve « Pour (4). C’est vrai pour une fonction en escalier comme on le vérifie. Soit

maintenant xr = a + k(b — a)/n pour 0 < k < n, puis ¢n(t) = f(zx) si ox <t < Tp41 et gon( ) = f( ).

Donc (¢n) est une suite de fonctions en escalier sur [a,b] & valeurs dans E telles que / Pn — / I

a

(Somme de Riemann & gauche dont le pas tend vers 0.) Mais ||, || est aussi en escalier et / lon (t)]|dt
b b “
est une somme de Riemann pour ¢ — || f(¢)||. Donc / lon (t)]|dt — / || f(t)||dt. En passant & la limite

b b
dans ||/ pn(t)dt]] < / lln(t)]|dt, on a ce qu’on voulait. >
a a

Proposition Soit f,, une suite de fonctions continues sur lUintervalle J de R qui convergent

t i
uniformément sur tout segment de J vers g et tg € J. Si Fy(t) = fn et G(t) = / g,
to to
alors (Fy,) converge uniformément sur tout segment vers G.

Schéma de preuve € Repasser aux coordonnées. >

Proposition Soient A une partie non vide de E, I un intervalle et f : A x I — F une
fonction. On fixe une norme sur ' et on suppose que

1. pour toutt € I, x — f(x,t) est continue sur A ;
2. pour tout x € A, t — f(z,t) est continue par morceauzx sur I ;

3. il existe une fonction ¢ : I — R intégrable telle que pour tout x € A, ||f(x,-)|| < ¢.

Alors lapplication g : x — /f(x,t)dt est bien définie et continue sur A.
I

Schéma de preuve « Utiliser la caractérisation séquentielle de la continuité, ce qui permet de se

ramener au théoréme de convergence dominée usuel. | 4
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3 Dérivation des fonctions a valeurs vectorielles

Soit I un intervalle de R et (G, ||.||) un K- evn de dimension finie.

Définition Une fonction f: I — E est dérivable en tg € I si f admet un développement
limité a Uordre 1 en ty. Autrement dit, il existe xo,x1 € E tel que f(t) = xo+ (t —to)x1 +
o(t — to).

Remarques

1. Le terme o(t — ty) est a valeurs dans E et désigne une fonction g(t) telle que
g(t)/(t —tg) — 0 quand t — tp.

2. On a de méme la notion de dérivabilité a droite et a gauche. On définit aussi les
fonctions de classe C*, C*°.

Proposition 1. Soit f : I — E dérivable et L : E — F linéaire. Alors L o f est
dérivable et (Lo f) (t) = L(f'(t)).
2. Sotent f : I — E et g: I — F dérivables, et B : E x F — G bilinéaire. Alors
t = B(f(t),9(t)) est dérivable et B(f(t),9(t))" = B(f'(t),9(t)) + B(f(t),d'(t)).

Exemple Si F' est euclidien et f : I — F dérivable et ne prend pas la valeur 0, alors

SO @)

t — || f(t)]| est dérivable et de dérivée
£ @]

Proposition Soit k € NU {oc0}.
1. Une combinaison linéaire de fonctions dérivables est dérivable.
2. L’ensemble CF(I, E) est un K-espace vectoriel.
3. Si A est une K-algebre de dimension finie, alors C*(I, A) est une K-algebre.

t
Proposition Soit f: 1 — E continue, alors t — / f est de classe C' et de dérivée f.
a

Proposition (Inégalité des accroissements finis) Soit f € C1(I, E). Alors pour tous a < b
de I,

1£®) = f(@)l < b= alllf'lloc o) = |b— al qup I1£1]-

b
Schéma de preuve € f(b) — f(a) = / f'(t)dt. >
Remarque Si E n’est pas de dimension 1, on n’a pas en général d’égalité des accroisse-

ments finis. Considérer pour un contre-exemple ¢ — e’ sur [0, 27].

Proposition (Formule de Taylor-reste intégral)
Soit f: I — E de classe C" et a,b e I. Alors

n _ )k b
F(b) = Z (b = ) f(k)(a) + :L'/ (b— S)nf(nﬂ)(s)d&

k=0 a

Schéma de preuve « Intégration par parties. Ou repasser aux coordonnées. | 4
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Proposition (Inégalité de Taylor-Lagrange)
Soit f: I — E de classe C"! et a,b e I. Alors

" (b—a)k 1
Hf(b) - 0@ | < el
k=0
Schéma de preuve €4 Majorer le reste intégral. | 2

Proposition (Formule de Taylor-Young)
Soit f: 1 — E de classe C" et t,tg € 1. Alors

n _ k
HOEDY @kfo)f(’“) (to) + o((t — to)").

k=0

Schéma de preuve € Repasser aux coordonnées. >

Proposition Soit (f,,) une suite de fonctions de C*(I, E).

1. On suppose que (f) converge simplement vers g et que (f)) converge uniformément
sur tout segment de I vers h. Alors g est de classe C* et ¢’ = h.

2. On suppose que an converge simplement vers S et que fo] converge unifor-

mément sur tout segment de I vers U. Alors S est de classe Ct et 8" =U.

Schéma de preuve € Repasser aux coordonnées. >

Remarque Comme pour les fonctions a valeurs réelles, on peut étendre ce théoréme aux
suites et séries de fonctions de classe CP sous 'hypothése de convergence simple des f,(Lk)

(resp. Z fvsk)), 0 < k < p—1 et la convergence uniforme sur tout segment de fép) (resp.

3 ),

n
Exemple
1. La fonction ¢ — ™ est de classe C*° sur R, de dérivée t — Me™ = M.

2. Si A, B € M, (K) commutent, alors e B = e4eB | En particulier, eM est inversible
et son inverse est e M.

3. Soit M € My(C) et xp(A) = A" 4+ --- 4+ a1 A + ap son polynome caractéristique.
n

Alors a; = (—=1)"! ZA” ou les A;; sont les cofacteurs d’indice (7,4). (Dériver
j=1

det(C1(N),...,Cr(N)).)
4. Soit M € M,,(R) antisymétrique. Alors exp M est une matrice de rotation.

5. Les morphismes de groupes continus de R dans GL, (R) sont les ¢ — e*4. (Ils sont
dérivables et méme de classe C*°.)

4 Etude des arcs paramétrés plans

cf chapitre Calcul différentiel.
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