CHAPITRE [

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Ici, K =R ou C, I est un intervalle de R et E est un K-espace vectoriel de dimension
finie.

I Equation différentielles linéaires d’ordre un

1 Le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire

Définition Une équation différentielle linéaire résolue définie sur I et & valeurs dans E
est une équation de la forme

2'(t) = a(t)(z(t)) +0(t)  (€)

ova:l— LE),b: I — E sont deuz fonctions. Une solution de (£) est une fonction
dérivable f : I — E telle que pour tout t € I, f'(t) = a(t)(f(t)) + b(t).

Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire Soita:I — L(FE) etb: 1 — E continues.
Soit xg € E, tg € I. Alors le probléeme de Cauchy

{ 7 = a(t)r+b(t)

l‘(to) = Xy

admet une unique solution définie sur I ; elle est de classe C.

Démonstration «

1. La fonction x : I — E est solution du probléme de Cauchy si et seulement si x est continue et que
pour tout t € I :

z(t) = xo +/t (a(s)(z(s)) + b(s))ds.

2. On définit une suite de fonctions continues par zo(t) = zg et
¢
Tnt1(t) = zo +/ (a(s)(@n(s)) + b(s))ds.
to
3. Si S C I est un segment, on note Cs = ||z1 — Zol|o,s et Ms = sup [||a(s)|||. Alors pour tout n € N,
ueS

Mg\t — to|™

|Zn+1 — Znlloo,s < Cs '
n!

4. La suite (x,,) converge uniformément sur S, simplement sur I, vers une fonction g. Alors g est
solution du probléme de Cauchy.
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5. Unicité : si h est une autre solution. Pour S C I segment, on pose Ks = ||g — h||oo,s. Alors pour

tout n € N, 3| |
s 0L

lg — hlloes < K :
n.

Donc g = h.

2 Systémes différentiels d’ordre 1

Proposition Soit (£) 2/ = a(t)x ot a : I — L(E) est continue. On note Sg l’ensemble
des solutions de E£. Alors Sg est un espace vectoriel de dimension dim E. De plus, pour
tout tg € I, Uapplication
Sg — F
{ x — z(tg)

est un isomorphisme de K-espace vectoriel.

Remarque Il n’existe pas de méthode générale pour résoudre une équation différentielle

d
linéaire de cette forme. En particulier, si A(t) est une primitive de a(t), on n’a pas %eA(t) =

Al (t)eAD),

Définition On choisit une base B de E. Soit (£) : ' = a(t)r owa : I — L(E) est
continue. On note Sg l’ensemble des solutions de €. Une base (x1,...,xz,) de Sg s’appelle
un systéeme fondamental de solutions. Si (z;)1<i<n une famille d’éléments de Sg, on dispose
de Uapplication de I dans R donnée par w(t) = detp(z1(t),...,zn(t)) appelé wronskien de
la famille (x;)1<i<n-

Remarque Si F=R", on prend systématiquement la base canonique.

Proposition Soit (z1,...,2,) une famille de solution de ’équation (€) ' = a(t)z ou
a:I— L(FE) est continue. Alors
1. soit w(t) est nul pour un certain t € I et ceci équivaut & ce que (x1,...,Ty) Soit
liée ; a fortiori, w(t) est nul pour toutt € i;
2. soit w ne s’annule pas et ceci équivaut o ce que la famille (x1, ..., z,) est un systeme
fondamental de solution de E.

Schéma de preuve € Si w s’annule en ¢y, il existe des scalaires A1,..., A, € K non tous nuls tels que
Az1(to) 4+ - - Anzn(to) = 0. Mais alors x = A\z1 + - - - \pZy, est une solution de (€) qui s’annule en to, donc
identiquement nulle. Donc z(t) est nulle pour tout ¢. On a I'implication directe de (1).

Si w ne s’annule pas : soit A1,..., A, € K une famille de scalaires telle que x = A1x1 + -+ Apxn, = 0.
En évaluant en un ¢ € I, on obtient que les A; sont tous nuls. D’ou 'implication directe de (2).

Vu que les termes de droites et de gauches sont mutuellement exclusifs, on a I’équivalence. | 2
Remarques
1. Le wronskien est soit identiquement nul, soit ne s’annule jamais.

2. Dans le cas ot E = K", on a un systéme fondamental de solution en résolvant
dans C'(I, M,,(K)) le systéme linéaire R'(t) = A(t)R(t) avec la condition initiale
R(tp) = I, ’'inconnue R (appelée matrice résolvante). Les colonnes de R forment
un systéme fondamental de solution.

Proposition (Principe de superposition) Soient a : I — L(E), by,by : I — E continues.
Si z; est une solution de ' = a(t)x + b;, alors vy + pxo est solution de ' = a(t)x +

(Ab1(t) + pba(t)).
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Proposition (Structure de l'espace des solutions) Soit (£) : 2’ = a(t)z +b(t) otva: I —
L(E)etb:I— E. Soit (H):2' = a(t)x I’équation homogéne associée. On suppose que xg
est solution de E. Alors les solutions de € sont exactement les xg + y ot y est solution de
H. Autrement dit, Sg est un espace affine de direction Syy.

Proposition (Méthode de la variation des constantes pour les systémes linéaires) Soit
a:I— L(F)etb: I — E continues. Soit (x1,...,xy,) un systeme fondamental de solutions
de ' = a(t)z. Alors le systéeme systéeme différentiel d’inconnues A1, ..., A\,

Ntz + -+ XN (#)z, = b(t)

admet n fonctions de classe C* i, ..., A, : I — R solutions et les solutions de =’ = a(t)xz+b
sont exactement les \yx1 + -+ + ATy

Schéma de preuve « Quitte a choisir une base B de E, on se raméne au cas ou A : I — M, (K),
B:I — Eet(X1,...,X) est un systéme fondamental de solutions de X' = A(t)X. En notant W (t)
(matrice wronskienne) la matrice dont la j-éme colonne est X;, et A(t) la matrice colonne dont la j-éme
coordonnée est \j, on a Ay (£)X1(t) + - + A (£) Xn(t) = W(t)A'(t). De méme, A(t)W () = W'(t).
D’abord, le systeme différentiel d’ordre 1 WA’ = B d’inconnue A admet une solution de classe C' : prendre
une primitive de t — W (t)""A(t). Ensuite, on a que

WA est solution de & <<= (WA) = A(WA) +B
< WA+WAN =AWA+B < WA =B.

Remarque
1. La preuve précédente est le schéma pratique de résolution.

2. On pouvait donner une autre preuve plus rapide mais moins constructive en re-
marquant que les /\;(t) existent pour tout ¢ par les formules de Cramer. Et sont
continues car det W (t) ne s’annule pas.

Exemple Résolution du systéme

2+ 1)z =trt+y+2> -1
(t*+1)y =—x+ty+3t

On remarque (sic) que les fonctions t — (t,1) et t — (—1,¢) sont solutions. La matrice

i _tl> SiA= (XA p),alors A'(t) = W(t) 'B(t) o

B(t) = (2t2 —1 3t). Par intégration, on trouve A(t) = In(1 +t2) + a, p(t) = arctant + f.
On a les solutions par la méthode de la variation des constantes.

wronskienne associée est W(t) = <

3 Systémes différentiels linéaires a coeflicients constants

Dans cette section, a € L(E), donc ne dépend pas de t.

Proposition Soit tg € R, xg € E et (C) le probléme de Cauchy

{ 2 = ax
z(tg) = xo.

Alors Uunique solution de (C) est x : t — et (exponentielle d’un endomorphisme).

Schéma de preuve €4 C’est bien une solution, unique d’aprés Cauchy-Lipschitz. >
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Proposition Soit a € L(E), b: I — E continue, tog € I et xg € E. Alors le probléme de
Cauchy
{ ¥ = ax+bt)
x(to) = X0

admet une unique solution p, donnée par

t
o(t) = e(tto)axo—i—/ e(tfs)“b(s)ds
t

0

t
elt—to)a (mo +/ e(tos)“b(s)ds> .
to

Remarque Dans la pratique, on ne calcule que rarement e'® pour résoudre un systéme
différentiel homogéne. On applique plutot la méthode qui suit.

Proposition Soit A € M, (K), Xo un vecteur propre de A de valeur propre associé \.
Alors t — e Xq est solution de X' = AX.

De plus, st (X1,...,X,) est une base de My, 1(K) formée de vecteurs propres associés
respectivement auz valeurs propres Ai, ..., . Alors (t — e)‘kth)Kkgn est un systéme
fondamental de solutions de X' = AX.

Exemples
’ o (-1 2 [ e*arctan(3t)
1. Résoudre (£) : X' = AX + Bou A= ( 2 2> et B(t) = (2€3t arctan(3t) )

2. Résoudre le systéme
/

z = 2x+4+2y+3z
Yy = z+3y+32
7 = —x—5y—>5z

(On pourra trouver explicitement la décomposition de Dunford.)

II Equations différentielles linéaires scalaires

1 Le théoréme de Cauchy-Lipschitz pour les équations scalaires

Définition Une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n > 1 définie sur I a
valeurs dans K est une équation £ de la forme

an(®)2) + a1 ("D + -+ ag(t)z = b(t)

ol g, ...,qp,b: I — K.
Une solution de & est une fonction n fois dérivable f : I — E telle que pour toutt € I,

an(£)fU () + an1 (0 f7V (@) + -+ ao(6) (1) = b(E).

Remarques

1. Si oy, ne s’annule pas, ’équation précédente se raméne a une équation résolue
2™ = —a,_1 ()2 — = ag(t)a + bo(t).

2. On a encore le principe de superposition.
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3. (Trés important : méthode de l’espace des phases.) On considére le systéme diffé-
rentiel (avec les a; et b continues)

) = 29
.I‘/Q = I3
(5)

Tp_1 =T

xy, = —ag(t)xr — -+ — an—1(t)zn + b(t)
1 (1)

Alors la fonction vectorielle X : ¢t — : est solution de classe C' de (S) si et

Zn(t)

seulement si y = x; est solution de (£).

Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire Soient ag,...,a,—1,b : I — K continues,
to €1 et xq,...,xp—1 € K. Alors le probleme de Cauchy

2™ +a, (™Y 4 ag(t)z =b(t) (€)
28 (to) = zp, VEk € [0,n — 1]

admet une unique solution ¢ ; @ est de classe C".

De plus, les solutions de 2™ + a,_1(£)z™ ™Y + ... + ag(t)z = b(t) sont de classe C"
et forment un espace affine de dimension n dont la direction est ’espace des solutions de
[’équation homogéne associée.

Schéma de preuve €« On a existence par la méthode de 'espace des phases. Par superposition, il
suffit de prouver que x — X = (z,2’, ... x("fl)) est un isomorphisme entre les solutions de (&) et celles de

(S). Ce qui est clair. S

2 Equations différentielles linéaires scalaires a coefficients constants

Proposition Soient ag,...,an_1 € K et & Uéquation différentielle 2™ + a2V +
-+ -4agr = 0. On appelle polynéme caractéristique de & le polynéme P = X" a1 XV 4
<o« + ag. Soient \1,..., A\ € C les racines de P de multiplicités respectives mq, . .., m,.
Alors les solutions de £ sont les fonctions définies sur R par

t— Qi(t)eM + -+ Qp(t)e
ol Qi est un polynome de degré < my — 1.
Exemple Résoudre sur C 3" = 3y’ — 2y.
Proposition Soient ag,...,a,—1 € R et £ I’équation différentielle x(”)+an_1x(”fl)+- s+
ar=0etP=X"+a,_1 X" 1+ -4ag son polynome caractéristique. Soient r1, ..., rp €
R ses racines réelles de multiplicités respectives my, ..., my et A\ = ap+if, € C, 1 <k < ¢

ses racines non réelles de multiplicités respectives ni,...,nq Alors les solutions de € sont
les fonctions définies sur R par

p q
t— Y Qi) + ) (Ri(t)e™" cos(Brt) + Sk(t)e™" sin(Byt))
j=1 k=1

ot Q; est un polynome de degré < mj —1 et Ry, Sy sont des polynomes de degré < ny — 1.

"

Exemple Résoudre sur R y"”" — 2y + 3y” — 2y +y = 0.
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3 Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre 1 et 2

Exemple (Utilisation de la formule explicite d’une solution de x’ = a(t)x + b(t) sur R,
i.e. méthode de l'inconnue connue.) Soit k €]0, +oo[ et f: RT — R de classe C* telle que
f' 4 kf est bornée. Montrer que f est bornée.

Proposition Soit (€) Uéquation z” = a(t)x’ + b(t)z et (x1,22) un couple de solution. On
appelle wronskien de (x1,x2) la fonction w = x12h — 2 x9. Alors w est soit identiquement
nulle, soit jamais nulle, et dans ce deuzieme cas (x1,xz2) est un systéme fondamental de
solutions.

Schéma de preuve « (Méthode de 'espace des phases) Soit X; = (i}) Alors (z1,x2) est libre ssi

2

(X1, X2) est libre ssi w(t) # 0 pour tout ¢. | 2

Proposition (Méthode de la variation des constantes pour l'ordre 2) Soit (£) I’équation
2" = ay(t)x’ + ap(t)z + b(t) avec a1, agp,b: I — K continues et (w1, 2) un systéme fonda-
mental de solutions de l’équation homogéne associée. Alors les solutions de () forment un
espace affine de dimension 2 et sont de la forme A\x1 + Aoxo avec

)\/1.Z‘1+)\/2332 =0
170+ X7y = b(t)

ot A1, Az : I — K sont de classe ct.

Exemple Résoudre sur R 'équation 3" + y = tant.

4 Quelques techniques usuelles
a Raccordements des solutions

Résoudre sur R les équations tz’ — z = 0 et 22’ —z = 0.

b Meéthode de la variation de la constante

Meéthode de la variation de la constante pour une équation différentielle linéaire d’ordre 2
définie sur I
&) 2" +ar(t)r’ + ap(t)z = b(2).

On suppose connue gg une solution de ’équation homogéne associée et qui ne s’annule
pas. On peut trouver toute les solutions de (€) en les cherchant de la forme y(t) = A\(¢)go(t) ;
on est conduit & une équation différentielle d’ordre 1. (Il s’agit en fait d’un changement de
fonction inconnue.)

Application : équation d’Euler t?z” + atz’ + bz = d(t) ot a,b € Ret d : I — R
continue : chercher les solutions sur | — oo, 0] et |0, +00] de la forme |¢|*. Exemple : résoudre
22" + 5ta’ + 4o = .

c Expression explicite des solutions

(¢f TD n°4.) Soit ¢ est une fonction continue a support compact. L’équation (£) :

2" — x = ¢ admet-elle des solutions a support compact ?

d Utilisation du wronskien

(¢f TDn°l.)
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Etude qualitative
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Etude graphique de ' =t + . Isoclines, points d’inflexions.
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