MP* Feuille d’exercices — Séries enticres

2019-2020

Par convention, t est une variable réelle, z une variable compleze.

Exercices d’application :

1. Soit (a,) € CN. Parmi les 3 ensembles
A={r>0](apr"™), est bornée}, B={r>=0] (apr"), — 0},

C={r=0]| Z an,ry est convergente}
montrer que deux au moins sont égaux.
2. Soit zg € C de module r. On suppose que Z anz) est semi-convergente. Que

dire du rayon de convergence de E anz™?

+oo
3. On suppose f(t) = Z a,t™ paire (resp. impaire) et de rayon de convergence

n=0
> 0. Que dire de la suite (ay)?
+oo
4. On suppose f(t) = Z ant"™ de rayon de convergence > 0. Donner un déve-

n=>0
loppement limité a ’ordre p de f en 0.

5. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes ou o > 0 et

ke N*:

1 n 1+.n2 1 n n n?
Yo o et L e
nnJrl

k !n n _nz n n n
Zgn?))kz’ Z -] z", Z<1+%> 22", Zln n 2",

sinn —2)" ,
E CoS 2n Zn, E Zn E l;[ln nzn E ( ) Z2n E anzn‘ .
2 n ) b
n n + arctann

6. Justifier que les fonctions suivantes sont développables en série entiere :

1
(2t +3)%’

RSV In(1 +t+t%).

7. Déterminer la somme des séries entieres suivantes :

n n TL2 n n+1 n+1 1
L™ Loy 20T Y

n>=0 n=0 n=0

1

Intln(l —¢ 1

8. Montrer que / %dt = Z 5
0 n>1

9. Soit (F},) la suite de Fibonacci définie par Fy = 0, F} = 1 et vérifiant F,, 1o =

F
F,41 + F,. Montrer que g ﬁ est un nombre rationnel.
n=0

xr
10. Déterminer le développement en série entiere de x — e / et dt par la
0

méthode de ’équation différentielle.

11. Donner le développement en série entiere de f : x — sur R ot p € N*.

1
(L —ax)P
12. Montrer que les solutions de 1’équation différentielle " — tx = 0 sont déve-
loppables en séries entieres sur R.

Exercice 1 * : Soit (a,), une suite de nombres complexes et R le rayon de

convergence de la série entiére g an2".

n
1. Soit (a,) définie par récurrence par agp = a; = 1 et anys = 2ap41 + ap.
Déterminer le rayon de convergence et la somme de g anz".

2. Déterminer le rayon de convergence de g 4"a,z" et E azz".
n n

3. Soient 0 < v < 3, et agy, = ", agpy1 = B". Déterminer le rayon de conver-
gence de Z anz”.

4. Déterminer le rayon de convergence de E eVan 2",

n

2
5. Déterminer le rayon de convergence de E anz™ .

n

Exercice 2 * :

“+o0
1
1. Calcul _.
alculer 7; n@n 1)
too  _3n
2. Exprimer en fonction des fonctions usuelles nz:% B

Exercice 3 * : Déterminer la somme et le rayon de convergence de la série entiére

Zan”.

Exercice 4 ** — Critére d’Hadamard : Si (ay,), est une suite positive bornée,

on note lim a,, la limite de la suite (supay,),. Justifier Pexistence de cette limite
p=n
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et montrer que la rayon de convergence de Zunz” est 1/lim {/|u,|. Comment

n
en déduire le critére de d’Alembert ?

Application : donner le rayon de convergence de Z eI ot de

> (1 + (_i)n)nz P

Exercice 5 * — Utilisation d’un développement en série entiére :

1. En cherchant une solution développable en série entiére, résoudre sur |0, +00]
puis sur R : 2%(1 — 2)y” —z(14+2)y +y = 0.

2. En cherchant une solution développable en série enti¢re, résoudre : zy” + 3y’ —
4a3y = 0.

Exercice 6 * — Fonctions de Bessel :

1. Montrer que 'équation différentielle zy” + 4’ + zy = 0 admet des solutions
non nulles développables en série entiere que ’on explicitera.

us

2. Soit g(x) = cos(x sint)dt. Montrer que g est solution de ’équation précé-

0
dente et que g est développable en série entiere autour de 0. Déterminer les
coeflicients de ce développement.

+oo

Exercice 7 * : Soit g(x) = exp ( E m2> Montrer que g est développable en

n
n=1

série entiére sur | — 1, 1[.

Exercice 8 * : Déterminer le développement en série entiére de arctan(1+ z) en
0.

n
Exercice 9 * : Soit (uy), la suite vérifiant ug =1 et u,, = Zun_k/k‘!.
k=1
1. Montrer que la série entiere Z upx’ est de rayon de convergence non-nul.
2. Déterminer f.

Exercice 10 * : Soit (a,) € CY telle que Z |nan| < +00.
1. Montrer que le rayon de convergence R de Z anz" est > 1. On note f(z) =

Z a2,
+o0

2. On suppose a1 # 0 et Z nla,| < |a1|. Montrer que f est injective.

n=2

Exercice 11 (Centrale 2017) : On note p(n) le nombre de triplets (z,y, z)
+oo

d’entiers naturels tels que « + 2y + 32z = n. On note G(t) = Zp(n)t”.
n=0

1. Montrer que G est bien définie.
1

(1—-t)(1—t2)(1—¢t3)
3. En déduire une expression de p(n).

2. Montrer que G(t) =

s . -\ "
Exercice 12 Calculer le rayon de convergence de la série entiere E % et

n
déterminer un équivalent en 1 de sa somme.
Exercice 13 *— Un logarithme complexe : Pour tout z € C\ R™, on note
0(z) 'unique argument dans | — 7, 7| de z. On pose aussi log z = In |z| + i0(z).

1. Déterminer lorsque cela a un sens loge® et €82,
+oo n—1
2. On se propose de montrer que si |z| < 1, alors log(1 + 2) = Z —2z".
n
n=1
On fixe z et on considére la fonction définie sur [0,1] par ¢ — (1 + tz)e™ 5
too (_1)7171
ou S(t) = Z ————2"t". Calculer sa dérivée et conclure.
n=1 n
= cos(nx)
3. En réutilisant les idées précédentes, déterminer les sommes Z —= et
=1
= sin(nx) '
Z ———= pour x convenable.
n=1 n
Exercice 14 Développer en série entiére f : t — ————— d’abord en
L+t 42 413

décomposant en éléments simples puis en considérant f(¢)/(1 — t).

Exercice 15 * : Soit (a,) une suite strictement positive décroissante. Montrer

que f:z— Z anz" ne s’annule pas sur le disque unité ouvert.
n>0
Exercice 16 ** — Théorémes taubériens : Soit (a,,), une suite complexe et
Z anx™ une série entiere de rayon de convergence 1 dont on note f:] —1,1[— R
la somme. On suppose que lir? fl@y=1leC.
et

1. Donner un exemple ol g a, diverge.

2. On suppose que a, = 0. Montrer que Z an converge vers [.
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3. On suppose que a, = o(1/n). Montrer que Z ay, converge vers [. (On pourra
introduire un x €]0, 1] assez proche de 1, mais pas trop.)
—+oo
Exercice 17 * : Soit S(z) = Z e~ ™ cosn’z. Montrer que S est de classe C* sur

n=0
R et que sa série de Taylor en 0 a un rayon de convergence nul.

Exercice 18 — Série majorante : Soit (a,) une suite complexe telle que ag = 1
et |a,| <1sin>1. On suppose qu'un des a,, est de module < 1.

1. Montrer que la série entiere Z an,z™ a un rayon de convergence R > 1 et que
n>=0
sa somme [ ne s’annule pas sur [—1/2,1/2].

2. Montrer qu’il existe une série entiere E b,2" de rayon de convergence R’ >
n=0

Exercice 19 * — Centrale 2013 : Soit A € M, (C). On s’intéresse & la somme

1/2 telle que

Tr Ak .. too Tr AF
Z . Dans le cas ot il y a convergence, on note s = A sa somme. Le
E>1 k=1
1
but de I'exercice est de montrer que e® = ———— *).
d a4 W

1. Etablir (*) pour une matrice nilpotente.

2. On note p(A) le rayon spectral de A. On suppose p(A) < 1 et que 1 ¢ Sp(A).
Montrer que

R TrAk _/1 Py (t)
0

Pt k PA(t)

ou PA(t) =t"xa (1)

3. Conclure

Exercice 20 ** : Soit IV le sous-ensemble des matrices triangulaires supérieures
strictes de M,,(R) et T les sous-ensemble des matrices triangulaires n’ayant que
des 1 sur la diagonale. Montrer que exp : N' — T est un homéomorphisme (i.e.
continue bijective de réciproque continue). (Utiliser la fonction f : z — In(1+x).)

Travaux dirigés 1 — La formule de Cauchy

+oo
1. Soit Zanz" une série entiere complexe de rayon de convergence R > 0
n=0
(éventuellement R = +00) et f(z) sa somme.
(a) Soit r € [0, R[. Montrer la formule de Cauchy : pour tout entier n,
1 27 ) )
anr" = — f(re®ye=m040.

:271— 0

(En particulier, f est caractérisée par ses valeurs sur n’importe quel
cercle centré en 0 inclus dans le disque de convergence.)

(b) Montrer que si g,.(0) = f(re?®) et m, = sup |g,(9)], alors |an|r" < m,
0,27

pour tout n € N* et tout r € [0, R].

2. Soit f: D#(0,1) — C continue et somme d’une série entiére sur D(0,1), i.e.
—+oo
f(z)=> anz"si|z| < 1.
n=0

(a) Soit r € [0, 1[. Montrer que

= L[ iy |2
>l =5 [ e
n=0 0
+oo 1 27 9 .
(b) En déduire que Z lan|? = 2—/ |f(e")|” dt. (Egalité de Parseval.)
T Jo
n=0

(¢) Montrer que le résultat précédent est encore vrai si on remplace “ f conti-
nue sur D¢(0,1)” par “f bornée sur D(0,1)".

3. On suppose ici R = 400 et f bornée sur C. Montrer que f est constante.

4. Soit D le disque ouvert unité. Soit f : D — C continue et développable en
série entiere sur D.

(a) On suppose f nulle sur le cercle unité U. Montrer que f est nulle.

(b) On suppose f nulle sur un arc de cercle unité de longueur o > 0. Montrer
que f est nulle.

Travaux dirigés 2 — Séries génératrices

1. Soit B,, le nombre de partition d’un ensemble a n éléments. On convient que
By =1.

Q
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n
n
(a) Montrer que pour tout entier n, B, 11 = Z ( >Bk~

o \k
00 B
(b) On pose f(z) = E —737" Montrer que la rayon de convergence R de
n
n=0

cette série entiére n’est pas nul. Exprimer f(z) en fonction des fonctions
usuelles pour |z| < R.

13X km
(c) Montrer que B,, = - kz_;) R

2. Soit d,, le nombre de permutations sans point fixe d’'un ensemble & n éléments.

(a) Simplifier Z (Z) di.

k=0
N ,o. s dk k . .
(b) On considére la série entiére g e Soit D sa somme. Minorer son

k
rayon de convergence R et calculer D(z) pour |z| < R.

kK1
(¢) En déduire que dy, = E ( + 2) et lim dy /k!.
e

Travaux dirigés 3 — Principe des zéros isolés
+oo
Soit f(t) = Z ant™ de rayon de convergence R > 0.
n=0
1. On suppose qu’il existe une suite (uy), non stationnaire dans | — R, R[ qui
tend vers 0 telle que f(u,) = 0 pour tout n € N. Montrer que f est nulle.

2. Montrer que f est développable en série entiére au voisinage de tout point de
|- R,R|.
3. En déduire que si f admet une infinité de zéros dans un compact de | — R, R],
alors f est nulle.
—+oo
4. Reprendre les trois questions précédentes avec f(t) = Z anz" en remplacant

n=0
| — R, R[ par D(0, R).
Travaux dirigés 4 — Le théoréme de réalisation de Borel

On se propose de démontrer que pour toute suite (a,), de nombres réels, il
existe une fonction f € C*°(R,R) telle que pour tout entier n, on ait f(")(O) = Q.
Soit donc (a,), € RY.

1. Peut-on définir f par une série entiere ?

2. (Existence de fonctions plateau.) Montrer que la fonction définie par f(z) =
e V% siz > 0et f(z) = 0 sinon est de classe C* sur R. En déduire pour tous
réels a < b < ¢ < d V'existence d’une fonction ¢ de classe C* positive telle
que ¢ est nulle en dehors de ]a, d[ et vaut 1 sur [b, c].

3. Soit désormais ¢ € C*°(R,R) positive, identiquement égale & 1 sur [—1/2,1/2]
et nulle en dehors de [—1,1] et (\,), une suite de nombres réels tels que
An = max(1, |ay|) pour tout n. On pose pour tout x réel

—+oo

flx)= Z %J;"gp()\nw).
n=0

Montrer que f est définie et continue sur R.

4. Montrer que f répond a la question.

Travaux dirigés 5 — Le théoreme d’Abel
Soit Z a, 2™ un série entiere de rayon de convergence R > 0. Soit zg = Re* un

point du cercle de convergence. On suppose que la série E an %z, converge.

1. Montrer que la série E anz" converge uniformément sur le segment [0, 2.

n
—+oo

(Indication : utiliser une certaine transformation avec Z t*az.)
k=n
2. On suppose maintenant R = 1. Soit D le disque unité ouvert et D le disque
unité fermé. Montrer ’équivalence entre :

(a) la série converge uniformément sur D ;
(b) la série converge uniformément sur D ;

(c) la série converge uniformément sur U.

Travaux dirigés 6 — Fonctions analytiques

Soit I un intervalle ouvert non vide et f : I — R une fonction de classe C*°. On
dit que f est analytique si pour tout o € I, il existe un n > 0 tel que la série de
Taylor de f en xg converge vers f sur |zg — 0, zo + 7|

1. Donner un exemple de fonction de classe C* sur R mais pas analytique.

2. On suppose f analytique sur R. Le rayon de convergence de la série de Taylor
en 0 de f est-il nécessairement +oo ?

3. Soient deux réels a < b et f :]a,b[— R analytique. On suppose qu’il existe un
segment K Cla,b[ qui contient une infinité de zéros de f. Montrer que f est
nulle. (Principe des zéros isolés.)



MP* Feuille d’exercices — Séries enticres 2019-2020

4. Montrer I’équivalence entre
(a) f est analytique;

(b) pour tout segment K C I, il existe C,r > 0 telles que pour tout n € N
et tout z € K, on a |f™(z)| < Cn!r™. On commencera par rappeler la
formule de Taylor-reste intégral.

5. Soient deux réels a < b et f :]a,b[— R de classe C*. On dit que f est
absolument monotone si pour tout entier n, f (n) > 0.

(a) Montrer que exp, tan et arcsin sont absolument monotones sur des in-
tervalles a déterminer.

(b) Montrer qu’une fonction absolument monotone est analytique.

Indications

Exercice 1. 1) Distinguer selon que > > Retr’ < R. 2) Couper la somme en
deux. 4) Commencer par le cas R €]0, +o0].

Exercice 2. 1. Considérer la série génératrice associée.
2. Utiliser une équation différentielle.

Exercice 3. On reconnalt un produit de Cauchy.

Exercice 4. Sil = lim {/|u,| et querl < 1, alors il existe ¢ > 0 tel que r(I+¢) < 1.
Faire de méme si rl > 1.

Exercice 7. Encore la méthode de ’équation différentielle.
Exercice 8. Attention & ne pas faire n’importe quoi en se précipitant.

Exercice 9. 1. Majorer |u,| pour minorer le rayon de convergence.
2. Reconnaitre un produit de Cauchy.

Exercice 12. Encore et toujours la comparaison série-intégrale.

Exercice 15. Utiliser une transformation d’Abel.

“+o0
Exercice 17. On pourra minorer E e~ "n* par son plus grand terme.

n=0

Exercice 20. Remarquer que exp et f sont en fait polynomiales sur V. Il s’agit
de construire une réciproque polynomiale & exp "modulo X™".
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Solutions

1. Facile.

2. On pose ¢(t) = In(1 +¢z) pour ¢t € [0,1] et |z| < 1 avec z = x + iy. Alors en
décomposant en partie réelle et imaginaire, puis en dérivant :

Exercice 13.

, 12tw + 2222 + 2y%2  y(1 +tx) — ayt 1
o) =g 2 2 7 X 2
2 (1+tx)?+ (ty) 1 (1+tx)
+ 1+tac
te + (22 + y?)t2 Yy
= Z
(14 tx)? + (ty)? (I+tx)? + (ty)?
ozt z(1 4tz oz
oL Htz2 (Lt (1 +t2) 14tz
foo tnom
D’autre part, si ¢(t) = Z(—l)"‘1 , alors en dérivant :
n=1
+o00 5
/ t) = -1 n—1 ntnfl -~
VO =3 =

On a donc ¢' = 1’ sur un intervalle et ¢(0)
3. Ona

=0 =(0), donc ¢ = .

—+oo

3~ Relog(l - ) = —In[e™/? — /2| = —In2 — In|sin(/2)|.
n

n=1

Exercice 16. 1. Prendre a,, = (—1)".

2. On a convergence normale sur [0, 1], d’ott f est en fait définie et continue sur
[0,1].

3. On a \I—Zak| |l — f(z)] + | Z akxk|+Z|ak|(1—xk). En prenant
k=n+1 k=0

r=1-1 /n, le premier terme tend vers 0. Le dernier aussi car

1
lag||z" — 1] < klag|(1 — z) = —k

n

ot g = o(1). Mais alors par sommation des relations de comparaison, E € =

k=0
o(n), ce qu’on voulait. Enfin, le terme du milieu est majoré par
~ klak|
Z 2Rk < sup |kag] Z == sup |kay|nz™ ™ < sup |kay|
n

k=n+1 k=n+1 kzn kzn

qui tend vers 0.

Exercice 19. 1. Si A est nilpotente, det(l,, — A) = 1. (Trigonaliser, ou évaluer
le polynéme caractéristique en 1.) D’autre part, Tr A* = 0 pour tout k > 1
(trigonaliser). Gagné.

1
2. Montrons la convergence de Z % Tr A*. En trigonalisant, il suffit de montrer
k

1
la convergence de Z Ezk pour tout |z| <1, z # 1.
k
Méthode 1 : Une transformation d’Abel en intégrant z* donne la convergence.

Méthode 2 (plus dans le programme) : On pose ug(t) = tkil pourt € [0,1].

1
1
Ona/0 U = — k: EnposantS Zuk onazfz /
1—t"z" .
Or S,(t) = el Pour tout ¢ € [0, 1], on a convergence simple Sy, (t) —
—tz
T Zt = f(t) qui est bien continue sur [0,1]. De plus, par continuité sur
—tz

le compact [0,1] de ¢ — 1 — tz, qui ne s’annule pas, il existe m > 0 tel
que |1 —tz| = m pour tout ¢t € [0,1[. On a donc la domination |S,(t)| <
2|z|/m, fonction intégrable sur [0, 1[. Par le théoréme de convergence dominée,

1 1 1, oy i L,
Sp — . E ticuli - t -2 = dt.
/0 n /0 f. En particulier, zk: L7 converge e kz::l 7 /0 -

P'(t
On a P((t)) = Z tri)‘/\ ou my est la multiplicité de A. On a r € C
A racine de P

racine de P4 si et seulement si 1/r racine de x 4.

1 Z
3. 11 suffit, apres trigonalisation, de voir que e_fo ==Y _ 1 _ 5 On dérive

— (7 =—at , . i~ . .
T e J o =77 et ’équation différentielle qui en sort permet de conclure.



