CHAPITRE 9

ENDOMORPHISMES SYMETRIQUES DES ESPACES
EUCLIDIENS

I Projections orthogonales

1 Rappels

(Bases orthonormées.) Tout espace euclidien admet des bases orthonormées ; toute famille
orthonormée d’un espace euclidien se compléte en une bon. Dans un espace préhilbertien
réel, une famille orthogonale sans vecteur nul est libre.

(Orthogonal d’un sous-espace ; contre-exemple en dimension infinie.) Si E est euclidien,

pour tout sous-espace de V, on a V & V' = E. Autrement dit, V* est toujours un

supplémentaire de V'; c’est le supplémentaire orthogonal de V. Si (e;)1<j<n est une bon
n

de V, la projection orthogonale sur V est py :  — Z(eﬂ x)e;. En particulier, d(z, V) =
j=1

|z — pv (2)]].

Nouveau : si E est préhilbertien réel, on n'a a priori que V @ V* C E. Par exemple, si

1
E =C([0,1],R) muni du produit scalaire usuel / fg et V est le sous-espace des fonctions
0
polynomiales, V- = {0}, donc V & Vi +£E.

(Procédés d’orthonormalisation de Schmidt.) Soit (e;)1<j<n une base de E euclidien. Alors
il existe une unique bon (u;)i1<j<n — appelée orthonormalisée de Schmidt de (e;)1<j<n —
telle que Vect(uj)1<j<r = Vect(ej)i<j<k et (ugler) > 0 pour tout k € [1,n]. L’algorithme
qui donne les u; vient d’une succession de projections orthogonales.

(Endomorphismes orthogonauz.) Soit E euclidien. On note
O(E) ={f € LIE)Vz € E, |[f(2)|| = |[z][} et SO(E) = {f € O(E)|det f = 1}.

Les éléments de O(FE) (resp. SO(E)) s’appellent des endormorphismes orthogonaux — ou
isométries vectorielles — (resp. rotations). D’aprés les identités de polarisation

1 1
@ly) = (e +y1* = e = yI*) = 5l +ylI* = l=]* = lly]*)

1
= S Ul=l* + Iyl = = = yl1*),

(auxquelles il faut ajouter identité du parallélogramme), f € O(E) si et seulement si
pour tous z,y € E, (f(z)|f(y)) = (z|y). Ce sont des sous-groupes compacts de GL(E). De
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méme, O, (R) = {M € M,(R)|"MM = I,,} est un sous-groupe compact de GL,(R), et si
B bon de E, Matg : O(E) — O,(R) est un isomorphisme de groupe. De plus, M € O, (R)
si et seulement si ses lignes (ou ses colonnes) forment une bon.

Proposition (Théoréeme de représentation de Riesz) Soit E un espace euclidien et o
une forme linéaire sur E. Alors il existe un unique xog € E tel que pour tout v € I,

p(x) = (zolz).
Schéma de preuve € L’application linéaire y — (y|-) est injective entre F et E*, donc bijective. W

Remarque Toute forme linéaire sur M,,(R) est de la forme M +— Tr(AM) ot A € M, (R).

2 Projections orthogonales sur un sous-espace de dimension finie
Jusqu’a la fin de cette partie, E' désigne un espace préhilbertien réel.

Proposition Soit V un sous-espace de dimension finie de E. Alors E =V & V*. En
particulier, il existe une unique projection orthogonale sur V.

n

Schéma de preuve €4 On choisit une base orthonormée (ei,...,e,) de V. Alors z Z<€j|$>€j est
j=1

un projecteur orthogonal, d’image V. >

Proposition Soit V' un sous-espace de dimension finie de E et x € E. Alors il existe un
unique y € V' tel que d(x, V') = d(z,y). De plus, y est le projeté orthogonal de x sur V.

Schéma de preuve € Soit z le projeté orthogonal de z sur V. Pour tout y € V, ||z —y||*> = |lz — z||* +
lly — z||* (Pythagore) car y —z € V et £ — z € V. D’ou d(z,y)? est minimal ssi |ly — z||*> = 0. >

1
Exemple Calculer inf / (tInt — at — b)* dt.
a,beR 0

Proposition (Inégalité de Bessel)

n
Soit (e1,...,ep) famille orthonormée dans E et x € E. Alors Z(x]ek>2 < x|
k=1

3 Suites totales

Définition (Suites totales) Une suite (er)ren dans E est dite totale si elle engendre une
partie dense de E.

Proposition Soit (e), est une suite orthonormale totale de E et x € E. On note p, la
projection orthogonale sur Vect(eo, ..., ey). Alors la suite (pn(z))n converge vers x (pour
la norme euclidienne de E ). En particulier, il existe une suite réelle (o) telle que Z QUL

k
converge vers x (pour la norme euclidienne).

Schéma de preuve « Soit V,, = Vect(eo, ..., en). Par croissance de la famille (V;,)n, la suite ||z —pn ()]
décrott donc converge. Soit ! sa limite. Si par 'absurde [ était strictement positif. Par densité de Vect(ex)x

dans E, il existe y € Vect(ex)r tel que ||z — y|| < I/2. Mais par définition, il existe n € N tel que y € V.

Or ||z — pn(x)| < ||z — y||. Contradiction. >
400

Remarque 1l est tentant de noter Zakuk la limite (pour la norme euclidienne) de
k=0

Z apuy. Cela peut préter & confusion lorsque les uy sont des fonctions, pour lesquelles il

k
y a d’autres modes de convergence.
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Exemples

1
1. Dans C([0,1],R) muni du produit scalaire (f|g) = / fg, la suite (2"),en est une
0

suite totale. Son orthonormalisée est une suite orthonormale totale. (Le théoréme
de Miintz en donne beaucoup d’autres.)

2. Une famille orthonormale totale d’un espace euclidien est exactement une base

orthonormée.
+o0
3. Soit E = I*(N,R) muni du produit scalaire {(ug)|(ve)r) = ZUjvj. Alors en notant
j=0
uP) 1a suite telle que uép) = Op ks (u(p))peN est une suite orthonormale totale dans
E.

4. Polynémes orthogonaux. (c¢f TD n°7.)
5. On munit l'espace Cor (R, R) des fonctions continues 27-périodiques du produit sca-
1 2m
laire (f|g) = 2/ fg. On considére la suite (up)nen avec ug = 1, ugp—1(t) =
T Jo
V2cosntsin > 1 et ug,(t) = V2sinnt sin > 1. Alors (uy,) est orthonormale totale.
(¢f TD n°6.)

6. On appelle polynéme trigonométrique complere un élément de Vect(eikt)kez. On ap-
pelle polynome trigonométrique réel un élément de Vect ((cos(kt))ken U (sin(kt))ken=)-

Proposition (Théoréme de Weierstrass trigonométrique - HP)

Soit f € Cor(R,K) et € > 0. Alors il existe P polynome trigonométrique (réel ou
compleze selon que K =R ou C) tel que || f — Plleo < €.

(¢f TD n°6 pour une démonstration.)

Point culture : Supposons pour simplifier K = R. On peut considérer la suite
(pn(f))n ol Py, est la projection orthogonale sur Vect(ug, . . . , ugy, ). La fonction p, (f)

n n
est de la forme t +— ag+ Z ay, cos(kt) + Z by sin(kt) ; ce sont les sommes partielles

k=1 k=1
de la série de Fourier de f. L’inégalité de Bessel signifie que

n

1 1 2
2 2 2 2
a —l—fE arl® +|b < — fle.

k=1

Bien noter qu’on a convergence pour la norme euclidienne, et a priori méme pas
convergence simple! De fait, la question de la convergence simple est compliquée,
et & conduit le jeune Cantor qui s’y est intéressé a étre emmené plus loin sans doute
qu’il ne s’y attendait...

II Endomorphismes des espaces euclidiens

Dans cette partie, E est un espace euclidien.

1 Endomorphismes symétriques

Définition Un endomorphisme f € L(E) est symétrique (ou auto-adjoint) si pour tous
T,y €k,

(f(@)ly) = (2|f(y))-

On note S(E) ’espace vectoriel des endomorphismes symétriques de E.
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Proposition Soit B une base orthonormée de E et f € L(E). Alors f est symétrique si
et seulement si Matgf est une matrice symétrique.

Schéma de preuve « Les coefficients matriciels sont les (e;|f(e;)). >

Proposition Soit p € L(E) un projecteur. Alors p est un projecteur orthogonal si et
seulement si p est symétrique.

Schéma de preuve € Pour le sens direct : (p(z)| y) = (p(z)|ly — p(y) + p(y)) = (p(z)| p(y)) qui vaut
aussi (z| p(y)). Pour la réciproque, si z € Kerp : (p(y)| z) = (y| 0) = 0 et on a bien Imp L Kerp. >

Remarque Si f € L(E) est symétrique et stabilise un sous-espace F', alors fr est encore
symétrique.

2 Le théoréme spectral

Proposition Soit f € S(E) et F un sous-espace de E stable par f. Alors l’orthogonal
F* de F est stable par f.

Schéma de preuve € Soit y € F". Pour tout = € F, (x| f(y)) = (f(z)] y) =0, dou f(y) L F. »

Théoréme spectral Soit f € S(E). Alors E est somme directe orthogonale des sous-
espaces propres de f. En particulier, f est diagonalisable dans une base orthonormée.

Schéma de preuve €4 C’est clair en dimension 1. On suppose dim £ > 2. Par récurrence forte sur

dim F, il suffit de prouver que f admet un sous-espace stable strict et non réduit a {0}.

Preuve 1 : C’est clair si dim E = 2 (polyndme caractéristique scindé sur R) et sinon, F admet un plan
ou une droite stable.

Preuve 2 : (Cauchy) Quitte a prendre sa matrice dans une base orthonormeée, il suffit de prouver que
M € S8,(R) admet une valeur propre réelle. Soit A une valeur propre complexe et X € C" un vecteur
propre associé. Alors X"AX =X X. En transposant, on a aussi X"AX = 2X" X. Donc X est réel.

Preuve 3 : (Maximum de z — (z|f(z)) sur la sphére unité) Soit S la sphére unité de E et g : S — R,
x — (z|f(x)). Par le théoréme des bornes atteintes, g atteint son maximum en xo € S. Soit y L zo et
t = y(t) = (zo + ty)/||wo + ty||. Alors t — g(v(t)) est dérivable en t = 0 et 0 = (g o7)'(0) = 2(f(z0)|y).

Mais alors f(z0) € (z5)" = Rxo. On a trouvé un vecteur propre. >

Corollaire Si M est une matrice symétrique réelle, alors il existe P € O,(R) et D €
M, (R) diagonale réelle telles que M = PD'P = PDP~'. On peut méme prendre P €
SO, (R) et les termes diagonauzr de D décroissants.

Exemple Application (HP) : racine carré d’un endomorphisme symétrique & valeurs
propres positives. Soit f € S(E) a valeurs propres positives. Montrons qu'’il existe un
unique u € S(F) a valeurs propres positives tel que u? = f. Existence : 'endomorphisme
u qui vaut I’homothétie de rapport \/)Tk sur Ey, (f) convient. Unicité : si v convient aussi,
alors v stabilise chaque E, (f), et 'application induite vy, est symétrique & spectre positif.
Mais le carré de ses valeurs propre est A\;. D’oil vi est une homothétie, et vaut 'induite uy

de wu.
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3 Endomorphismes orthogonaux

Proposition Un automorphisme est orthogonal si et seulement si pour tous x,y € F,

(f@)ly) = (2lf @)

Schéma de preuve « Si f est orthogonal, (f(z)|f(f ' (¥))) = (z|f " (y)). Réciproquement, (f(z)|f(y)) =
(x| f~"(f(v))) = (z|y), donc f est orthogonal. >

Proposition Soit f € O(E) et F' un sous-espace de E stable par f. Alors l’orthogonal
Ft de F est stable par f.

Schéma de preuve €4 Déja, f! stabilise aussi F. Soit y € F*. Pour tout = € F, (f(y)|z) =
(ylf(x)) =0 car f~'(z) € F. >

Proposition (Réduction des endomorphismes orthogonauz) Soit f € O(E). Alors il
existe une base orthonormée B de E telle que Matg(f) = Diag(Ry,,..., Ry, ,Ip, —1y) ot
r,p,q € Netb,...,0, € R\7Z.

Schéma de preuve 4« Les seules valeurs propres réelles éventuelles sont +1. Soit V' ’orthogonal de
Ei(f) ® E-1(f). Il suffit de démontrer que dans une base orthonormée de V, I'application induite fv a
une matrice de la forme Diag(Ry,,..., Re, ).

On le montre par récurrence forte. Remarquons déja que dim V' est paire, car sinon fy admet une
valeur propre réelle, ce qui contredit que les droites propres sont dans V*. Cest clair si dimV = 0 ou
dimV = 2. Si dimV > 4, alors V contient un plan stable V; par f. Donc l'orthogonal Vi de Vi dans
V est aussi stable par f. Par hypothése de récurrence, dans des bases adaptées de Vp et Vi, les matrices
respectives de fy, et fy, sont de la forme Ry, et Diag(Rs,,...,Rg,) ou r = dim V1 /2. En concaténant les

bases, on a ce qu’on voulait. >

Proposition (Réduction des rotations de l’espace) On suppose E de dimension 3. Soit
f € SO(E). Alors il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de f est

1 0 0
0 cosf —sind
0 sinf cos@

Remarque Si dans la base précédente, on permute ez et es, on peut aussi obtenir la
1 0 0

matrice | 0 cosf sinf | . Prudence avant de parler de “I’angle” de la rotation.
0 —sinf cosd

4 Compléments (HP)

Définition Soit f € L(E). Il existe un unique endomorphisme f* € L(E), appelé adjoint
de f, tel que pour tous x,y € F,

(f(@)y) = (2| (v))-
Remarque Un endomorphisme est symétrique si et seulement si f = f* et orthogonal si et

seulement si f* = f~!. La matrice de f* dans une base orthonormée est la transposée de la
matrice de f. Enfin, 'application f + f* est linéaire involutive et vérifie (fog)* = g* o f™.
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Définition Un endomorphisme f € S(E) est dit positif (resp. défini positif ) si ses valeurs
propres sont positives (resp. strictement positives).

Exemple Si M € M,(R), alors ‘MM € ST(E). Si M € GL,(R), alors "M M € ST (E).

Proposition 1. L’endomorphisme f € S(E) est positif si et seulement si (f(x)|x) >
0 pour tout x € E. On note ST(E) l'ensemble des endomorphismes symétriques
positifs.

2. L’endomorphisme f € S(E) est défini positif si et seulement si (f(x)|z) > 0 pour
tout © non nul dans E. On note STT(E) l'ensemble des endomorphismes symé-
triques définis positifs.

Schéma de preuve « 1. Soient A1 > A2 > -+ > A, les valeurs propres de f comptées avec multiplicité.
n
Soit (e, . . ., e, une base orthonormée de diagonalisation. Si x = z1e1+- - +Tnen, alors (f(z)|z) = Z AsZh.
k=1

Si les valeurs propres sont positives, alors (f(z)|z) est positif; réciproquement, en prenant = e;, on obtient
Aj = 0.

2. Par le méme calcul, on a (f(x)|z) = Z Aezi > 0siz #£ 0 et fdéfini positif ; réciproquement, z = €;
k=1

donne A; > 0. | 2
Remarque Une matrice symétrique positive n’est pas une matrice symétrique dont les
coefficients sont positifs...

Proposition (Décomposition polaire) Soit f € GL(E). Alors il existe un unique couple
(u,8) € O(E) x STH(E) tel que f = u o s. De maniére équivalente, pour toute matrice
M € GL,(R), il existe un unique (U, S) € On(R) x ST (R) tel que M = US.
Schéma de preuve €4 Analyse : si M = US, alors “MM = S*. D’ou S est racine carrée positive de
‘MM et U= MS~'. Dot I'unicité.

Synthése : on a déja ‘MM € S T(R). Si S est la racine carrée positive de “M M, on a S € ST (R).
On pose U = MS™t. Alors 'UU = 'S ' *MMS™* = 8515%5! = I,,. On a bien Pexistence. >

Remarque Si u € L(E), on a encore l'existence de (u,s) € O(E) x STT(E) tel que
f =wuos, mais plus d’unicité. De méme pour M € M, (R).
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