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1 Exemples de pré-algebres de £ (E)

1.1

1.

1.2

Exemples de pré-algebres de ./, (K)

Le cours assure que J,(K) et 9, n+ (K) sont des sous-espaces vectoriels
stables par produits, donc sont des pré-algebres.

F(K) n'est pas une pré-algebre : si A= (0 1) etB= (1

0 .
1 0 0 _1),leprodult

0 -1 . . o . .
AB = 1 o est un produit de matrices symétriques qui n’est pas symé-
0 —
trique. De méme, <% (K) n’est pas une pré-algebre carsi A = ( 1 0 ), alors

A% = — I, et A? n'est pas antisymétrique.
On garde les notations de la question précédentes. Par produit par blocs

. (A 0\(B O AB 0 .
dans %, (K), le produit (0 0) (0 0) = ( 0 0) est un produit de ma-

trices symétriques qui n’est pas symétrique car AB ne I'est pas. De méme,

o, (K) n'est pas une pré-algebre : si M = (’3 8) € of,(IK) avec A= ((1) —01)’

A o)

alors M? n'est pas antisymétrique car M?= ( o ol

Exemples de pré-algebres de £ (E)

.SixeF, ApeKetuve oy alors (Au+ pv)(x) = Au(x) = pv(x) € F car

c’est un espace vectoriel. De méme, uo v(x) € F car u(x) € F puis v(u(x)) €
F.DeplusIdg(F) = F donc Idg € ofF.

. Soit M = Matg(u) = (m; j); ;. Alors u € o/F si et seulement si pour tout

i €[[1, pll, u(e;) € Vect(ey, .., ep). Or u(e;) = Z my, jex. Donc u € o/ si et
l<ksn

seulement si m; ; = 0 pour tout couple (i, j) € [[p + 1, n]] x [[1, pll.

D’apres la question précédente, et puisque Matg est un isomorphisme,

il suffit de déterminer la dimension de 'espace vectoriel des matrices

ayant les coefficients (i, j) € [[p + 1, n]] x [[1, p]] nuls. C’est immédiatement

1.3

2

10.

. En étudiant ¢t — n

0
. Lamatrice (1

0
. En revanche, A = (1

Vect(E;, j) i, el a2\ [(p+1,n)1x (11, p) Ui est donc de dimension n*-pn-p) =
n®—np+p°.

2 _nr+t?sur [1,n— 1], on s’apercoit que cette fonction

estmaximaleent=1ett=n-1.D’oll max 1(nz—pn+pz):n2—n+1.

l=p=n-
(On peut aussi remarquer que c’est un trindbme minimal en p/2, donc qui
atteint son maximum en une des bornes de [1,n—1].)

Exemples de pré-algebres de ./, (K) diagonalisables et non dia-
gonalisables

. On peut faire le calcul. Mais aussi remarquer que le sous-ensemble consi-

déré est Vect(lp, ) o1 J = ((1) 0

que J> = —I,ona(al+bJ))(a@ L +b']) = (aa' —bb") I, + (ab' + ba') ] qui est
bien de la forme souhaitée.

). C’est donc un espace vectoriel, et vu

0
caractéristique est X2 +1 (car de trace nulle et de déterminant 1), qui n’est
pas scindé sur R.

) € I'(R) n’est pas diagonalisable sur R car son polynéme

0
de Cayley-Hamilton) par son polyndome caractéristique X* + 1 scindé a ra-
cines simples sur C. Toute base de diagonalisation de A est aussi une base
de diagonalisation de I, donc de al, + b]J, donc de toute matrice de T'(C).

) est diagonalisable sur C car annulé (théoreme

Une pré-algebre commutative de ./, (R)

Par définition,
0 01
10 00
J= 1 0 0
00 10
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11.

12.

13.

14.

15.

Pourn=2, J> = L.Sin>2, J? envoie ejsurejpsi j<Sn—2,e,_sure et
e, sur e, donc

0 0 010
0 0 00 1
, |1 o 00 0
J"=10 1 000
00 - 10 0

Soit A = Vect(J*)ren. Montrons que 9 = (J¥)<r<pn_1 est une base de A.

9B est génératrice : il suffit de montrer que 7% € Vect( ]k)ogkgn_l pour tout
k € N. Puisque J" ey = e, J" = I, et donc la suite ") ke €St périodique de
plus petite période n.

% est libre : soient ay,...,a,-1 € R tels que agl, + a1 ] + ceay_ )l =
0. (Remarquons pour plus tard qu’il s’agit de la matrice M ci-dessous.)
Par définition de J, la premieére colonne de cette matrice est la colonne
YNag,...,an-1), qui est nulle, et donc tous les a; sont nuls.

Par définition, A = K[J], dont les éléments sont les P(J) ou P € R[X].
Puisque Py (J)P2(J) = (P1P2)(J) = (P2 P1(J) = Po(J)P2(]), A est commuta-
tif.

On avu ala question 11 que J” = I;,. Donc X" —1 annule J. Puisque X" -1
est simplement scindé sur C, J est diagonalisable sur C. De plus, on a vu
que agl, + aiJ +---an—1J""! = 0 implique que les a; sont nuls. Donc J
n’'est annulé par aucun polynéme non nul de degré strictement inférieur
a n. Donc puj est de degré supérieur ou égal a n. Mais d’apres le théoréme
de Cayley-Hamilton, degu; < n car uy divise y; qui est de degré n. Donc
degu; = n=deg X" — 1. Puisque les deux annulent J, u; divise X" — 1. Les
deux étant unitaires de méme degré, ils sont égaux. De méme, u; divise
x ;- Les deux étant unitaires de méme degré, uy = yj.

Sin=2, u; = X>-1 est simplement scindé, donc J est diagonalisable. Si
n>2, 11y = X" —1 n'est pas scindé sur R (par exemple parce que e?"'" ¢ R
est une racine complexe). Donc J n’est pas diagonalisable sur R.
D’apresla question 13, en notant w = 2™ lesvaleurs propres complexes
de J sont les w* pour k € [[0,n—1]]. Or x = (x,...,X,) non nul est vecteur

16.

17.

3

18.

19.

k¥ si et seulement si Xj+1 = wkxj sij<net

k

propre pour la valeur propre w
X1 = wkxn. Donc uyj = (1,05, 0k, ..., 0" V¥) est vecteur propre. Puisque
J admet n valeurs propres, les espaces propres sont tous de dimension 1.
Donc E,«(J) = Vect uy. On a trouvé tous les vecteurs propres.

Soit P € GL,(C) telle que PP = D est diagonale. Alors P_ljkP =
(P~1JP)k = D* est aussi diagonale. Donc les J* sont simultanément dia-
gonalisables. A fortiori, les éléments de A = Vect(J k) aussi.
n-1
Onavuque M = Z aiJ*. Sion prend pour P la matrice dont les colonnes
k=0

sontdans!’ordre ug, uy,..., u,_1, alors P lJjp=D= Diag(l,w,wz, Lo h

n-1
d’apres le cours. Si Q = Y apX*, alors M = Q()).
p=0

M=Q())=Q(PDP™!) = PDiag(Q(1),..., Q" )P

Puisque M est semblable a la matrice diagonale Diag(Q(1),...,Q(w™™1)),
ses valeurs propres sont les Q).

Pré-algebres de £ (E) de dimension maximale

Soit (ey, .., e,2_;) une base de of que 'on compleéte en (ey, .., e,2) une base

de Z(E). Soit (ey, .., e,,) la base duale. Soit f € £ (E)*, et donc f s'écrit
Z Aj e;f. Alors f € o7 si et seulement si pour tout k € (1,72 —r]], on a

1<j<n?

flex)=0,ie Ay =---=A,2_, =0. Donc At = Vect(e;‘lz_rﬂ,..,

cette famille est libre, c’est une base et donc dim .o/ L=

Déja Tr(E; jB) = 0 (prendre M = E; ;). On écrit B = Z bi1Ex,;. On a

1<k,l<n

e,,) Comme

donc

EijB = Y byiEijEk,
k!

1 n

= bii6jkEii= ). bjiEiL

1<k,l<n 1<i<n

N
N

N



MP*

DS n° 3 — Pré-algebres de £ (E) — Corrigé

2019-2020

20.

21.

22.

23.

Donc Tr(E; jB) = ij,lTrEi,l = bj,; qui est donc nul pour tout couple
I

(i J).

Déja ¢, est bien une forme linéaire sur £ (E). Montrons que @ est linéaire.

Siv, v, ue L(E)etA,uclk alors

Grv+pr W) =Tr(wAv + pv") = ATr(uv) + pTr(uv’).

Puisque Z(E) et son dual ont méme dimension finie, il suffit de montrer
que @ est injective. Or par définition, v € Ker ® est équivalent a ce que pour
tout u € Z(E), on a Tr(vu) = 0. En passant aux matrices dans une base
%, et en notant B = Matg, (v), ceci équivaut a ce que pour tout matrice
M, Tr(MB) = 0. D’apres la question précédente B= 0 et donc v = 0. Donc
®: v — ¢, est un isomorphisme de £ (E) sur son dual.

D’apres la question précédente et la question 18, il existe vy,.., v, tels
que eflz_ i = $v;- Comme @ est un isomorphisme, elle envoie une fa-
mille libre sur une famille libre, et la famille (v4,.., v;) est encore libre.
Par définition des ¢,,, a € o si et seulement si pour tout i € [[1,r]], on a

¢y, (W) =Tr(uv;) =0.

Pour tout u € of et tout i € [[1,r]], on a ¢4y, (1) = Tr(uav;) = 0 car
ua € &. Donc ¢g,, s'annule sur &/, donc appartient a «/*. Donc Pav, €
Vect(¢y,,..,$y,) et en appliquant @' on obtient av; € Vect(vy, .., ;).

Comme vy # 0, il existe x € E qui n’appartient pas au noyau de v;. Soit
F =Vect(v,(x),.., vr(x)). Déja F est de dimension < r et = 1 car v;(x) # 0.
D’apres la question précédente, F est stable par of. D’aprés la premiere
partie du probléme, o est inclus dans <# et donc est de dimension < n? —
n+ 1, contradiction.

On en déduit que la dimension maximale d'une pré-algebre de £ (E) est

n®—n+1, car d’aprés la question 6, il existe des pré-algebres de dimension

n’-n+l.

(Remarque : on n'a pas démontré que toutes les sous-algebres strictes stabilisent
un sous-espace strict # {0} : considérer par exempleT'(R).)

24.

25.

26.

27.

28.

Réduction d’une algebre nilpotente de .#,,(C)

Si n =1, le seul endomorphisme nilpotent de £ (E) est 'endomorphisme
nul. Sa matrice est diagonale en toute base.

Par I'absurde : s’il n’en existe pas, d’aprées le théoréme de Burnside, of =
Z(E) (car dimE = 2). Mais Z(E) contient des éléments non nilpotents,
par exemple Idg.

Si (€1,...,€;) estune base de V que I'on compleéte en une base % de E, la
A B
matrice de tout élément u € «f est de la forme Matg(u) = ( E)u) DEZ))),

car u stabilise V.

Vuque Matg(Au+puv) = AMatg(u) + uMat gz (v), les applications A: u —
A(u) et D: u— D(u) sontlinéaires. Donc {A(u) | u € o/} est un sous-espace
vectoriel de .4, (C). De méme {D(u) | u € &/} est un sous-espace vectoriel
de 4, (C).

De plus, Matg(uo v) = Matg(u)Matg(v), donc, par produit par blocs,
A(uov) = A(u)A(v) et de méme pour D. Ce sont bien des sous-algebres.
Enfin,

Aw) o+ \P (AwP o«
Py — P = =
Matg(u”) = Matg(w)” = ( 0 D(u)) - ( 0 D(u)p)

par produit par blocs. Mais si p est I'indice de nilpotence de u, on a que
A(u)P et D(u)” sont nulles, donc A(u) et D(u) sont nilpotentes d’indice
<p.

Quitte a choisir une base de E, le théoreme de Burnide se réécrit : si «f
est une sous-algebre de .4, (C) et si les seuls sous-espaces vectoriels de
My,,1(C) stables par tous les endomorphismes canoniquement associés
aux M € o sont {0} et .#,,;(C), alors &« = .#,(C). On applique 'hypo-
these de récurrence a la sous-algebre {A(u) | u € o/} de 4, (C). (On a bien
r < n-—1carr et s sont strictement positifs.) Il existe donc P € GL,(C) telle
que pour tout u € of, PA(u)P™! est triangulaire supérieure. De méme, il
existe Q € GL4(C) telle que pour tout u € &, QD(u)Q_1 est triangulaire
supérieure.
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29.

5.1

30.

31.

P 0
Mais alors, en posant R = ( 0 Q)’ on a R inversible (car d’inverse
p-1
s

RMatgwR™' = (

Q_l) en vertu du produit par blocs) et pour tout u € o,

PAwP™? *
0 PDw) P~
rieure car les deux blocs diagonaux le sont.

1) qui est bien triangulaire supé-

En interprétant R comme une matrice de passage et d’apres la formule du
changement de base pour les matrices, il existe une base %’ de E telle que
pour tout u € of, Matg (1) = RMa ta(W)R™'; of est donc trigonalisable.

D’apres ce qui précede, il existe une base %’ de E telle Matg (u) est tri-
angulaire supérieure pour tout u € </. Mais alors les valeurs propres de
u sont les termes diagonaux de Matg (1), qui sont alors nuls car la seule
valeur propre d’'un endomorphisme nilpotent est 0.

Le théoréeme de Burnside

Recherche d’'un élément de rang 1

Soit ¢ 'application de £ (E) dans E définie par u — u(x). Cette applica-
tion est linéaire. Alors Im ¢, est un sous-espace vectoriel de E. Il est stable
par o carsiz € Imy, z s'écrit u(x) pour un u € &/. Ainsi, pour tout v € o,
v(z) = vou(x) =@y(vou) qui appartient a Im @y.

S’il est réduit a {0}, alors la droite Cx est stable par tout u € <7, ce qui est
absurde. Par irréductibilité, c’est E.

A fortiori, il existe u € o tel que @, (u) = y, c’'est-a-dire u(x) = y.

Lapplication v o u envoie Imv dans Imv. Lapplication induite admet
donc une valeur propre complexe A. En particulier, I'application induite
(vo w)imy — Aldm » sur Im v n’est pas surjective, et son image est un sous-
espacesstrictde Im v. C’est aussil'image de vouov—Av. Enfin, elle n’est pas
réduite a {0} car (vouov—Av)(x) = v(y) — Av(x) qui est non nul car combi-
naison linéaire a coefficients non tous nuls de la famille libre (v(x), v(y)).
OnadoncO<rg(vouov—Av) <rgv.

32.

5.2

33.

34.

35.

Vu que &« n'est pas réduit a {0}, il existe un élément de rang r = 1 dans <.
En appliquant de maniéere répétée le résultat de la question précédente, il
existe un élément de rang 1 dans </, noté uy.

Conclusion

Par I'absurde. S'il existe un sous-espace stable par toute M € ., alors
il existe P € GL,(C) telle que P lu’p = {P_IMPIM € ./%T} est in-
clus dans une pré-algebre de la forme (; :) Mais alors, (P~H)T 4 pPT =

0
(P./% TP_I)T est inclus dans un (: *), et donc n’est pas irréductible. A

fortiori, .4 n’est pas irréductible, car si (P~1)T.# P stabilise F, .4 stabi-
lise PT(F). Contradiction.

Soit x¢ = up(€1), qui est non-nul car sinon uy est nul car nul sur une base
de E. D’apres la question 30, il existe pour tout i € [[1, n]] un u; € «f tel que
u;i(xp) = uj o up(e1) = €;. Notons que u; o uy est encore de rang 1 car non
nul et de noyau de contenant ker 1y, qui est de dimension n—1. Sa matrice
dans la base % est E; ;. Donc E; ; appartient a .4 pour tout i € [[1, n]].

Le sous-espace vectoriel .47 est une pré-algebre irréductible (question
33). Soit donc A; € T qui envoie e; sur e;. Alors A;Ey; = Ejj (car
Ey,j(ep) = 6 per) et appartient a M. Donc T = #,(C) et par isomor-
phisme 4 = 4, (C). Ainsi, of = £(E).



