CHAPITRE 2

SERIES NUMERIQUES

I Compléments sur les séries numériques

1 Reégle de d’Alembert
Proposition (Reégle de d’Alembert)
Soit (u,) € CN telle qu’a partir d’un certain rang, u, ne s’annule pas.

Unp+1
Unp,

1. On suppose qu’il existe k € [0,1] tel qu’a partir d’un certain rang, < k. Alors

la série de terme général u, converge absolument.

Un+1

2. On suppose qu’a partir d’un certain rang, > 1. Alors la série de terme

n
général u,, diverge.

. . .| Un+1 . . .
En particulier, si ntll l, alors E Uy, converge absolument sil < 1 et diverge si l > 1.
Un,
Schéma de preuve €4 Comparer a une série géométrique. >

2 Formule de Stirling

Proposition (Formule de Stirling)

n\n
On a léquivalent n! ~ V/27n <7> .

(&
nle™ .
Schéma de preuve <« Poser u, = Tf On veut la convergence de Inu,. En passant a la série
n"\/n
associée, on a la convergence attendue et ainsi n! ~ Cy/n <7> . Reste & déterminer C. | 2
e

w/2 p
Lemme On pose W, = / sin™ tdt. Alors W, ~ ,/2—.
0 n

Schéma de preuve €« On a (W,) décroissante. Par IPP, W, o = nt
n

1
+2Wn < Wn+1 < Wn et

déja Wy41 ~ W,. De plus (n + 2)WyoWii1 = (n+ 1) Wy W,, = 7/2 par récurrence immédiate. Donc

|
nW2 ~ /2. Vu que Wa,, = (2n)!

———~— —_en remplacant par I’équivalent précédent de n!, on trouve C' = v/ 2.
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3 Séries alternées

Définition La suite réelle a,, est dite alternée si (—1)"a,, est de signe constant. La série
de terme général a,, est dite alternée si (a,) l’est.

Proposition (Théoréme des séries alternées) Soit (un)n>0 une suite alternée. Si
(|un|)n=0 est décroissante et tend vers 0, alors la série de terme général u, converge. De

plus
+0o0

— g u, est compris entre deux sommes partielles consécutives ;

n=0
+oo

— le reste Ry, = Z ug, est du signe de up+1 et |Rp| < |tny1].
k=n+1

Schéma de preuve € Vient du caractére adjacent de (S2n, S2n+1). | 4

4 Comparaison séries-intégrales

Proposition Soit f : Rt — R continue par morceauz sur tout segment de R et dé-

n
croissante. Alors la série de terme général / f = f(n) converge.
n—1

Schéma de preuve €4 On a l'encadrement f(n) < / f<fn=1). | 2
n—1
Exemple
n notl
1. On a pour a > —1 kS ~ .
P ’ Z a+1

k=1
2. (Séries de Bertrand) La série Z
soita=1et 5> 1.

TN converge si et seulement si soit a > 1,
n®In” n

- 1 Int=n 1
3. 5ia<1,ona ; ot 1-a ; en particulier Z FAPCES diverge.

1 |
Sia>1, Z Tk converge. Et Z e~ InInn, donc diverge.
k=2

siny/n
4. La série de terme général in y/n converge : en posant f(t) = sinvt/t, a, = f(n),
n

b, = ft)dt et c, = / (n—1t)f'(t)dt, on a b, — a,, = ¢, (formule de Taylor);
n—1 n—1

ch converge, donc Zan et Z b, sont de méme nature; Z by, converge (IPP

avec (1 — cos)’ = sin).

5 Sommation des relations de comparaison

Proposition (Sommation des relations de comparaison — cas divergent) Soit

g an une série divergente & termes positifs a partir d’un certain rang et g Uy UNE SETIE
compleze.

1. Siu, = O(ay,), alors Zuk =0 (Z ak>.
k=0

k=0



n n
2. Si up, = o(ay), alors Z UL =0 Zak
k=0 k=0
n

n
3. Siup ~ an, alors E up ~ E ag.

k=0 k=0

Schéma de preuve €« On pose A,, = Zak et U, = Zuk Donc A,, — +o0.
k=0 k=0
1. On dispose de N € Net C' > 0 tel que n > N implique |un| < Canp, et donc |Uy| < |Un|+C|An —
An| < |Un| + C|Ay|. Puisque A, — 400, il existe N’ > N tel que n > N’ implique |Un| < CA,.
2. Pareil en remplacant 3C' par Ve.
3. On applique (2) & uy, — an = o(an).

| 2
Corollaire (lemme de Cesaro)
n—1
Si (uy) est une suite complexe qui tend vers l € C, alors — Z u converge aussi vers l.
n
k=0
Schéma de preuve €4 On applique la proposition précédente a u, — 1 = o(1). | 2

Proposition (Sommation des relations de comparaison — cas convergent) Soit

an une série convergente & termes positifs a partir d’un certain rang et E Uy, UNe série
compleze.

“+o00 “+o0
1. Siuy = O(ay,), alors Z up =0 Z ak
k=n+1 k=n+1
“+o00 “+o00
2. Siuy, =o(ay), alors Z U =0 Z ay
k=n+1 k=n+1
“+o00 “+o00
3. Siup ~ an, alors Z wp ~ Z ag.
k=n+1 k=n+1

=N +o0 N +oo
Schéma de preuve « Soit U,, = Z ug et A, = Z ak.
k=n-+1 k=n+1
p p
1. Si |un| < Ca, pour n > N, alors Z lug| < C Z ar pour tout p > N + 1.

k=n-+1 k=n+1
2. Idem.

| 2

n—1
Remarque Si (u,) suite réelle tend vers +oo, alors — Z uj, converge aussi vers +o0.
n k=0
. . 1 1 R
Exemple On ale développement asymptotique H, = Inn+y+-———=+40| — | oy €
2n  12n2 n2

[1/2,1] s’appelle la constante d'Euler (ou d’Euler-Mascheroni). On a vy ~ 0,577 215 664 901.



6 Techniques avancées (HP)

(Transformation d’Abel) Soient (uy,), (v,) deux suites complexes. Alors

q—1 q—1
Z Uk(ukJrl - uk) = UqgVq — UpUp — Z uk+1(vk+1 - 'Ulc)-
k=p k=p
Exemple
inf

1. La série de terme général converge pour « > 0 et 6 non congru & 0 modulo 2.

noé
n
2. ZQ’“ Ink ~ 2" lnn.

k=1

IT Dénombrabilité

1 Equipotence

Définition Les ensembles X et'Y sont équipotents s’il existe une bijection de X surY.

Remarques

1. La relation d’équipotence, notée ~, est réflexive, symétrique, transitive.
2. SiA~ A, B~ B alors Ax B~ A x B et BA ~ B
3. X et P(X) ne sont jamais équipotents.

2 Dénombrabilité

Définition Un ensemble est dénombrable s’il est équipotent a N.
Proposition Toute partie infinie d’un ensemble dénombrable est dénombrable.

Schéma de preuve € Construire une suite injective d’éléments par récurrence. | 2

Remarque S’il existe une injection de X dans un ensemble dénombrable, X est dénom-
brable ou fini. L’image d’un dénombrable par une application est dénombrable ou fini.

Proposition L’ensemble N? est dénombrable.

Schéma de preuve « L’application (s,t) — 2°(2t 4+ 1) — 1 est une bijection entre N* et N. | 2
Proposition 1. Si A et B sont dénombrables, A X B est dénombrable.
2. Si Aq,..., A, sont dénombrables, A1 X --- X A, est dénombrable. En particulier, NP

est dénombrable.

3. Soit (A;)ier une famille d’ensembles tous dénombrables. Si I est dénombrable ou
fini, alors U;cr A; est dénombrable.

4. Les ensembles Z et Q sont dénombrables.

5. Soit (Aj)ier une famille d’ensembles tous dénombrables ou finis. Si I est dénom-
brable ou fini, alors U;crA; est dénombrable ou fini.



Proposition (Cantor) R n’est pas dénombrable.

Schéma de preuve « 1l suffit de montrer que [0, 1] n’est pas dénombrable. On raisonne par I’absurde :
soit u : n +> u, une bijection de N sur [0,1]. On construit par récurrence une suite emboitée de segments
(I). On coupe Iy en trois sous-segments de méme longueur et on en choisit un Iy tel que ug ¢ Ip. On
recommence de sorte que Int1 C In, un ¢ I, et long(Iny1) = %long(ln). Mais alors Np>oln = {zo} = {up};

contradiction avec uy, ¢ Ip. >

Remarque Si X est infini et F C X est fini, alors X \ F est équipotent a X.

II1 Familles sommables

1 Familles sommables positives

On note Py(X) I'ensemble des parties finies de X. L’écriture I = Upen/, signifie que
(In)nen une famille de parties de I telle que I, N I, = 0 si n # p et Upenl, = I. Si tous
les I, sont non vides, il s’agit donc d’une partition de I.

Définition Soit (u;);er une famille de réels positifs o I est dénombrable.

— La famille (u;);er est sommable si l’ensemble ZuﬂF € Pf([)} est magjoré.
el
— On appelle somme de la famille (u;);er, notée Zui, la borne supérieure dans Rt
i€l
de {Z wi|F € Pf(f)} ; cette somme est donc réelle si (u;);er est sommable et +00
i€
st (ug)ier n'est pas sommable.

Remarque

1. Si I' C I et que (u;)ier est une famille de réels positifs sommable, alors (u;);c; est
sommable et Z u; < Z U
el icl
2. Si o :I' = I est une bijection, la famille (uq(i))ier est sommable si et seulement si
(u;)ier Vest. Dans ce cas, Zul = Z Ug(5)-
icl jer
3. Si (ug)ierug avec (ug)ier et (u;);es sommables; alors (u;);erus est sommable et
Z U; = Zui +Zui.
eluJ el i€J
4. Si (u;)ier et (v5)ier sont deux familles de réels positifs tels que v; < u; pour tout
i € I et (u;);e; sommable, alors (v;);er est sommable et Zvi < Zui.
i€l icl
5. Si (u;)ier et (vi)ier sont deux familles sommables de réels positifs, alors (u; + v;)ier

est sommable et Z u; +v; = Z u; + Z V.

iel iel el

Proposition (Sommation par paquets) Soit I un ensemble dénombrable, (u;)icr une

famille de réels positifs et (I,)nen une famille de parties de I telle que I = H I,.

neN
Alors la famille (u;);cr est sommable si et seulement si

1. pour tout entier n, la famille (u;)icr, est sommable ;



2. la série (positive) de terme général <Z ui> est convergente.

i€l
+o0
Dans ce cas, Zul = Z(Z u;).
iel n=0 iel,

Exemple La famille ( est sommable si et seulement si o > 1.

(M2 + n2)a ) mamyez\ (0,00}
(Considérer les paquets {(m,n)/|m|+ |n| = p}.)

2 Familles sommables complexes

Définition Soit (u;);er une famille de nombres complezes ot I est dénombrable. La fa-
mille (u;)ier est sommable si (|u;])icr Uest.

Pour x € R, on note x7 = 2 si # > 0 et 27 = 0 sinon; de méme 2~ = —z = |z| si £ < 0
et 7 = 0 sinon.
Définition 1. Soit (uj)jer € RY une famille sommable. Alors (u;—>j€[ et (u; )ijer
sont sommables. On définit la somme de (uj)jer € RY comme Zu;r — Zu;
Jjel jel

2. Soit (uj)jer € C' une famille sommable. Alors (Re(u;))jer et (Im(u;))jer sont

sommables. On définit la somme de (u;)jer € RT comme ZRe(uj) +1 Zlm uj.
jel jel

Proposition La sommabilité de (up)nen € CN équivaut o la convergence absolue de la
série de terme général ., .

Proposition (Sommation par paquets) Soit I un ensemble dénombrable, (u;)icr une

famille sommable de nombres complezes et I = H I,. Alors la série de terme général
neN
+oo
(Z ui> est absolument convergente et Zuz = Z (Z uZ> .
icl, icl n=0 \i€l,

Proposition Soit (u;)ie; une famille complexe sommable et o : I' — I une bijection.

Alors (ug(j))jer est sommable et Zuz = Z Ug(5)-
el JeI’

Proposition (Linéarité) Soient (u;)icr et (vi)ier deuz familles complezes sommables,

et A\, € C. Alors (Au; + pv;)ier est sommable et Z(/\u, + pv;) = )\Zui + qui.
il il il

3 Séries doubles
Définition Une série double est une famille indexée par N x N.

Proposition La famille (anp)m pyen> € (]R'")N2 est sommable st et seulement st les séries

“+oo
E Gn.p sont com)ergentes et que la série E E Gp,p CONVETYE. On a alors
n p n=0
+o00 +o00 “+o00 400
E:E:anm: E an,p:E:E:amp
p=0n=0 (n,p)eN? n=0 p=0

10



Proposition Soit (anp)npenz € ((C)N2 sommable. Alors les séries Zan’p (resp. Zan,p)
n

p
+00 +00 +00 +00
sont convergentes et g E Gnp = g Anp = E g Gnp-
p=0 n=0 (n,p)ENZ? n=0 p=0

On appelle produit de Cauchy des deux séries complexes Zan et an la série de

n
terme général Z arpbp—_r.
k=0

Proposition (Produit de Cauchy) Le produit de Cauchy de deuz séries absolument

+o00 +00 ftoo n
convergentes est absolument convergent et <Z an> (Z bn> = Z Zakbn,k.
n=0

n=0 n=0 k=0

+00
1
Exemples On définit la fonction “zéta” d’Euler ¢ :]1, +o00[— R par ((x) = Z e
k=1

+o0o 400

1
1. Ona ZZ@ = ((2).
n=1k=n
2. Z(C(n) — 1) converge vers 1.
n>=2
+oo 1
3. ,;)(n+ 1)2" = m pour z € Cet |2] < 1.
4. Soit d(n) le nombre de diviseurs de I'entier n € N*. Alors pour tout réel ou complexe
400 n +oo
x
x tel que |z| < 1, z:l T = Z:ld(n)x"
n= n=
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