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I Résultats préliminaires

1. On a en développant et par changement d’indice :

m—1
—upTh-1+ Z (U — U ) T+ U Ty
k=n

m-1 m-1
=—upTh-1- Z U1 Tk + Z T+ umTm

k=n k=n
m—1
- Y upn T+ Z uy Ty
k=n-1 k=n
= > ug T + Z uTy = Z U (T — Tr-1) = Z UpQ )
k=n k=n k=n k=n

2. 1l suffit de le démontrer pour x € [0, 1] par imparité de arctan et des mo-
noémes x2*!. On écrit (somme d’'une suite géométrique)

1— (_t2)n+l n

— =2 )",
1+ 12 fr
et donc 1 omes
1 n (_l)n (2n
— -1 nt2n+ .
1+ 12 kg‘o( ) 1+ 12

En intégrant entre 0 et x (avec x € [0, 1]) cette égalité, on trouve que

arctanx =

X Z( ) 2n+1 fx t2n+2dl'
2n+1 Jo 1+ °

Le terme intégrale (intégrale d'une fonction continue sur un segment)

il t2n+2d o
(=D est majoré en valeur absolue par
0

1+ 12
X 2n+3
ftz'”zdt:x s;,
0 2n+3 2n+3

et donc tend vers 0. En passant a la limite lorsque » tend vers +oo,

S D" o
arctan(x) = y  ——x“"*,
p—o2n+1

3. (a) Onposey(a) =y(a).
* ¥ est bien définie : il faut vérifier que Y (a) ne dépend pas du repré-
sentant de a choisi. Si a = b, alors il existe k € Z tel que b= a+ kN.
Mais alors y(b) = y(a+ kN) = y(a) d’apres D.
« Si @ n'est pas inversible modulo N, alors a n’est pas premier a N
(cours), et donc ¥ (a) = y(a) = 0 d’apres B.
eOnverraala questlon 4 que x(1) = 1. Si a est inversible d'inverse b

onal = jy(@b) = 7(@7(b). Donc 7(@ # 0. De plus, 7(@b) = ¥(@7(b)
d’apres C.

Donc Y est un bien un caractére modulo N.

(b) On pose y(a) = g(a). On a donc ¥ = g par définition.
eOna )Z(T) =1 (morphisme). D’ou A.
« g étant un caractére modulo N, g est nulle sur les @ non inversibles,
i.e. y est nulle sur les entiers non premiers a N. D’ou B.
e Larelation y(ab) = y(a) x(b) est vraie si a et b sont premiers a N car
g est un morphisme sur (Z/NZ)*. Elle est aussi vraie si a ou b n’est
pas premier a N, car alors y(a) = 0 ou y(B) = 0, ainsi que y(ab) car
ab n’est pas inversible modulo N. D’ou C.
e Enfin y(a+ N) = g(a+ N) = g(@) = y(a). D'ou D.

II Cas particuliers

4. Onay(1)=yx(x1)= )((1)2 ;donc x(1) vaut 0 ou 1. Comme y (k) = y (1 x k) =
1 (1) x (k) pour tout k € Z et que y n'est pas identiquement nulle, y(1) # 0.
Donc (1) = 1.

0 sik estpair

1 sikestimpair

Inversement, vérifions que cette application vérifie les 4 axiomes. Déja k

est premier a 2 si et seulement si k est impair. Donc y(ab) = y(a) x (b) (clair

siaoubestnul, etaussisia=b=1). D'ouA, B, C,D.

6. Ona x(3) = y(-1). De plus, )((—1)2 =y((-1)x(-1)) =x(1) =1.Donc y(3) =
x(-Def{l, -1}

5. Par périodicité, pour tout k€ Z, y (k) = {
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0 sik est pair . C B ntN-1 ) ne déoend d ) .
7. Pourtout ke Z, y(k) = 1 sik=1[4] ;doncy2k+1)= (-DF et - Comme y(n) = y(n+N), k;n x(k) ne depend pas de n (récurrence im-
-1 sik=3[4] médiate sur n). Pour n =0
)((k) ’i" x2k+1) Jio (-Dk b2 N-1 N-1 N-1 N-1
Z = =arctanl = —. Y xk =Y y=Y yak=x@ Y xk.
=0 2k+1 =0 2k+1 4 =6 = ! =
En choisissant a tel que y(a) # 1, ce qui est possible d’apres 'énoncé :
(n) N-1 N-1
III Convergence de la série Z Y xk)=0et ¥ y(k) =0 également.
n k=1 k=0
1
13. On considere I'entier g tel que gN < k< (g +1)N.
8. Comme a est inversible dans Z/ NZ, 'application x — ax est une bijection
de (Z/NZ)* (mais aussi de Z/NZ et de Z/ NZ ~ {0}) car I'application bien " m gN-1
définie x — @ ! x est manifestement une application réciproque. Donc Z x(k) = Z x(k) = Z x (k) + Z x (k)
k=1 k=0 k=0 k=gN
[Tak= T[] ax= ][] =« g-1 iN+N-1
keP xe(ZINZ)* xe(ZINZ)* = ) Y xo+ Z x(k)
i=0 k=iN k=qN
Or m m-gN m-gN
Hak=ﬁ‘p(m H X. = Z x (k) = Z x (k) = Z x (k).
keP xe(ZINZ)* k=qN k=0 k=1
Comme [] xestinversible comme produit d’inversibles, de I'égalité Comme y(k) € {-1,0,1}, que m—gN < N-1,etquentre let N—-1lilya
xe(ZIND)* _ exactement ¢ (N) valeurs de k telles que y (k) #0,
x=a?"™ x, on tire a?™) =1, i.e. N divise a?™ - 1.
xe(ZINZ)* xe(ZINZ)* m‘iN 0 m§N| )] <oV
< < .
9. Par périodicité, y(a??™Y) = y(1) = 1; par morphisme, y(a?™) = y(a)?™. =1 * k=1 X v
Comme y(a) est un réel, y(a) = + " "
10. Lapplication X — ax étant une bijection de Z/NZ\ {0}, on a 14. Onpose T, = Z x(k) = Z x (k) et on utilise la transformation d’Abel avec
k=0 k=1

{ax|x € ZINZ\{0}} = {X|x € ZINZ\{0}} = {Tgll < ks N-1}.

N-1 N-1
11. Par périodicité, Y x(ak) = Y x(ry). Par bijectivité de k — ri sur
k=1 k=1
N-1 N-1
{L,....N-1}, ) x(rp) = )_ x(k). D’'ottI'identité demandée.

k=1 k=1

1
uk=%.Pourn>2,ona

n n-1
x (k) T (1 1 Ty
Y L= T |- )
- k 2 = k k+1 n
. Ty
Comme (T},) est une suite bornée, — ——— 0
n n—+oo
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C T(l 1)<(N)(1 1) (N) est tant
mm ———|| =< ———, ne constan
omme | T} Tl ©® Tl que @(N) est une constante
- . - a+1 siy(p)=1
et que la série - — converge (car la suite (1/k) converge), la série i
q D ge ( (k) 8e) fr = YawP={ 1ox@t
1 1 p=0 1— X(p)
Z Tk | — — —— | converge absolument, donc converge.
ko k+l a+l siy(p)=1
1 six(p)=0

IV

15.

16.

noy(k ok
D’ou la convergence de la suite | ) | X ot celle de Y o1
i k -k

Comportement asymptotique

On se limite aux diviseurs dans N. Notons 2 (n) ’ensemble des diviseurs
positifs de n.

Montrons d’abord que I'application F : 2(n) x 2(m) — 2(mn), (u,v) —
uv est une bijection : on décompose n = p‘fl ceptetm= qfl --~qf’ en
facteurs premiers. Les p; sont différents des g; carnAm = 1.

Déja, F est bien définie car uv divise nm si u|n et v|m.

Injectivité : si (u, v), (1, V') € D(n) x D(m) sont tels que uv = u'v’. On a
ulu'v' et uAv' =1 car u et v’ n’ont aucun facteur premier commun (sinon
ce facteur diviserait u et m, donc n et m). D’ott u|u’ et par symétrie, u = u/'.
Doncv="r'.

Surjectivité : un diviseur de mn est de la forme d = p{“ cep qlml gl
Onposeu=p;'---p; etv=q"---q; " et F(u,v) =d.

On peut donc écrire :

fam = ). x@-= > ywv)= Y xwyw
de2(nm) (U, )ED(N)xD (M) ulnetv|im
= 2 2 xx® =) x@) Y xW) = fufm
ulnvim uln vim

Comme p est premier, les diviseurs de p® sont les pﬁ avec0<f<a.

Comme )((pﬁ) = )((p)ﬁ etque y(p) € {-1,0,1},ona:

17.

18.

19.

20.

0 si x(p) = —1 et @ impair
1 si y(p) =—1et a pair

Donc fpe = 0.

Comme 7 possede au plus n diviseurs dans Netque y <1,ona: f, < n.

q

Si n =2 : on utilise I'écriture primaire de n: n = H p?i, ol les p; sont des
i=1

nombres premiers distincts et les a; des entiers au moins égaux a 1. Par

multiplicativité de f, comme les p;.x” sont premiers entre eux deux a deux,
q

f}’t = 1_[ fp;li .Donc fn =0.

i=1
Pour n = 2, on reprend les notations de la question précédente. Alors f,2 =
ﬁ fp;2ai- Or, ala question 13, avec a pair, quelle que soitla valeur de x (p) €
iill,O, 1}, fpe > 0. Donc f,2 > 0. Comme f,> estdans Z, f,2 = 1.
Si |x| < 1, alors |f,x"| < n|x|" = o(1/n?) par croissances comparées.
D’ou Z fnx" converge absolument. (On pouvait ausi utiliser le critere de

n
d’Alembert.)
sy 2 © 2
Comme x>0et f=0,0ona: f(x)= ) fex" =) x".
n=1 n=1

Plnx,
)

On définit la fonction g par g(¢) = =e

décroissante, intégrable (Inx < 0).
n+l1

g est continue sur [1, +o0],

n+1

Pourtoutn=1,0ona: g(n) =f g(r) dt.

n
n+1

g(n)dt 2[

o0 [e.°] +o0o
Donc f(x)= ) gn)= ). g dt:f g(n dt.
1

n=1 n=1Jn
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Le changement de variable affine # = v —In x donne :

f+oo (t) dt 1 j\+oo —uz d 1 f+oo —u2 d
= e u= e u
1 & —Inx Jv-Inx v —=Inx Jvin2

car —Inx <In2. D’ou1 la minoration demandée.

V Caracteres

21.

22.

23.

Le groupe Z étant monogene, un morphisme ¢ : Z — U est uniquement
déterminé par 'image de 1 (puisque {1} engendre Z). On écrit ¢(1) = e ou
0 € R. Alors ¢(n) = e’ no Réciproquement, n — e "0 est bien un caracteére.
(@) On dérive I'égalité g(s+ 1) = g(s)g(t) par rapport a s et on évalue en
s = 0. On obtient g' (1) = g'(O) g(1). On connait les solutions sur C de
cette équation différentielle; ce sont les £ — Ce®*’ ot a = g'(0) et C €
C quelconque. Mais g(0) = 1 (car g morphisme de groupe) donne
C =1, puis |g(1)| = 1 donne Re(a) = 0. Donc g(z) est de la forme e'*!
ou x € R. Réciproque immédiate.

(b) Montrons que les caractéres continus de R sont de classe €' ce qui
donnera que les caracteres continus de R sont les fonctions de la
forme t — e'*" d’apreés la question précédente.

Puisque g(0) = 1 et que g est continue, il existe € > 0 tel que
£
g(H)dt # 0. En intégrant 1'égalité g(s+ 1) = g(s)g(t) entre 0 et ¢,
0
et en notant G la primitive de g qui s’Tannule en 0, on trouve que

t+e

€
f gls+t)ds =
0 t

1

Donc g(1) = m(G(t +€)—G(1) et g est de classe €' par composi-
€

tion.

La propriété est vraie pour n = 1 car une famille réduite a une fonction non
nulle est libre.

On suppose la propriété vraie au rang n. Par 'absurde : supposons donc
que 'on dispose de n + 1 caracteres distincts format une famille liée. On

g(s)ds=G(t+e)-G(1) = g(t)]0 g(s)ds=g(t)G(e).

peut donc écrire h = A hy + -+ + A, h;, ol les A; sont des réels. On peut
supposer que les A, sont tous non nuls, sinon on aurait une relation de
liaison entre moins de n caracteres linéairement indépendant (hypothese
de récurrence forte).

Mais alors, pour x, y € R, on a d'une part

n

h(x+y) = Ahi () hi ().
k=1

Et d’autre part

n

J

h(x+y)=hx)h(y) = (
k=1

Akhk(x))( Ajhj(y)).
=1

Par liberté de la famille (hy, ..., h;) (hypothése de récurrence), on a donc
n n
pour tout k Axhp(y) = Ak Y Ajhj(y) et donc hi(y) = Y_ Ajhj(y) puisque
j=1 j=1
Ak # 0. Mais ceci est une relation de liaison a coefficients non tous nuls si
n = 2. Contradiction avec I'hypothése de récurrence.



