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Exercices d’application :

1. Soient x1,...,x, des nombres réels. Montrer I'inégalité

2

(@14 -+ 2p)® <naf + -+ 7).

2. Soit E euclidien, f € L(E) et (e;)1<ign une base orthonormée de E. Que vaut
Z<€i|f(€i)> ?
i=1

3. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E euclidien. Montrer que (F +

G)t =F*nGt et (FNG)' = F+ + G*. Quelles inclusions subsistent si on
ne fait plus d’hypothése de dimension ?

4. Soit F = R* muni du produit scalaire usuel.

(a) Donner la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale
sur I’hyperplan H d’équation x1 + x5 + x3 + x4 = 0. Calculer la distance
entre le vecteur (1,2,3,4) et H.

(b) Donner la matrice dans la base canonique de la symétrie orthogonale par
rapport a H.

(¢) Donner la matrice de la projection orthogonale sur le sous-espace d’équa-
tions x1 + o+ a3+ 24 =0e€t 1 — 29 + 23 — 24 = 0.

5. Soit F = R* muni du produit scalaire usuel. On considére les vecteurs u; =
(1, 1, 0, 1), U = (72, O, 17 1), uz = (0, 1, 0, 1) Soit H = VeCt(ul,’LLQ,LLg).

(a) Montrer que H est un hyperplan et en donner une équation.
(b)
(c)

Donner un vecteur normal unitaire & H.

Donner les matrices dans la base canonique de la projection orthogonale
sur H et de la symétrie orthogonale par rapport a H.

6. Soit E =C([-1,1],R). On pose pour f,g € E :

(flg) = /077 f(cos@)g(cos 0)de.

Montrer que (-|-) est un produit scalaire sur E pour lequel la famille des
polyndémes de Tchebitchev est orthogonale.

1
P(t)Q(t)dt. Vérifier

qu’il s’agit bien d’un produit scalaire et donner une base orthonormée de
E. En déduire le minimum de la fonction de deux variables réelles (a,b) —

1
/ (t? — at — b)*dt définie sur R?.
0

7. Soit E = Ry[X] muni du produit scalaire (P, Q) —

8. Soit E euclidien de dimension n. Soit z,y € E. A quelle condition nécessaire
et suffisante sur = et y existe-t-il une rotation envoyant x sur y?

9. Soit E préhilbertien réel.
(a) Donner un exemple de sous-espace F tel que (F1)* # F.

I
(b) Soient F,G deux sous-espaces tels que E = F®G. Montrer que (F1)t =
F.

(¢) Soit F un sous-espace de E. Montrer que F* est fermé.
(d) (***) Donner un exemple de E et F tel que F est fermé mais F®GF* # E.

Exercice 1 — Sur les projections orthogonales :

1. Soit p une projection de L(E). Montrer que p est une projection orthogonale
si et seulement si |||p||| < 1. En déduire que les projecteurs orthogonaux de E
forment un compact. Est-ce le cas pour les projecteurs de E 7

2. Soient F, G deux sous-espaces vectoriels d’un espace euclidien E tels que
F+ 1 G*. On note pp et pe les projections orthogonales sur F et sur G.
Montrer que pr + pe — prnc = Idg et pr o pc = pc °pr = prac-

Exercice 2 : Soit E = C([0,1],R) et (ay), une suite & valeurs dans [0,1]. On

pose pour f,g € E
=1
(flg) :ZQTCJC ak).
k=0

Justifier la définition et montrer que (-|-) est un produit scalaire sur F si et seule-
ment si (ay,), est dense dans [0, 1].

1 -1
2 -1
A. Existe-t-il un produit scalaire sur R? pour lequel f est une rotation? Méme

¢ 1 1 . T e
stion av 1S5 .
question avec |, | puis V2 ~y
Exercice 4 * : Soient f, g
que fg > 1. Montrer que

Exercice 3 ** : Soit A = ( ) et f € L(R?) canoniquement associée

:[0,1] — R deux fonctions continues et positives telles

/Olf/olg>l

Exercice 5 * — Générateurs de O(E) : Soit E un espace euclidien de dimension
n.

Cas d’égalité ?

1. Soient z,y € E distincts non nuls et de méme norme. Montrer qu’il existe une
unique réflexion qui envoie x sur y.
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2. Soit f € O(E) et r = n—dimKer(f —Idg). Montrer par récurrence sur r que
f est un produit d’au plus r réflexions. Application : montrer que O,,(Q) est
dense dans O, (R).

Exercice 6 * — Inégalité d’Hadamard : Soit E un espace euclidien orienté de
dimension n et (z1,...,z,) une famille de n vecteurs de E. On note Det le déter-
minant dans une base orthonormée directe. (Donc Det(z1,...,2,) = [21,..., 2]
est le produit mixte.) Montrer que

IDet(z1, ..., zn)| < [[@1] - - [lzn]-
(Indication : orthonormaliser (z1,...,z,) en B = (e1,...,e,) par le procédé de
Schmidt et remarquer une propriété de la matrice Matg(z1,...,z,); déterminer

en particulier les coefficients diagonaux.)

Exercice 7 — Mines : Soit £ = C?([0,1],R).
1
1. Montrer que (f|g) = / (F(®)g(t)+ f'(t)g'(t))dt est un produit scalaire sur E.
0

2. Montrer que les sous-espaces V ={f € E|f = f"} et W ={f € E| f(0) =
f(1) = 0} sont supplémentaires et orthogonaux. Expliciter la projection or-
thogonale sur V.

3. Pour o, € R, on pose E, 3 = {f € E|f(0) = a et f(1) = B}. Déterminer
1

in / (F@)? + f'(2)?)da.
0

fE€Eq

Exercice 8 * : Soit C' un réel positif. On munit C([0,1],R) des deux normes
[I-llso €t ||-]|2 usuelles. Soit E un sous-espace vectoriel tel que pour tout f € E,
[flloo < Cllf]2-
1. Soit (f1,..., fn) une famille orthonormée dans E. Montrer que pour tout réel
x € 10,1] et tout (as,...,a,) € R",

DNHORLND )
=1 i=1

(On pourra considérer a; = f;(x).)

2. En déduire que FE est de dimension finie.

Exercice 9 ** : Soient F et I’ deux espaces euclidiens de dimensions respectives
netm,u € L(E,F)etbe F. On appelle pseudo-solution de 'équation u(z) =b
(appelée (x)) tout vecteur € E minimisant [|u(z) — b]|.

1. Caractériser géométriquement I’ensemble S des pseudo-solutions de ().

. Montrer que parmi toutes les pseudo-solutions, il en existe une unique de

norme minimale. On la note u™ (b). Caractériser géométriquement u™ (b).

Montrer que Iapplication u : F — E est linéaire. Déterminer son image et
son noyau.

+ + gt

Caractériser géométriquement vou™ et v ou. En déduire que u ouou™ = u

etqueuou+ou:u.

Exercice 10 ** : Soit G = M3(Z) N SO(3).

. Montrer que G est un sous-groupe de GL3(R).
. Reconnaitre en G le groupe des isométries directes d’un cube.

. On note D = {dy,dz,ds,ds} ensemble des quatres diagonales du cube pré-

cédent. Montrer que I'application G — Bij(D), g + g|p est un isomorphisme
de groupe. En déduire que G est isomorphe a Sjy.

Exercice 11 *— Matrice circulante :

a ¢ b

Soient a,b,c € R et M = b a c

c b a

Donner une condition nécessaire et suffisante sur a,b,c pour que M soit la
matrice d’une rotation r dans une base orthonormée.

Montrer que M appartient a SO(3) si et seulement s’il existe « € [0,4/27] tel
que a, b, ¢ sont les racines de X? — X? + a..

Exercice 12 * : Montrer que SO(n) est connexe par arcs. Le groupe O(n) est-il
connexe par arcs ?

n—1
1
Exercice 13 * : Soit M € O(p,R). Déterminer la limite de la suite (— g M"),,.
n
k=0

Exercice 14 * : Montrer que lapplication exp : A, (R) — SO(n) est surjective.

Travaux dirigés 1 — Produit scalaire sur M,,(R)
On consideére 'application de M,,(R)? dans R donnée par (4, B) — Tr(*AB).

1.

Montrer que cette application est un produit scalaire, pour lequel la base
canonique est orthonormée. On note || - || la norme euclidienne associée. Est-
ce une norme subordonnée & une norme sur R" 7

Montrer que si U € M, (R) est orthogonale, ||AU| = [[UA| = || 4| et que
IAB| < [[Alll| B

Montrer que pour toute A € M,,(R), | Tr A] < v/n||A||.
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4. Soit A = (a;;)1<s,j<n une matrice orthogonale. Montrer que

| Y agl<n
1<4,5<n

Cas d’égalité?

5. Quel est I'orthogonal de I'espace S des matrices symétriques ? En déduire
inf aij —mi;)>
B A SO
J

ou A = (a;;) € M,(R) est fixée.

6. On suppose n pair. Montrer que tout hyperplan de M,,(R) contient une ma-

trice de rotation. (Indication : utiliser la matrice diagonale par blocs de la
forme Ry.)

7. On suppose n impair. Montrer que tout hyperplan de M,,(R) contient une
matrice de rotation.

Travaux dirigés 2 — Matrices de Gram
Soit (z1,...,%,) une famille de n vecteurs de E préhilbertien réel et F' un sous-
espace de dimension n les contenant. On appelle matrice de Gram de la famille
(x1,...,2y) la matrice G(z1,...,2n) = ((zi | 5))1<i,j<n-
1. Montrer que la famille (z1,...,2z,) est liée si et seulement si
det G(z1,...,z,) = 0. (Utiliser une combinaison linéaire des colonnes.)

2. Montrer que

det G(x1,...,x,) = Det(z1,...,2,)°%

(On pourra introduire la matrice de la famille (z1,...,2,) dans une base
orthonormée ainsi que sa transposée. Noter que la définition de Det pose
probléme. ..) On retrouve en particulier le résultat précédent.

3. Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie n. Montrer que ’ensemble des
p-uplets (u1,...,up) € VP formant une famille libre est un ouvert de V*.

4. Soit € E. On suppose (z1,...,x,) libre. Montrer que

det G(z,21,...,%n)
F 2 — 9 ) )
d(=, F) det G(z1,...,2n)

5. Soit (u1,...,up) et (v1,...,v,) deux familles de vecteurs de F. Montrer que
G(u1,...,up) = G(v1,...,vp) siet seulement s'il existe f € O(F) tel que vy, =
f(ug) pour tout 1 < k < p. Interprétation matricielle : soit A, B € M, ,(R).
A quelle condition a-t-on ‘AA = ‘BB?

Travaux dirigés 3 — Le théoréeme de Maschke

Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie et G un sous-groupe fini de
GL(E) de cardinal n.

1. Soit (|} un produit scalaire sur E. On pose pour z,y € E

1
(zly) = ~ > a()lg(v)).
geG
Montrer que (]) est un produit scalaire sur E.

2. Montrer que les éléments de G sont orthogonaux pour (|). (Remarquer que
h+ ho g est une bijection de G si g € G.)

3. Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par tous les éléments de G. Montrer

qu’il existe un supplémentaire de F' dans E stable par tous les éléments de G.

1
4. Soit p= — E g. Montrer que p est un projecteur orthogonal pour (|).
n
geG

5. Montrer que pour tout ¢ € G, on a pog = gop = p. En déduire que
Imp = Ngeq Ker(g —idg).
Travaux dirigés 4 — Projection sur un convexe fermé
Soit E un espace euclidien et C C E un convexe fermé non vide.

1. Etablir I'égalité de la médiane : si u,v,w € E et z = (v + w)/2, alors
2 2 o 1 2
lv = ull® + lw = ul® = 2Jju = 2" + S llo = w]*

2. Soit € E. Montrer qu’il existe un unique h € C' tel que ||z — h| = d(z, C).
Le vecteur h est le projeté orthogonal de = sur C. On le note po(x).

3. Soit x € C' et a € E. Montrer que (pc(a) — alpc(a) — ) < 0.

4. Soit a ¢ C. Montrer l'existence d’un demi-espace affine fermé qui contient C'
mais pas a.

Travaux dirigés 5 — Décomposition QR

Soit T C GL(n,R) 'ensemble des matrices triangulaires supérieures a coeffi-
cients diagonaux strictement positifs.

1. Montrer que 7 est un sous-groupe de GL(n,R), fermé dans GL, (R).
2. Montrer que Iapplication g — g~ de GL(n,R) dans lui-méme est continue.

3. Montrer que O(n) est compact.
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4. Montrer que ’application

est un homéomorphisme, i.e. bijective continue de réciproque continue. (Pour
la surjectivité, utiliser I’orthonormalisée de la base des colonnes de g; pour la
continuité de la réciproque, on pourra utiliser la caractérisation séquentielle
et la compacité de O(n).)

Travaux dirigés 6 — Le théoreme de Weierstrass trigonométrique

On se propose de démontrer le théoreme de Weierstrass trigonométrique. Soit
donc f € Cor(R,K) et &€ > 0. Soit up(t) = ¢ (1 + cost)™ o ¢, est choisi de sorte
™

que / Up (t)dt = 1.
0 .
On rappelle qu'un polynoéme trigonométrique est un élément de Vect(e”"),cz.

1. Montrer que g est un polynéme trigonométrique a valeurs dans K si et seule-
n n

ment si g s’écrit ¢ — ag + Zak cos(kt) + Zbk sin(kt) avec n € N et les
k=1 k=1
ar, b € K.
s
2. Déterminer un équivalent de c,, puis la limite de ¢, / (I+cost)™ oun €]0, 7.
n
27

3. Soit f,(z) =

0
métrique a valeurs dans K.

f(x — t)u,(t)dt. Montrer que f est un polynéme trigono-

4. En utilisant 'uniforme continuité de f, montrer que (f,,) converge uniformé-
ment vers f.

5. Une application : le théoreme d’approximation de Weierstrass.

(a) Justifier qu’il suffit de démontrer le théoréme pour h continue sur [—m, 7]
et telle que h(—m) = h(m).

(b) En utilisant qu’un polyndme trigonométrique est développable en série
entiére, conclure.

Travaux dirigés 7 — Polynémes orthogonaux

On désigne par E Despace vectoriel R[X]| et pour tout entier naturel n, E,
désigne le sous-espace vectoriel R, [X] des polynémes de degré inférieur ou égal &
n. Soient a,b € R avec a < b. Soit w : [a, b] — R une fonction continue strictement
positive.

Partie 1 — Polynémes orthogonaux

1. Montrer que 'application de F x E dans R définie par

b
(P.Q) — (P|Q) = / P(OQ()w(t)dt

est un produit scalaire sur F.

On appelle systéme orthogonal pour (|} toute famille de polynéme (Py)ren telle
que deg P, = k et (Py|P) =0sik #1.
2. Montrer qu’il existe un systéme orthogonal dans F.
3. Montrer que si (Pg)r>0 et (Qr)r>o0 sont deux systémes orthogonaux de E,
alors il existe une suite de réels (A;)x>0 telle que Py, = A\ Qx pour tout entier
k. En déduire existence et 1'unicité d’un systéme orthogonal unitaire (.e.
dont tous les polynomes sont de coefficient dominant 1).

Partie 2 — Etude des zéros

Soit désormais (P,),>0 un systéme orthogonal et k un entier naturel.

4. Justifier existence de deux entiers naturels p, ¢, de deux suites finies (7;)1<i<p
et (s;)1gjgq de réels de |a,b], de deux suites finies (a;)1<i<p €t (B5)1<i<q
d’entiers naturels > 0 avec o; impair et 8; pair, et de Q € E sans racine dans
Ja, b[ tels que

Po=(X —r) (X — 1) (X —51)" - (X — 5,)1Q.

5. Montrer que si p < k, alors (Py|(X —r1)--- (X —rp)) =0.
6. En déduire que toutes les racines complexes de Py sont réelles, simples et dans
Pintervalle ]a, b.
On désigne désormais par ri; < 72 < -+ < Tk i les racines de Py. On les appelle
les points de Gauss du polyndéme Pj.

7. Pourquoi cette suite ne dépend-elle que de w et pas du choix de la suite
orthogonale 7

Partie 3 — Relation de récurrence

8. On rappelle que (P,), est un systéme orthogonal. Montrer qu’il existe trois
réels ap, Bn, Y tels que X P, = a, P14+ 8P + YnPoy1. (Partir de X P,.)

9. On suppose P, unitaire pour tout n € N. Montrer 'existence de deux suites
réelles (an)n>2 et (bn)n>2 telles que pour tout entier n > 2, P, = (a, +
X)Pn—l + ann—2~
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Partie 4 — Une formule d’intégration
b
P(t)w(t)dt.

Pour tout r € R, on désigne par v, la forme linéaire P +— 1,.(P) = P(r). On note
¢, la restriction de ¢ a E,,_1.

On désigne par ¢ la forme linéaire sur E définie par P — ¢(P) =

10. Soient (z;)1<j<n une famille de réels distincts deux a deux. Montrer que la
famille (¢;;)1<j<n est une base du dual de E, ;. (Utiliser les polynoémes de
Lagrange.)

11. D’apres la question précédente, il existe une famille (1;)1<j<n de réels tels

que ¢, = Z Hir, dans E_,. Montrer que pour tout P € Ea,_1, on a

1<j<n
encore

P(P) = Z 1P, ; (P).

1<j<n

(Utiliser une division euclidienne.)

Partie 5 — Expression avec des déterminants

Pour tout entier naturel k, on pose ¢, = (X*|1). On considere aussi les déter-
minants :

Co C1 Cn—1 Cn
C1 C2 ce Cn Cn+1
An - )
Cn—1 Cn Con—2 Cop—1
Cn Cn+41 Con—1 Con
Co C1 e Cn—1 Cn
&1 Co Cn Cn+1
Dy(z) = :
Ch—1 Cn Con—2 Copn—1
1 x .- gl z"

ol x est un nombre réel. Par convention, Ag = ¢g et Dy(z) = 1.
12. Soit A, la matrice carrée a n + 1 lignes dont le terme a la i© ligne et la j°
colonne est (X*~!|X771). Montrer que A, est inversible. En déduire A,, # 0.

13. Montrer que & — D, (z) est une fonction polynomiale dont on précisera le
degré. On notera D,, le polynéme associé.

14. Montrer que (D,,|X*) = 0 si k < n. En déduire que la famille (D,,),cn est un
systeme orthogonal.

Partie 6 — Les polynémes d’Hermite

On note g(z) = e~ /2, Soit n € N*

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

+oo
Montrer que V'application (P, Q) — / P(t)Q(t)g(t)dt est un produit sca-
—00
laire sur R[X].
Soit @ : R[X] — R[X] définie sur par ®(P) = X P’ — P"”. Montrer que ® est
symétrique pour ce produit scalaire.

Montrer que R, [X] est stable par ® et que ’endomorphisme induit ®,, est
diagonalisable.

Montrer l'existence d’un unique H,, € R[X] de coefficient dominant 1 tel que
®(H,) = nH,. Le polyndme H,, est le n-itme polynéme de Hermite.

Calculer Hy, pour 0 < k£ < 3.

Exprimer H,,2 en fonction des Hj précédent, déterminer la parité et une
équation diférentielle linéaire vérifiée par H, et exprimer H,  , en fonction
de H,,.

Exprimer H,, en fonction de g(™.

Déterminer ||H||? en fonction de H,_; puis en fonction de n.
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Indications

Exercice 3. Remarquer que si P est inversible, (z,y) — (Pxz|Py) est un produit
scalaire. Ou considérer la trace.

Exercice 4. Ecrire I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Exercice 5. 1. Considérer I’hyperplan normal a z — y.

2. En posant y = f(x), choisir une réflexion s telle que codim Ker(so f —Idg) <
codim Ker(f — Idg). Raisonner ensuite par récurrence.

Exercice 8. 1. On a
lar.f1(z) 4+ ... + an.fo(@)| < |la1-f1 + - + an-frlloo < Cllar-f1+ .. + an-fulla

On pose ensuite a; = f;(z).

2. On integre sur [0, 1], ce qui borne n = dim E.

Exercice 9. 1. C’est un espace affine.

2. Projeter orthogonalement.
Exercice 12. Pour SO(n), utiliser la réduction.
Exercice 13. Utiliser la réduction.

Exercice 14. Commencer par n = 2 puis généraliser.
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Solutions

Exercice 5. (TD 5 - q4) Soit (e;) la base canonique de R", ¢; la j-iéme colonne
de g. Soit (u;) I'orthonormalisée de (c;) par le procédé de Schmidt. Par définition,
pour chaque j, il existe des réels a1 ;,a2,...,a;,; tels que ¢c; = ay ju1 + az jus +
---ajju;. On définit k € L(E) par k(e;) = u;. On a donc k € O(n) car envoie une
base orthonormée sur une base orthonormée. En posant t = k~'g, on a pour tout
J que t(ej) = ay jer + ag jes +---aje;. Donct € T.




