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1. Expression et majoration des coefficients

1) Montrons qu'il y a égalité si tous les z; non nuls ont méme argument 6 modulo 2.
On peut donc écrire zj = pkelg oll px =0.On adonc

n

n n n
i0 i0
Y k| = pre”| =1 Y pr|= ) pr= ) |zl
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n n
Réciproquement, montrons par récurrence sur n € N* que si Z 2Kl = Z |z |, alors
k=1 k=1

les zi ont nuls ont tous méme argument. C’est évident si n = 1.

Sin=2,o0nalz + 2zl < |z1|+|z2| d’apres le cours. Montrons le cas d’égalité. Sup-
posons |z + |z2] = |z1 + zz|. On peut supposer z1,z; # 0, sinon c’est fini. En éle-
vant au carré des deux cotés, on obtient |21|2 + |22|2 +2|z122] = (21 + 22) (21 + 22),
i.e. 2|z122| = 2123 + z12. En posant z = z,z; et puisque |z; 22| = |z|, on a | z| = Re(=z),
et donc z = |z| € R*. Donc z; et z, ont le méme argument.

Supposons la propriété vraie pour n—1 avec n = 3. Soient z1,...,2, € C tels que
n

n
Z Zi| = Z |zx|. On peut supposer que tous les z; sont non nuls, sinon on peut
k=1

k=1
tout de suite appliquer '’hypothése de récurrence. On a d’apres I'inégalité triangu-
laire
n n-1 n
sz < Zk +|zn|sZ|zk|.
k=1 k=1 k=1

Les deux inégalités sont donc des égalités et on a

n—1
pIES
k=1

n—-1
= |zl
k=1

D’apres I'hypothése de récurrence et le cas n = 2 appliqué a z; +--- + z;—1 et z,
onaque zi,...,2;—] ont méme argument et z; +---z,_] et z, ont méme argument.
CQFD

2) Rappelons que U, = {ZKl0<k<n-1louz= e%. En notant S(g) la somme a cal-

n-1 n-1
culer, nS(q) = ) (257 = > (z7)¥ est une somme géométrique de raison z%. Donc
k=0 k=0

LG siz9#1
nS(q) = 1—z4 z ’
n sizd=1.

2ign . . 2nq . q N
De plus, z9 = e™» =1 si et seulement si — € 277, soit — € Z, c’est-a-dire que
n n
1 1 sinlg,
n|q. En divisant par n, S(g) = — Z w":{ sinlq
n

wely, 0 sinon.

3) Fixons ke[0,d]:

l Z P(a))asz

wel,

£ (L awl)o-1

welUy \ j=0 Jj=0

1 1 -
- aj|— Z w’ )]
n (’lweUn

Or

1 - 1 sin|(j-k) 1 sij=k modn,
- i-k| = =
(n 2 o ) { 0 sinon { 0 sinon.

wel,
D’ou le résultat.

4) (a) Sion suppose n > d, pour j,k dans[0,d], la condition j = k mod n n'est
vérifiée que pour j = k. D’ol le résultat.

(b) Déjal’ensemble {|P(w)| /w € Uy} est une partie finie de R qui admet un maxi-
mum noté K dans la suite.

On applique 'inégalité triangulaire dans la relation (1). On obtient

1 1 1
lagl<s = Y IP@o <= Y IP@)| < —(nK) =K.

’leUn wel,

Si de plus P = aka avecay # 0, alors pour tout w € Uy, on a |P(w)| = |ag| et
donc|ai| =K.

(c) 1l suffit de montrer que si K = |ag/|, alors P = aka. On applique l'inégalité
triangulaire dans la relation (1). On obtient

1 1 1
lakl<— 3 IPwo <= Y P@) < —(nK) =K.

wel, welUy,

Puisque |ay| = K, on peut substituer chaque symbole “ < " par “ =". La pre-
miere substitution est possible s’il y a égalité dans 'inégalité triangulaire gé-
néralisée, c’est-a-dire si tous les P(a))afk non nuls ont le méme argument.
La seconde substitution est possible si et seulement si chaque terme |P(w)| =
IP(w)cu_kI a la méme contribution, a savoir K. En conclusion, il y a égalité si
et seulement si les P(w)w ¥ sont égaux (méme argument et méme module).
Leur valeur commune est ay. Donc P(w) = akwk, ie P— aka s’annule sur
tout U,,. Puisque P — ap X" est de degré < d < n et qu’il admet 7 racines, il est
nul. Donc P = aka.
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d

Z akzk

k=0

d d
5) Pour tout z € U, |P(2)| = < Y laxz¥| = Y |agl. Lensemble {|P(2)| /z € U}
k=0 k=0
d

est une partie non vide de R, majorée par Z lakl, d’ oul'existence de M(P). Si z est

dans U,,, alors z € U donc |P(z)| < M(P). Ainsi, max ({|P(z)| /z€ U,}) < M(P). Donc
lar| < M(P) d’apres 4.(b).

Légalité |ax| = M(P) impose une égalité dans 4.(b), c’est-a-dire que P est le mo-
nome a; X*. La réciproque est vraie.

Remarque : si P est non constant, I'inégalité est stricte pour k=0:

|P(0)| = laol < M(P) =sup ({|P(2)| /z€L}).

2. Le principe du maximum pour les polynomes

6) Introduisons Q(X) = P(zp + rX) € C[X] . Le polyndme Q est non constant. La re-
marque ci-dessus entraine 'inégalité |Q(0)| < sup({|Q(a)| /a € U}). Mais Q(0) =
P(zp) et Q(a) = P(z) ou z=zp+ra.Enfin, |a| =1 <= |z- zg| = r. Donc

|P(z0)| <sup({|P(2)| /1z€C, |z—zp| =T1}).

3. Une majoration plus forte

— —(1
7) Par définition, on a P = Z akX et P( ) Z akX . Donc XdP(§) =

k=0

d
Z ar x4k Z ag_r X" appartient a C[X], puisque les puissances de X sont posi-
k=0

t1ves Donc Q € C[X].

d
Dans Q(X) = P(X) [Xd ( )] (Z ap X ) (Z adek), le coefficient devant X¢
k=0
est
d

Y g Ga—a-n = Zlakl

k=0

_ 1 _ —(1\ =_ —
8) Pourzel, zz= |z|2 =1, donc — =z. Ainsi, P (—) = P(z) = P(z). Puisque Izld =
z z

ﬁ(l)‘ =|P(2))%.
Z

1Q(2)| = [P(2) ||z

Donc M(Q) = M(P)?.

En examinant le coefficient devant X% dans Q,ona

d
Y lagl* < M(Q) = (M(P))*.
k=0

4. Minoration de sup |P| pour P unitaire de degré d
[-1,1]

9) D’apres 4.(b) pour k=d et az =1, il y a égalité si et seulement si P = x4

d
10) Par I'inégalité triangulaire, pour t € [-1,1], |P(#)| < Z |ak|. Lensemble {|P(t)| /t €
k=0
[-1,1]} est une partie majorée non vide de R, d’ o1 'existence de N(P).

11) (a) On procede par récurrence double sur d. Pour d = 0 et d = 1, le ré-
sultat est clair. Supposons alors que pour un certain d € N, T;(cos(t)) =
cos(drt) et Tg.1(cos(?)) = cos((d + 1)). On en déduit que T, o(cos(t)) =
2cos(t)cos((d + 1)t) — cos(dt) = cos((d + 2)1), en utilisant 2cos(a)cos(b) =
cos(a+b)+cos(a—b)aveca=(d+1)tetb=t.

(b) Montrons par récurrence double que, pour d = 1, T; est de degré d et de
coefficient dominant 247!, Le résultat est vrai pour d =1 et d = 2 puisque
iX)=XetTr(X) = 2X%-1. Supposons le résultat établi aux rangs d et d + 1.
Ecrivons T;(X) = 2d-1xd ot Tg1(X) = 24 x4+l L o les points de sus-
pension désignent des termes de degré moindre que le terme qui les précede.

On a alors
Td+2(X) 2XTd+1(X) - Td(X)
= 2X@4x4 4 y—2d-1xd 4
2d+1Xd+2 +

ce qui acheve la récurrence.
(c) Pour t€[-1,1], posons 8 = arccos(?). Alors

daeo 1
1S4(0)] = S a(cos@))] = =24

2d-1 2d-1
et 21 est atteint lorsque 8 =0 (i.e. £ = 1) par exemple. D’ot11'égalité N(S,) =
1
2d-1"
12) (a) e« Enutilisant le bindme de Newton,

(3|
R(X)=X"P 2 X+ =

d k

a 1

=) —:Xd(X+—)
) X
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_ i % ( Zk: ( ;C) xd+k-2 j) cCIxl. (d) Placons nous dans le cas ou I'inégalité précédente est une égalité.
k=0 <" \j=0 eOna| ) R)|= ) IRw).Ce casdégalité dans I'inégalité triangulaire
Les expressions entre parentheses sont bien des polynémes puisque les puis- welzq welyy )
sances de X sont positives (car pourd = k= j, d + k—2j = 0) généralisée impose que les R(w) non nuls ont tous le méme argument, a savoir
=k=j, =0). 2d
k . zéro puisque la somme R(w) = —— estréelle.
« Pour k €[0,d], le polynéme Ry = )_ (’]‘) X+k=2] est de degré d + k et de we%zd 2d-1
7=0 d ¢ On a aussi I'égalité Z |R(w)| = 2d sup({|R(z)| /z € U}) donc les |R(w)| ont
. . . ag ) weU
k) = — K -~ 2d
coefficient dominant (%) = 1. Puisque R = k;) ok Ry, R est de degré et de coef la méme valeur, a savoir sup({|R(2)| /z € U}).
a a . SN TR ST .
ficient dominant donné par le _1; Ry de plus haut degré, 2 savoir _Zzl R,. Donc Finalement, si | meggl;e étudiée est une égalité, tous les Riw) sont égaux.
2 ay 1 2 Comme Z R(w) = 1 la valeur commune des R(w) est 1
deg(R) = 2d et le coefficient dominant de R est >d = 2 welyy 2 2
1 1
J d A Te
(b) Pour ze U, il existe ¢ € R tel que z = e'’. Ainsi, e Rappelons que R = X“P (E(X+ }) . Légalité R(w) = a1 pour w € U,y

(©)

) il 4 g—it
IR(2)| = e““P(—)

2

- |e"d”P(cos t)| = |P(cos D).
Quand 0 décrit R, z décrit U et cos(#) décrit [-1,1]. Donc
M(R) =sup({lR(2)| /zeU}) =sup({|P(8)| /t € [-1,1]}) = N(P).

Appliquons la question 3 avec k = 0 et n = 2d au polyndme R(X) € C,4[X]. En
notant ry les coefficients de R, on a

1 1 1
— Y Rw= )  rj=ro+ni=—+—,
2d ,ev, j=0 ‘mod2d 24 24
o<j<2d
soit
Z R@) = 2d
weUyy 2d—1 '
On a donc établi
2d
P Z Rw)| = Z |R(w)|
2 weUyy welyy
<2dsup({|R(z)| /zeU})
<2dM(R).

Ainsi,

1
N(P)=M(R) = prmg

S . ikn g km 1 , . . .
s'écrit (e @ )*P|cos 7 = % pour k €[[0,2d —1]. Lapplication cos étant
injective sur I'intervalle [0, 7], les d valeurs de k €[[0,d — 1] donnent d valeurs

k
différentes de cos (77[) sur lesquelles P et S; coincident. Comme P et S; ont

méme coefficient dominant et méme degré, leur différence est de degré infé-
rieur a d — 1 et admet au moins d racines, d'ou I'égalité P = S.

5. Polynomes de Z[X] majorés par 1 sur U,

13)

14)

Si deg(P) = d < n, la formule (1) et I'inégalité triangulaire donnent, pour k €[0,d ],

1
lagl < — ) |P(w)|. Dans cette somme, un terme est nul et les (n — 1) autres sont
wely,
majorés par 1, d’oli le premier résultat. Comme P est a coefficients entiers, chaque

lak| est un entier positif, strictement plus petit que 1 donc nul. Ainsi, P =0 et a
fortiori, il s’annule sur chacune des racines de I'unité.

Etablissons ce résultat par récurrence sur le degré d de P, en reprenant ’algorithme
de la division euclidienne.

* Si d < n, le quotient est nul et le reste vaut P. Ces deux polynomes sont bien a
coefficients entiers.

¢ Sid = n,le quotient est a, etlereste est P—ay (Xd —1). De nouveau, ces polyndmes
sont a coefficients entiers.

» Supposons avoir prouvé jusqu’a un certain rang d = n que le quotient et le reste
d’un polynéme de degré d a coefficients dans Z divisé par X" —1 sont a coefficients
entiers. Soit alors P € Z[X] de degré d + 1 et a;4, son coefficient dominant. Le po-
lynéme P — a4 X d+l=n(xn _1) estde degré au plus d et a coefficients entiers. Par
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15)

hypothese de récurrence, il existe Q; et R a coefficients entiers tels que

pP- adHXd“_”(X” -1)=(X"-1)Q; +Ret deg(R) < n.
Donc
P=(X"- 1)(ad+1Xd+1_” + Q1)+ Ret deg(R) < n.

Par unicité du reste et du quotient, Q = ad+1Xd+1_” + Qg et R sont le quotient et le
reste de P divisé par X" —1. Ces polyndmes sont a coefficients entiers, ce qui acheve
la récurrence.

Pour w € Uy, on a w” =1, donc P(w) = Q(w)(w" —1) + R(w) = R(w). Le polyndme
R est a coefficients entiers, majoré par 1 sur U, et s’annule au moins une fois sur
U, (tout comme P). De plus, deg(R) < n. D’apres la question 13, R = 0 donc X" —1
divise P et P s’annule sur toutes les racines n-iémes de l'unité.

6. Interprétation de la formule (1) pour k =0

16)

17)

* Rappelons que z,...,z,—1 sont les sommets d'un polygone régulier centré en
- N . N . , 2n

zéro signifie (quitte a renuméroter les z;) qu'il existe une rotation d’angle — et
n

de centre 0 envoyant Zp sur zp, 2y sur zp, ..., Zp-2 SUr zZ,-—1 et Zp—1 Sur zp, ce qu1
271 2ikn

s’écrit e Zr = zj+1 (avec la convention z; = zy) ou encore zj = e " Zp, pour tout
k € [0, n—1]. On en déduit que 2z} = zy. Notons a = z; € C*. Les n différents com-
plexes zy, ..., z,—1 sont racines du polyndome X" — a de degré n (on a donc toutes les
racines). Réciproquement, il est clair que si a € C*, les n racines de X" — a sont les
sommets d'un polygone régulier a n cotés.

¢ Prouvons maintenant 1'égalité voulue. Remarquons que si A et i sont des com-
plexes et si la formule est vraie pour P et Q dans C,_;[X], elle reste vraie pour
AP + uQ. 11 suffit alors de montrer la formule pour P = X7 pour g €[0,n—1]. Or,
d’apres la question 2,

n-1

- ikn n siqg=0;
Z q Z q _ ’
(e ! ZO) ~% @ { 0 sinon;
]CZO k=0 wEUn ’

ce qui donne le résultat apres division par n.

« En choisissant les z; avec zp = 1, on retrouve la formule (1) pour k = 0.
r
(@ DéjaQ=p H (X — br)P¥ convient d’apres le cours. Montrons que ce sont les
k=1

seuls. Soit Q € C[X] tel que = Z

. D’apreés le théoreme fondamental
X bk

(b)

(]

(d)

(e)

(9

N
de l'algebre, Q = u H (X — ag)9 ou les a; sont des nombres complexes dis-
k=1
) . . Q & gk

tincts et les g sont des entiers naturels non nuls. Mais alors — = Z Y
k=14~ Ak
Or par unicité de la décomposition en éléments simples, on a égalité (al'ordre
pres) des ay. et by et des multiplicités correspondantes.

Fixons i €[0,n— 1]. Les zéros du polynéme ¢; sont les z; pour k€[0,n— 1] —
{i}. Donc pour j €[0,n—1]-{i}, ¢;(z;) = 0. Reste a étudier le cas j = i. On part
de I'égalité p(X) = (X — z;)¢;(X) qui entraine ¢'(X) = ¢;(X) + (X — )¢} (X).
Donc ¢'(z;) = ¢i(z;.)

Le polynéme ¢ est de degré n, de coefficient dominant 1, donc ¢’ est de degré

X
n—1, de coefficient dominant n et —(X) + ¢(0) est de degré n de coefficient
n

dominant 1.

Fixons k €0, n— 1]. En appliquant la formue (2) a P = ¢} de degré n—1, on a
1= 1

@r0)=— Z er(z) = —(p’(zk). Comme ¢ = (X — z) @y, on obtient ¢(0) =
ni= 17.(b) 1

—2k(0) =
On a trouvé n racines distinctes pour ces deux polyndmes de degré n, on les a
donc toutes, ce qui permet de conclure.

1 X
—zr—¢'(zx) donc —¢'(X) + ¢(0) s'annule en z;, tout comme .
n n

X
Les polyndmes ;(p'(X) + ¢(0) et ¢ ont méme degré, méme coefficient domi-

nant et les mémes n racines zy, ..., 2,—1 et donc les racines ont méme multipli-
cités puisqu’elles sont simples. Ils sont égaux.

!/
X
EACON = E. On déduit de la question 17.(a)
eX)—p0) X

que ¢(X) — (0) admet 0 pour unique racine. Comme le polynéme ¢ a pour
coefficient dominant 1 et pour degré n, on a @(X) — @(0) = X", soit ¢(X) =
X" + ¢(0). Notons a = —¢(0), non nul (sinon zy = ... = z,-1 = 0). Les com-
plexes zg, ..., z,—1 sont les racines du polynome ¢(X) = X" — a. Comme on I'a
VU, zg,...25—1 sont les sommets d'un polygone régulier a n cotés.

L'égalité précédente donne



