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Probléme - Polyn6mes cyclotomiques

Partie 1 : Calculs préliminaires

1) D’apres le cours, X" —1 = ]_[ (X — zg). Puisque les polynémes de degré un sont
1<k<n
irréductibles, il s’agit de la décomposition en produit d’irréductibles dans C[X].

2) C’est clairsi b =0. Sinon,

ﬁ(a+bzk) = ﬁb(%+zk):b"ﬁ(%+zk)
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et on reconnait (—b)" (X" — 1) évalué en —a/b. Dans tous les cas,

n
[T(@+bzp) =a"+-1D""b".
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k=1
(=1 - 1)((e7)" - 1)
= (e in@ 1)(e—m6 1)=1_ein6_e—in6+1
= 2-2cosnf =2(1-cosnb)

Partie 2 : Lindicatrice d’Euler

4) On applique I'agorithme d’Euclide étendu au couple (2018,1789). Les divisions eu-
clidiennes successives sont :

2018 = 1x1789+229
1789 = 7x229+186
229 = 1x186+43
186 = 4x43+14
43 = 3x14+1
14 = 14x1+0.

Ceci permet d’écrire

0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 2018 |

1 -3J{1 -4)J{1 -1 )1 -7 /{1 -1){ 1789 |
En effectuant le produit des matrices 2 x 2, ceci se réécrit

* * 2018} (3
125 -141 1789 )\ 1 J°

La derniére ligne donne la relation de Bézout 125 x 2018 — 141 x 1789 = 1.
En particulier, 125 x 2018 =1 mod 1789 et donc I'inverse de 2018 est 125 dans F,.

1)

-1
5) Ona p(’IZ— 1) = k(Z) Comme p est premier avec k, p divise (’]Z) d’apres le lemme

de Gauss.

p
6) D’apresle binome de Newton, (A+B)” = ) p

k=0

AFBP=k Mais (Z) =0 mod p pour

1<sk<p-1.Dou(A+B)P=AP+BP.

7) Par récurrence immeédiate sur le nombre de termes dans la somme, (A; + Ay +--- +
AP = AP+ AV +---+ A mod p pour tous Ay, .., A, € Z[X]. D’olt

P
(Z“_kxk) -y X
k k
et par le petit théoréme de Fermat
P
(Za_ka) =Y apx*p.
k k

Partie 3 : Racines primitives de 'unité

8) Montrons que expi2kzn/n est une racine primitive n° si et seulement si d = 1 ol
d=pgcd(k,n).

— Sid=2. Alorsexpi2kn/n=expi2k'n/n’ ou k=dk' etn=dn.Doncrn’ <n
et manifestement exp i2kn/n est une racine n'¢ de 'unité, donc n’est pas une
racine primitive de I'unité.

— Sid = 1. Soit u € N* tel que (exp i2kn/n)* = 1. Alors ku/n € Z. Donc n divise
ku.Mais pgcd(k,n) =1, donc d’apres le lemme de Gauss, n divise u. En parti-
culier, exp i2km/n n'est pas une racine u® 1 pour u < n. Donc c’est une racine
primitive n¢ de l'unité.
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9)

10)

11)
12)

13)

n=1 1

n=2 -1

n=3 NG

n=4 i,—1

n=>5 elzn/s,6‘14”/5,616”/5,618”/5

n=6 em/S'e—m/Ei

Ona

O =X-1
D= X+1
D3=X"+X+1
Dy=X"+1
Os=XT+ X3+ X2+ X +1
Dg=X>-X+1.

Le seul résultat qui ne s’obtient pas immédiatement est la forme de ®5. Plutét que
de développer la forme factorisée, on remarque que les racines de X° — 1 sont exac-
tement les racines de @5 auquelles on ajoute 1. Donc @5 est le quotient de X° — 1
par X —1.

deg®,, = ¢(n) car Card Z,, = ¢(n) par définition (cours).

Montrons que les les racines n¢ sont exactement les racines primitive d¢ de 1 pour
un diviseur d de n. Déja, si d = 1 divise n, alors toute racine primitive d¢ de 1 est
une racine d¢ donc une racine n¢ de 1. Réciproquement, si z = exp i27wk/n est une
racine n¢de 1.

1re preuve Soit d le plus petit entier tel que z% = 1. Montrons qued=n/poup=
pgcd(n, k). Or

ionk\p  jomkn  jonk

Zd = (6127'[%) P = elzn”ﬂ = elZJTp =1

car p divise k donc k/p est un entier.
2epreuve Lidée sous-jacente est que le groupe des racines n¢ de I'unité est iso-

morphe au groupe des entiers modulo n. Soit ¢ : Z — C* définie par ¢(a) =
e'2makin  C’est un morphisme de groupe, donc son noyau est un sous-goupe
de Z, donc de la forme d'Z avec d’ = 0. Comme manifestement n appartient
au noyau, d’ divise n donc d’ est non-nul. Or d' est le plus petit entier stricte-

; !
ment positif tel que 2" ¥/ = 1, donc d’ = d.

En passant au degré dans 1’égalité précédente,

n=deg(X"-1)=deg[[Ps=)_ p(d.
dln din

14) On adapte la démonstration du cours. Montrons par récurrence sur deg A = n que

15)

pour tout A, B € Z[X] avec B unitaire, le quotient Q et le reste R dans la division
euclidienne de A par B sont a coefficients entiers.

Initialisation Si n < 0. Alors A € Z. Si B est constant, alors B = 1 car il est unitaire.
Alors R=0€Z[X] et Q= A€ Z[X].Si Bestnon constant, Q =0et R = A, gagné.

Hérédité Supposons la propriété vraie pour n et supposons A € Z[X] de degré
n+1. SidegB >n+1alors R=Aet Q =0, gagné. Si degB < n+1, on

q
"pose la division". Si B = Z biX*, avec degB = g, alors by = 1. On a Ag :=
k=0
A—a, 1 X""179B € Z[X] ol a,11 € Z estle coefficient dominant de A donc est
non nul. On adonc deg Ay < n car B est unitaire. Par hypothese de récurrence,
Ap=BQ; + Ry avec Q,R; € Z[X] et degR; <degB.D’oll

A=Ap+an X" 9B = BQi+Ri+an X" B

(ans1 X" 77+ QB +Ry.

Or degR; < degB donc R = R) par unicité dureste. Donc Q = an+1X”+1_‘7+Q1.
En particulier, R et Q appartiennent a Z[X].

Montrons par récurrence sur n = 1 que @, € Z[X] est unitaire. C’est vrai pour n €
[[1,6]] d’apres la question 10. Supposons la propriété vraie pour tout entier < n— 1.
Alors @, estle quotientde X" —1 par 1_[ @, d’apresla question 12. Or un produit
dln,d<n
de polyndmes unitaires est unitaire. Dl’aprés la question précédente, @, est donc un
polyndme a coefficients entiers. Il est unitaire, car le coefficient dominant de X" —1
est 1 et que le coefficient dominant de ]_[ ®, est celui de @,,.
dln

Partie 4 : Irréductibilité sur Q

16)

17)

18)

Soient P=Y " apX* et Q = Y by X* primitifs. Par I'absurde : si PQ n'est pas primitif.
Soit p un diviseur premier de ¢(PQ). Alors PQ =0 mod p. Mais alors dans F,[X],
onaPQ=0.0rF p[X] est intégre. Donc PouQ=0, i.e. p divise tous les coefficients
de P ou Q, donc n’est pas primitif.

Q . Or P et Q sont primitifs, donc P
c(P) c(Q) c(P)  c(Q

c(P) c(Q)
aussi d’apres la question précédente. Donc le pgcd des coefficients de PQ est

c(P)c(Q).

On écrit PQ = c(P)c(Q)

1
Soient Ay, By € Q[X] tels que AgBy = EP et deg Ag,deg By = 1. On peut trouver
c

a,b € Z non nuls tels que aAy = Ay et bBy = By avec Ay, By € Z[X] (prendre pour a
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19)

20)

21)

A
le produit ou le ppcm des dénominateurs des coefficients de Ag). Soient A, = (Al )
clAy
B,
et B, = .On adonc
c(B1)

1 p= c(A1)c(B1)

A,B
c(P) ab 202

avec Az, B» € Z[X] primitifs. En passant aux contenus, on obtient

1

abc|——=P|=ab=c(A;)c(By).

( ) ) (A1)c(By)

Donc P = c¢(P) Ay By, CQFD. On a montré le résultat intéressant suivant : P € Z[X] est

irréductible dans Z | X] si et seulement si il est irréductible dans Q[ X].

D’apres la propriété (b), P = a, X" #0 dans F plX]. Par'absurde. Soient A, B € Z[X]

de degrés > 1 tels que AB = P. On pose r = deg A, s = degB. Donc P =@, X" = AB.

Mais les seuls diviseurs de X" sont les puissances de X et leurs associés. Donc A et
_ r S

B s'écrivent respectivement @, X" et B= f;X°.SiB= Y arX et B= Y XF alors

k=0 k=0

p divise ag et By, et donc pz divise @By = ap. Contradiction.

Le nombre premier 2 divise 0, 2 ne divise pas le coefficient constant 2 et 2 ne divise

pas le coefficient dominant 1. Donc X" -2 est irréductible sur Q[ X] d’apres le critere

d’Eisenstein.

XP-1
Toutes les racines p®© de I'unité sauf 1 étant primitive, on a @), = s =XP+... 4
X +1.Donc
p
p Z(Z)Xk_l p
X+DP-1 o P\ i
O,(X+1)= = = X",
P+ =5 X ,él(k)

Or p ne divise pas le coefficient dominant (p) =1, p divise (Z) pour tout 1 < k <
p

p

p -1 et p® ne divise pas le coefficient constant = p. Par le critére d’Eisenstein,

®,(X +1) est irréductible sur Q[X].

Concluons par I'absurde : si ®, n’était pas irréductible sur Q. Alors ®,, s'écrirait
®, = AB avec A, B € Q[X] de degrés = 1. Mais alors ®, (X +1) = A(X+1)B(X +1). Or
A(X +1) et B(X + 1) sont de méme degré que respectivement A et B. Contradiction
avec ce qu’on vient de prouver.

22) Onavuque @, estirréductible sur Q. Soit P € Q[X] tel que P({) = 0, c’est-a-dire X-{
divise P dans C[X]. Mais alors pgcd(P,®;) # 1. Or ®,, étant irréductible dans Q[X],
il est premier avec tout polynéme qu'’il ne divise pas. Donc il divise P. Réciproque
évidente.

€

23) Multiplions P par d € N* et Q par e € N* pour avoir dP,eQ € Z[X]. Alors P

Z[X] est primitif et c(dP)|d car d est le coefficient dominant de dP. De méme,

e
( %) est primitif et c(eQ)|e. D’autre part, en passant aux contenus dans I'égalité
c(e
eQ

dap
C(dP)C(eQ)mm = dePQ

on trouve c(dP)c(eQ) = de car c(PQ) = 1 (unitaire) et est primitif

d Q
c(dP) c(eQ)
comme produit de primitifs. Comme c(dP) < d et c(eQ) < e, on adonc c(dP) =d et

c(eQ)=e.Donc P =

c@ap) € Z[X] et de méme pour Q.
Autre preuve. D’apres la question 18 de la partie 4, PQ s’écrit comme produit de po-
lynémes de Z[X] irréductibles sur @ (récurrence immeédiate). Donc tout polynéme
unitaire irréductible sur @ qui divise PQ est dans Z[X] (s'il existait un polynéme
unitaire irréductible qui divisait P, et qui n’était pas dans Z[X], cela contredirait
I'unicité de la décomposition en polynémes unitaires irréductibles). Donc tout po-
lynéme unitaire irréductible sur @ qui divise P est dans Z[X]. Maintenant, écrivons
P comme produit de polyndmes unitaires irréductibles sur Q : tous ces polyndmes
sont dans Z[X], donc P est dans Z[X]. De méme pour Q.

Partie 5 : Irréductiblité de ®,,

24) Soit désormais p un nombre premier ne divisant pas n. Par I'absurde. Si B € F,[X]
est tel que B?|X"—1, alors il existe Q € Fp[X] tel que BZQ = X" —1. Mais alors en
dérivant cette égalité,

2BB'Q+B*Q' =B(2B'Q+BQ) =nx""\.
Donc B divise 7X" ! et donc divise X X" 1) -7(X" - 1) = 7. Donc B est constant,

contradiction.

25) Ona pgcd(U,V) # 1 car ils ont une racine complexe commune. Par irréductibilité
de U, U divise V.

26) Soit A, B € Q[X] unitaires tels que ®, = AB et degA = 1. D’apres la question 23,
A et B sont a coefficients entiers. Soit { une racine de A et p un nombre premier
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27)

ne divisant pas n. Montrons par I'absurde que B(({”) # 0. Comme (" est aussi une
racine primitive n¢ de I'unité, on a ®,({”) = 0. On aura bien que A((”) =0.
Supposons que B({”) = 0. On aura alors Bo X” € Z[X] et admet { pour racine, donc
est divisible par A car A est irréductible. Comme A € Z[X] est unitaire, le quotient
C de Bo X? par A est encore a coefficients entiers et unitaire. Mais Bo X” = B”
mod p d’apres la partie 2. Soit R un facteur irréductible de A dans F,[X]. Alors R|A
et RJAC = BP = B”. Par irréductibilité de R, R divise B. Donc R? divise A et B donc
@,,. Ainsi R? divise X" — 1. Contradiction avec 24.

Soit A un facteur irréductible sur @ de ®,. Comme A est de degré = 1 et divise @,

A admet pour racine une racine primitive n¢ de l'unité. Soit { cette racine. Elle est

donc de la forme e?*?'" avec k premier avec n (question 8). Il suffit de montrer que

tout autre racine primitive n¢ de 'unité est encore racine de A. On aura alors que
H (X - z) =@, divisera A car les X — z sont premiers entre eux deux a deux.

z€Zp

Soit k' € Z premier avec n. Donc k et k’ sont inversibles dans Z/nZ (cours). Soit

donc @ = k' k'. Comme les inversibles de 'anneau Z/nZ forment un groupe, U
est inversible. Donc u est premier avec 7. Ecrivons la décomposition en facteurs
premiers u = p1 pz--- ps. Comme u est premier avec 7, les p; sont premiers avec n.
Si z est une racine primitive n¢ de l'unité et p un nombre premier avec n, alors z” est
aussi une racine primitive n¢ de l'unité. En effet z = e2ma/n ot donc zP = ei2TPa/n.
or n étant premier a p et g, il est premier a pq.

Par récurrence immeédiate, puisque ( est une racine primitive n¢, alors

(P gz PP2Ps = (% gont des racines de A d’aprés le lemme. Or (% =
: )
ezku2n/n — elk 2n/n. QED.




