Centrale MP Un corrigé de Mathématiques 2 2018

I Fonctions harmoniques : quelques propriétés

Q1.

Pour k € Neet i € [1,n], 'application f € C**1(U) — é% € C*(U) est linéaire.

Donc par composition et somme I'application A est linéaire de C2(U) vers C°(U)

or H(U) est le noyau de cette application linéaire ainsi |H(U) est un sous-espace vectoriel de C?(U, R)

. On suppose que f est de classe C* sur U Ainsi toutes les dérivées partielles de f est aussi de classe C? sur U.

Soit j € [1,n]. En utilisant le théoréne de Schwarz et la linéarité de la dérivation, on a :
of " 93 f " 3f 9 [=f )
A<a>: 92201; 4= 0r;022 Oz, 922 ) o, A
117] i=1 xi l'] i=1 .’17] xi LII] i=1 xi iE]

Comme f est harmonique et par dérivation de la fonction nulle, on a : Vo € U, A <gf> () =0
L
of

Ainsi —— € H(U). Puis on peut procéder par récurrence; I'initialisation étant triviale et pour I’hérédité, on

8$]‘

utilise ce qui précéde en remarquant que :

ak—Hf o 8kf
pour tout k € N* et 41,...,7,1 € [1,n], on a : =
+ [[ ]] 8xik+18xik e 8$i1 6xz-k+1 8$zk &cil

On a montreé ’toute dérivée partielle a tout ordre de f appartient a H(U) ‘

. Analyse : Soit f € H(U ) telle que f2 € H(U).

2 2 £2
f . O0°f 0* f f -
(9 =2f- " et ainsi 922 =2f- 9 ?+2<8 Z) d’out

Pour i € [1,

n

o> f =
:2'}0.2}&% Z}(@mz)

Alors Vz € U, Z(Sﬂf )) =0
of

Comme il s’agit de sommes de réels positifs, on a Vo € U, ——(x) =

8301

donc Va € U, Vf(x) = Ogn or U est un ouvert connexe par arcs

donc f est constante sur U

Synthhése : On suppose que f est constante sur U alors f? également d’ou
Ve e U, Af(x)=0 et A (f2) (£)=0

Ainsi f et f? sont harmoniques sur U

Conclusion : Si U est connexe par arcs,

les fonctions f de H(U) telles que f2 appartienne aussi & H(U) sont les fonctions constantes

. Comme U est un ouvert non vide de R™, ceci nous fournit a = (aq,...,ay) et r > 0 tels que D(a,r) C U.
Ainsi pour tout ¢t €a; — r,a; + r[ (ensemble infini), on a (¢, as9,...,a,) € U
ainsi ’1& fonction ¢ : (z1,...,2,) € Ur— 21 € R est clairement harmonique sur U sans y étre Constante‘

De plus Vx € U, A ((pQ) (r) =2 # 0 donc p? = ¢ x  n’est pas harmonique sur U

’Le produit de deux fonctions harmoniques n’est pas une fonction harmonique, en général

Page 1/16



Centrale MP Un corrigé de Mathématiques 2 2018

II Exemples de fonctions harmoniques

II.A -

Q 5. Remargque : on a f de classe C? par produit car (x,y) — u(z) et (x,y) — v(y) le sont
On aV(z,y) € R? 0= Af(z,y) = u"(z)v(y) + u(@)v" (y).
Comme v est non identiquement nulle, ceci nous fournit ¢ € R tel que v(t) # 0.

En posant A = U;/(Ef)), on a alors Vo € R, v/ (z) + \u(z) =0

done ¥(z,y) € R*, 0 = Af(z,y) = —du()v(y) + u(@)v"(y) = (" (y) — Mv(y)) u(z)
En prenant ¢ € R tel que u(t') #0, on a Vy € R, 0 = v"(y) — Av(y) Ainsi

’il existe A € R tel que u et v soient solutions respectives des équations 2"/ + Az =0 et 2" — Az = O‘

Q 6. Je note les équations différentielles E1 : 2" +Xz2=0 et Ey: 2/ —Xz=0
Si A =0 Les solutions de E; (ou E3) sont les fonctions de la forme x — Az + B avec A et B € R

Si A > 0 Les solutions de Eq sont les fonctions de la forme ¢ — A cos (tﬁ) + Bsin <t\f)\) avec Aet BeR
Les solutions de E5 sont les fonctions de la forme ¢t — A’ch (tﬁ) + B’sh (tﬁ) avec A’ et B' € R

Si A < 0 Les solutions de Es sont les fonctions de la forme ¢ — A cos (tﬁ) + Bsin (tﬁ) avec Aet Be R
Les solutions de E; sont les fonctions de la forme ¢t — A’ch (t\/j)\) + B’sh (t\/j)\) avec A’ et B € R
Réciproquement : Soit A € R et u et v solutions non nulles respectives de E; : 2" + Xz =0 et Es :

2 — Az =0.

Alors u et v sont de classe C2 sur R et ainsi f : (z,y) — u(x)v(y) est de classe C? sur R,
Et on a: V(z,y) € R, Af(z,y) = u"(z)v(y) + u(@)v" (y) = Mu(z)v(y) — Mu(z)v(y) =0
donc f est harmonique sur R?

Conclusion : Les équations différentielles étant linéaire homogéne d’ordre 2 leur solutions forment un plan
vectoriel.

Une fonction f a variables séparables sur R? est harmonique non nulles si et seulement si
il existe A € R, (A,B) et (A’,B") € R?\ {(0,0)} tels que
si A=0 alors f:(z,y)— (Az+B)(A'y+B)
si A>0 alors f:(z,y)— (A cos (xﬁ) + Bsin (mﬁ)) (A’ ch (yﬁ) + B’sh (yﬁ))
si A<0 alors f:(z,y) — (Ach(zv=X) +Bsh (zv/—=X)) (A’ cos (yv/—A) + B’sin (yv/=1))

I1.B -

Q 7. Les fonctions (r,0) — rcos(d) et (r,0) — rsin(f) sont de classe C? sur R** x R par produits
donc la fonction (r,60) — (rcos(f),rsin(f)) est de classe C2 sur R** x R par composantes
de plus cette fonction est & valeurs dans 'ouvert R?\ {(0,0)} out f y est de classe C>

donc par composition ’g est de classe C? sur R*+ x ]R‘

Q 8. On utilise la formule de la chaine dont I’écriture abusive est :

% = g—fg—i + %% = cos(@)% + sin(@)g—i et % = g—g% + %g—i = —rsin(@)% + TCOS(H)%];
Ainsi @(r ) = cos(@)a—f(r cos(#),rsin(6)) + sin(@)a—f(r cos(#),rsin(0))
or Ox ’ oy ’
99 o Of . of :
et 50 (r,0) = rsm(ﬁ)ax (rcos(0),rsin(0)) 4 r cos(0) Dy (rcos(6),rsin(0))
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Q 9. On continue & appliquer la formule de la chaine avec une écriture abusive en servant du calcul ci-dessus :
2 . 2 . 2

87;3 = cos(0) (COS(G) (%J; + sin(6) (%afy) + sin(6) (COS(Q)ang + sm(&)%)

puis a l'aide du théoréme de Schwarz avec f de classe C? : on a

0%g o O f . . O*f . g O f

a2 (r,0) = cos (9)8 5 (rcos(0),rsin(0)) + sin(20) amay(r cos(0), rsin(0)) 4 sin”(6) == 2y

Puis
% = —r cos(@)%—r sin(G)ﬂ—r sin(6) (—r sin(9) f + rcos(@)—aazgy)—}—r cos(6) (—r sin(6) 8828 + TCOS(O)%)
puis & I'aide du théoréme de Schwarz avec f de classe C2, on a :
0%g
062

(rcos(0), rsin(0))

of .
M (rcos(0), rsin(0))+

2 sin?(6) 22 o (r cos(0),rsin(0)) + 2 0082(9)22‘};(7" cos(#),rsin())

97 (1 cos(6), r sin(6)) — r sin(6)

(r,0) = —r cos(@)ax

Y J . . . 2 .
3 (rcos(0),rsin(0)) — r Sm(%)@a}@y

Q 10. Soit (r,0) € R** x R, on a a 'aide des calculs précédents :

0% % g o2 f o2 f
27 o g _ 2 . .
52 5 (1,0) + 892( 0) + "o (r, 0) (8 5 (rcos(0),rsin(0)) + 3 2(rc05(9),rsm(0))>
On suppose que pour tout (r,0) € R*T x R, i( 9)+629( 0) + 8 ( 6)=0
n suppose que pour tout (r, r5ar 502" ro(r,0) =
avec ce qui précéde :
o f O*f

V(r,0) € R*" x R, Af(rcos(d),rsin(9)) = 3 5 (rcos(0),rsin(9)) + —5 052 5 (rcos(0),rsin(9)) =0

Or pour (z,y) € R%\ {(0,0)}, en prenant r = /22 + y2,

onar >0 et il existe § € R, tel que (z,y) = (rcos(d), rsin(0))
et ainsi ¥(z, y)R*\ {(0,0)}, Af(z,y) =0 don f € H(R*\ {(0,0)})
La réciproque est immédiate. Ainsi on a bien :

2 2
f € H(R?\ {(0,0)}) si et seulement si, pour tout (r,d) € R** x R, r 22(7“ ) + gﬂg( ) + rg(r 0) =0
Q 11. Analyse : On considére f une fonction harmoniques radiales de R?\ {(0,0)}. On note g comme ci dessus.
On peut alors trouver h fonction définie sur |0, +oo[ telle que V(r,0) € R*T x R, g(r,0) = h(r)

Comme g est de classe C? sur R*T x R alors h ’est sur |0, +oo[ et

0%g
062

0%g

V(r,0) € R*" x R, 5z

(r,0) =0 et %(r, 0) = h'(r) et (r,0) =h"(r)
La question précédente donne alors : V(r,0) € R*™ x R, 720" (r) + rh/(r) =
donc A’ est solution sur ]0,+oo[ de I’équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1 : t2' + 2 =10
Une solution évidente est ¢ — 1/t ce qui nous fournit A € R tel que b/ : r — A/r
Ce qui nous fournit B € R tel que h:r— Aln(r) + B
donc g : (r,0) — Aln(r) + B puis f: (z,y) — Aln(\/22 +y?) + B
Synthése : On suppose qu’il existe A et B € R tels que f : (z,y) — Aln(z? +4?) + B
alors f est de classe C? sur R? \ {(0,0)} et radiale car
la fonction g : (r,0) — f(r cos(6),rsin(f) = 2A In(r) + B est indépendante de 6

Page 3/16



Centrale MP Un corrigé de Mathématiques 2 2018

2 2
et on vérifie facilement que V(r,0) € R** x R, 7‘2%(7”, 0) + @(r, 0) + r@(r, 0)=0

or? 06? or
donc f € H(R%\ {(0,0)}) d’aprés Q10.
les fonctions harmoniques radiales de R? \ {(0,0)} sont les fonctions : (z,y) — Aln(z? +y?) + B avec A,B € R

2A1 B=
Q 12. En me servant de la question précédente, on cherche A et B € R tels que n(r) + “
2AIn(re) +B =10

b—a In(ry)a — In(r1)b
On remarque que A = et B=
dued 2 (In(ra) — In(r1)) In(rs) — In(r1)

Alors d’aprés Q11, en prenant

conviennent

feC(R*\{(0,0)},R)
Af=0

f(@y) =a si|[(z,9)] =
fla,y) =b si |[(z,y)ll = re

(b—a)In(z? + y?) + 2In(re)a — 21In(ry)b

sur R? on a
2 (In(rz) — In(r1)) R\ {(0,0)},

fi(xy) —

I1.C -

Q 13. On suppose que f n’est pas identiquement nulle. Ceci nous fournit ro = |[(xo + yo)|| tel que u(rg) # 0
Soit # € R On a u(ro)v(f + 2m) = f(rcos(0 + 2m),rsin(0 4+ 2m)) = f(rcos(8), rsin(f)) = u(ro)v(0)
d’ou v(0 + 27) = v(0)

ainsi ’si f n’est pas identiquement nulle, alors v est 27T—périodique‘

Q 14. On suppose que f est harmonique et non identiquement nulle sur R? \ {(0,0)},
On note g comme en I1.B. Alors g est de classe C% sur R** x R et

&g dg 9%y
R*+ R _J — 1 “J — / vy _ "
Y(r,0) € x R, 502 (r,0) = u(r)v"(0) et B (r,0) =u'(r)v() et 52 (r,0) = u"(r)v(0)
En utilisant Q10 : on a ¥(r,0) € R*T x R, r2u" (r)v() + u(r)v"(0) + ru’ (r)v(8) = 0
/i
Comme f est non identiquement nulle, il existe 6y € R tel que v(0y) # 0. En prenant A\ = U( 9(9)0), alors
v (o

u est solution de I'équation différentielle (IT.1) : 722" (r) 4+ r2'(r) — Az(r) = 0
On choisit g > 0 tel que u(rg) # 0, on a alors

Vo € R ’U”(@) + Tgu”(ro) + TOU/(TO)
’ u(ro)

rgu’ (ro) + rou/ (ro)
u(ro)

ainsi | v est solution de I’équation différentielle (I1.2) : 2”(0) + \z(6) = 0

v(@) =0

=A

comme u est solution de I’équation différentielle (I1.1), on a :

IT.C.1) On suppose ici que A = 0.
Q 15. Les solutions de (I1.2) sont les fonctions affines.
’Les solutions 2m-périodiques de (I1.2) sont les fonctions constantes‘
Q 16. En faisant comme en Q11. :
Les solutions de (IL.1) sur R** sont les fonctions de la forme r — Aln(r) + B

Q 17. D’aprés Q15. dans le cas ou A = 0, les fonctions harmoniques & variables polaires séparables sont radiales.
Il est clair que toutes fonctions radiale sur R** x R est & variables polaires séparable. Alors d’aprés Q11.,

les fonctions harmoniques a variables polaires séparables sont les fonctions : (z,y) — Aln(z? +?) + B avec A,B € R
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I1.C.2) On suppose désormais A # 0.
Q 18. Analyse : Soit A € Rx tel qu'il existe v solution non nulles 2r-périodiques de (I1.2) : 2”(0) + Az(0) =0
Par ’absurde si A < 0, comme en Q6 on peut écrire v : 6 — AePV=2 4 Be V=2 avec A, BeR
Si A #0,alors lim |v(f)] = +o0
0—+o00
Si A=0,alors B#0et lim |[v(0)] =400
6——o0
Or v(R) = v ([0, 27]) car v est 2m-périodique et d’apres le théoréme des bornes atteintes v est bornée sur
le segment [0, 27] car v y est continue
d’ot v est bornée sur R ce qui est en contradiction avec les limites
d’ou A >0
comme en Q6 on peut écrire v :  — A cos (9\5) + Bsin (9\5) avec A,B € R

ainsi v’ :  — —Asin (9\5) + Bcos <0\ﬂ>

or on a v(0) = v(27) et v'(0) = v'(27) donc

21v\) =B

B cos

A cos (277\5 =A
(

d’ou cos (2%\5)) =1 car (A,B) # (0,0)
ce qui nous fournit k € Z tel que 2mv/A = k27
donc A = k? et k € N*

Synthése : Soit £ € N*. Prenons \ = k2. Alors A >0 et VA =k
Les solution de (II.2) sont les fonctions § — A cos (k#) + Bsin (kf) avec A,B € R
Elles sont toutes 27 /k périodiques donc 27 périodiques

En prenant (A,B) = (1,0), on a une solution non nulle.

Conclusion :

Pour que (I1.2) admette des solutions 27-périodiques non nulles , il faut et il suffit qu’il existe k € N* tel que A = k?

Dans ce cas,
les solutions non nulles 27-périodiques de (I1.2) sont les 6 — A cos (kf) + Bsin (kf) avec (A,B) € R?\ {(0,0)}

Q 19. Soit z de classe C? sur R™ On pose Z : t — z (e).

Alors par composition Z est de classe C? sur R et on a Vr > 0, z(r) = Z (In(r)).

Réciproquement si Z est de classe C? sur R alors z : r — Z (In(r)) est de classe C? sur R**

_ Z'(In(r)) _ 2" (In(r)) — 7' (In(r))
r

r2

Pour r > 0, on a z(r) = Z (In(r)) et 2/(r)

Ainsi 722" (r) + r2'(r) — Az(r) = Z" (In(r)) — M\Z (In(r))

Comme In est bijective de RT™* vers R.

2z est solution de (IL.1) si et seulement si Vi € R, Z"(t) — AZ(t) =0
On a déja vu cette équation en w : w” — Aw = 0 (IL.1b)

et aussi 2 (r)

Grace a la remarque sur la classe C?, en début de question, on a une bijection ( qui & z associe Z)entre les
ensembles des solutions de (II.1) et de (IL.1b)

Si A > 0, les solutions de (II.1), sont les fonctions r — A exp (ln(r)ﬁ) + Bexp (— ln(r)ﬁ) avec (A,B) € R?

Si A < 0, les solutions de (I1.1), sont les fonctions r —s A cos (In(r)v/=X) + Bsin (—In(r)v/= ) avec (A, B) € R?

Q 20. Analyse : On suppose que f est harmonique a variables polaires séparables non identiquement nulles qui se
prolongeant par continuité en 0. Alors d’aprés les questions précédentes,
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on peut trouver k € N*, (A, B) € R?\ {(0,0)} et (A’,B’) € R?\ {(0,0)} tels que

V(r,0) € R*" xR, f(rcos(8),rsin(f)) = (A"exp (In(r)k) + B’ exp (— In(r)k)) x (A cos (k8) + Bsin (kb))

Je note v : @ — A cos (k) +Bsin (k) donc V(r,0) € R*T xR, f(rcos(d),rsin(f)) = <A’rk + B'r_k> v(0)
Il existe a € R tel que v(a) # 0

Comme il existe £ € R, tel que  lim  f(z,y) = £ alors lim f(r cos(8), rsin(6)) = ¢
(z,y)—(0,0) r—0

donc r — A’r* + B'r—* admet une limite finie en 0 donc B’ = 0

Synthése On suppose qu’il existe k € N*, A et B dans R tel que
Y(r,0) € R** x R, f(rcos(f),rsin(h)) = r* (A cos (k) + Bsin (kf))

Remarque : j’ai rajouté la fonction nulle

Alors f est bien définie sur R? \ {(0,0)} a variables polaires séparables de plus f est alors de classe C?
d’apres 1'énonce (I1.C) car u : 7+ r¥ est C? sur R™ et v : § — A cos (k) + Bsin (k) est 27m-périodique
et C% sur R

On définit g comme en I1.B. Pour tout (r,0) € R** x R :

2 2

(r,0) =k(k—1)g(r,0) et r%(r, 0) = kg(r,0) et @(r, ) = —k%g(r,0)

" 962

20%
or?
2 2 2
donc 7‘22‘3(7’, 6) + gog(r, 0) + raag(r, 0) = 0 d’ot f est harmonique sur R?\ {(0,0)} d’apres Q10.
r r
De plus V(r,0) € R*T x R, |f(rcos(d),rsin(h))| < (|A| + |B|) r*
done V(z,y) € R?, |f(z,y)| < (|A] + [B]) (2% + y*)**

2 2\k/2
or (z°+ 0 donc f(x,y) —— 0
( v) (z,y)—(0,0) f@:9) (z,y)—(0,0)

Ainsi f se prolonge par continuité en 0

Les fonctions harmoniques sur R? \ {(0,0)} & variables polaires séparables qui se prolongent par continuité
en (0,0) sont les fonctions f verifiant

Y(r,0) € R*T x R, f(rcos(f),rsin(h)) = r* (A cos (k) + Bsin (kf))

avec (A,B) € R? et k € N*

II1 Principe du maximum faible

IIT. A -
Q 21. Comme U est bornée, ceci nous fournit R > 0 tel que U € D(0,R)
donc comme D(0, R) est fermé alors U c D(0,R)
donc U est borné et c’est un fermé de R™ qui est un espace de dimension finie

d’ot1t U est un compact non vide de R™ or f y est continue

Ainsi | f admet un maximum en un point zg € U

Q 22. Par I'absurde on suppose que zg & U d’oit zp € U\ OU
or U =T\ U ou U est I'intérieur de U et U = U car U est un ouvert
d’ont zg € U ce qui nous fournit r > 0 tel que D(zg,r) C U
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On a donc : 0 < Af(zg) = Z

82
Ce qui nous fournit ¢ € [1,n] tel que 52 f(xo) >0
x

7

Comme f qui est de classe C! sur U et y admet un maximum en zg, on a Vf(z9) = 0 donc 6f (x9) =0
L
Je note ¢ : t — f(zo + te;), ou (eq,...,e,) désigne la base canonique de R
0 0?
alors ¢ est de classe C? sur | — r,r[ par composition et on a ¢'(0) = 8f (xo) =0et ¢"(0) = W(xo) >0
€Ty €I

7

Donc selon Taylor-Young, on a ¢(t) o ©(0) + ¢ ( 02 4 (t?)
—

. . 2 2
ceci nous fournit a €]0,7], tel que Vt €] —a,af, ¢(t) — p(0) — F5=t° > F5=t

done ¥t €] —a,a[ \{0}, @(t) > ¢(0) + {24 > p(0)
Absurde cas ¢ admet un maximum en 0 car f admet un maximum en xg

Comme OU C U donc f(zg) = sup f(y) = sup f(y) d’ou
yeU yeou

Ve e U, f(zx) < SUBf(Z/) = sup f(y)
yeU yeoU

A T'aide de ce qui est fait ci-dessus on a : Vo € U, f(z) # sup f(y) car U= U\ 9U.
yeoU

On en déduit que |V € U, f(z) < sup f(y)
yedU

IIl.B -

n

Q 23. La fonction ¢ : & = (21,...,2,) — ||z]|* = Zm? est de classe C*° sur R?
i=1
donc 1) est continue sur U et de classe C? sur U

De plus Vx € R", Ay(x) = 2n > 0 Par somme et par linéarité de A, on a :

g- est continue sur U, de classe C? sur U, et telle que Vo € U, Ag.(z) >0

Q 24. Soit z € U. Soit ¢ > 0. On utilise Q22 avec la fonction g. donc g-(x) < sup g-(y) (1)
yedU

Comme U est bornée, il existe R > 0, tel que Vy € U, 0 < |ly]| < R donc
vy €U, g:(y) = F) + [ull’e < f(y) + R < sup f(z) + R
ze

ainsi (1) devient :

fla) < sup f(z) + (R® = [[z]*) e < sup f(y) +R%
z€0U yeoU

En passant a la limite quand ¢ tend vers 0 : on a |Vz € U, f(x) < sup f(y)
yeodU

Q 25. On suppose que fi et fy sont égales sur U alors f = f1 — fa, les hypotheses de Q24 et Vy € 9U, f(y) =0
done Vo € U, filx) = fol) = f(2) < 0= sup f(y)
ye

En faisant de méme avec fo — f1, on a Vo € U, fi(z) — fa(z) > 0 dou Vo € U, fi(x)= fa(x)

’Si les fonctions f1 et fo sont égales sur QU, alors f1 et fo sont égales sur U‘
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IV Fonctions harmoniques et fonctions développables en série entiére

IV.A -

Q 26. On a pour tout z € D(0,R), la convergence de la série Z an 2"
n=0
donc la série entiére Z anz" a un rayon de convergence supérieur ou égale 4 R
n=0

+oo
Ainsi la fonction z — Z anz" est continue sur {z € C ||z <R}

n=0
or la fonction (z,y) — = + iy est continue sur R? car linéaire en dimension finie
On a montré que, par composition,

si une fonction se développe en série entiére sur D(0,R) ou R > 0 alors elle y est continue (1).
D’apreés le cours la série entiére Z na,z""! a également un rayon > R
n=0
donc pour tout r € ]0,R[, la série entiére Z na,z""! converge normalement sur D(0,7) (2)
n=1

Soit y €] — R, R[ . Je note uy, : & — a,(z + iy)™ définie sur I, =] — VR — 32, /R — 42|
de sorte que I, x {y} C D(0,7)

(i) Pour tout n € N, la fonction u, est de classe C sur I,,.

De plus, u, : & + na,(z +iy)" ! pour n > 0 et uf) est la fonction nulle.

ii) la série u, converge simplement sur I, d’aprés ’énoncé
g p y p
n=0
(iii) Soit p €]0, R2 —y?[

On aVzx € [—p,p], |z +iy| = V22 + 92 < V/p? +y2 < R. Jenote r = \/p? + 2

Pour n € N*, on a : Vz € [—p, pl, |[ul(z)| = [nan(z +iy)" 7| < nla,|r™ et r € [0,R].

Ainsi d’aprés (2), la série Zu; converge normalement sur [—p, p|.
n=0

Ll / : A
donc la série E u,, converge uniformément sur tout segment de I,
n=0

Par théoréme avec (i), (ii) et (iii), on a z — f(z,y) Zun ) est de classe C! sur I,

+oo

0
Comme D(0,R) = U (I, x {z}) la fonction a—f (z,y) — Z na,(x +iy)" ! est définie sur D(0,R)
z€]-R,R|[ v n=1
comme la série entiére Z na,z""! a un rayon > R
n>1
of . s
alors B2 est continue sur D(0,R) d’apres (1)
x
of =
et de méme 0" (z,y) — Enani(:v +1iy)" ! est continue sur D(0,R)
Yy n=1

donc | f est de classe C* sur D(0,R) | et ’ses dérivées partielles se développent en série entiére sur D(0,R) ‘

Ainsi ’1a fonction f est de classe C*° sur D(0,R) ‘ par récurrence immédiate
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Q 27. On travaille dans C plan vectoriel sur le corps R.
Soit (z,y) € D(0,R). En appliquant les calculs de la question précédentes :

O*f G . \n— *f . e
W(w,y) = Z n(n — Day(z +iy)" ' et W(x,y) = — Z n(n — 1)ap(z +iy)" !
n=2 n=2
o f 0% f
donc ﬁ( Y) + 92 (z,y) = 0 En prenant parties réelles, et imaginaire, on a :
0%u 0%u 0% 0%

Au(r) = @(x,y) + 871/2(357y) =0 et Av(z)= @(%Z/) + aﬁyg(fﬂ,w =0

d’ou ’u et v sont harmoniques sur D(0,R) ‘

IV.B -

Q 28. On suppose f ne s’annule pas sur D(0,R). Comme f est de classe C' sur D(0, R),
alors 1/f est de classe C! sur D(0,R) & valeurs dans C. (1)

f se développe en série entiére sur D(0, R)

donc V(z,y) € D(0,R), gf(ac, y) = igf(ac, y) d’apreés la propriété admise
Yy x
af

of o1
ou/n, oY oy g0
oy YT TPy e YT TRy

ainsi V(z,y) € D(0,R), 8%éf)(ae,y) = ia(ég)(a:,y) (2)

En utilisant la réciproque de la propriété admise : ’ 1/f se développe en série entiére sur D(0, R) ‘

Q 29. Soit (z,y) € D(0,R).
of Of o .
On a: ——(x,y) =i=—(x,y) selon la propriété admise.
dy oz

En prenant partie réelle et imaginaire on a —u( )= ——U( ) et —U( )= —u( )
n prenant partie r imaginaire on a : x x x x
p p g 9 ’y 91; ’y 9y ’y 9 7y

De plus en utilisant la dérivation de produits, on a :
ou v ou ov

donc comme u et v sont harmoniques sur D(0, R) et avec les formules ci-dessus :

Auo)(w9) = 0+ 0+ 25 2,) 00 ) ~ 2o (,9) g () = 0

Ainsi ’uv est harmonique sur D(0,R) ‘
1v.C -
Q 30. Comme g est harmonique sur D(0,R) alors g y est de classe C2.
Donc h est de classe C! sur D(0,R) (1)
Soit (z,y) € D(0,R).
2 2 2 2

Ooh 9% B @ 8h (9 9 g 3 g

donc selon le théoréme de Schwarz car g est de classe C? et comme g est harmonique : on a

.Oh .0%g 0?%g 0% 0%g oh
1%(3?,,@) —lw(x,y) + g0z (z,y) = _laTﬂ(x’y) + ayax(ac,y) = afy(x,y) (2)

En utilisant la propriété admise, (1) et (2) donne : ’ h se développe en série entiére sur D(0, R) ‘
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Q 31.

IV.D
Q 32.

On suppose que g appartient & H(D(0,R)).
On définit la fonction A comme en Q30. et ainsi h se développe en série entiére sur D(O R)

On peut donc trouver une suite complexe (by,) telle que V(z,y) € D(0,R), Zb x+iy)"
by,
Ainsi la série entiére anz a un rayon > R donc il en est de méme pour la série entiére g(0, 0 +Z 2t
n+1
n=0 n=0
+o00

(z 4 iy)" ™! est definie sur D(0,R)

Ainsi la fonction H : (z,y) — ¢(0,0) + Z I

donc d’aprés Q26., H est de classe C! sur D( R) et

o0 )l—>+§b (@ +iy)" = h(z,y) et D (@ )»—>+§b (@ + iy)" = ih(z,y)
ax' Y n:OTL Yy - Y ay Y n:On Yy - 'Y
. ORe(H) g dRe(H) B g
AlnSI ax : (‘T’y) — Re(h)(ﬂ?7y) - ax (l‘,y) et 8:1/ . (Qf,y) — Im(h)(x,y) - ay (x,y)

donc la fonctions g — Re(H) est de classe C* sur D(0,R) de différentielle nulle
or D(0,R) est connexe par arcs donc g — Re(H) est y est constante or ¢ — Re(H) est nulle en (0,0)
donc g = Re(H) sur D(0,R) et H y est développable en série entiére.

’il existe bien une fonction H se développant en série entiére sur D(0,R), telle que g est la partie réelle de H‘

Comme f est développable en série entiére sur D(0, R), ceci nous fournit une suite complexe (a,) telle que
V(z,y) € D(0,R), Zan:zi-i-ly

Soit 7 € [0,R[. Pour n € N, on note Uy, 1t — ay(rcos(t) +isin(t))" = aprte™
(i) Pour chaque n € N, u, est continue sur [0, 27]

(i) Comme la série entiére E anz" converge normalement sur tout compact de D(0,R), on peut montrer
n=0
comme en Q26., que E Uy, converge uniformément sur [0, 27]
n=0

25 +oo +oo
Ainsi par théoréme on peut intervertir série et intégrale : / Zun(t)dt = Z /
0 0

+oo
or Vt € [0, 2], Zun(t) = f(rcos(t), rsin(t))
n=0

27 2w
et pour n € N, on a / up (t)dt = anrn/ e dt
0 0

2T
si n =0, alors / up (t)dt = 2wag
0

27 int 7t=27
1-1
et sinon/ up(t)dt = [e - } =——=0
0 n |, ni

2w
donc f(rcos(t),rsin(t)) dt = 2mag or f(0) = ag
0

1 2

ainsi | pour tout r € [0,R[, on a f(0) = o
T

f(rcos(t), rsin(t)) dt
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Q 33.

Q 34.

Q 35.

Q 36.

Soit g une fonction harmonique sur D(0,R) et r € [0,R]. On a ¢(0,0) = % /:ﬂg(r cos(t), rsin(t)) dt
on peut écrire g = Re(H) ou H est développable en série entiére

alors d’aprés la question précédente, on a H(0) = % /027T H(r cos(t), rsin(t)) dt

On peut alors conclure en prenant la partie réelle de cette égalité.

Soit r € [0,R[, on a f(0) = % 027r (rcos(t),rsin(t)) dt d’aprés Q32.

La fonction ¢ — f(rcos(t),rsin(t)) est continue sur le segment [0,27] donc bornée selon le théoréme des
bornes atteintes

En utilisant 'inégalité de la moyenne (inégalité triangulaire continue), on a :

1 2

2T
|f(0)| < / | f(rcos(t),rsin(t))| dt < S sup | f(rcos(t), rsin(t))| dt
2 Jo 2 Jo  ter

donc |Vr € [0,R][, |f(0)| < sup|f(rcos(t),rsin(t))]
teR

On utilise Q33. et on fait comme en Q34. pour obtenir :

Soit g une fonction harmonique sur D(0,R) et r € [0,R[. On a |g(0,0)| < sup|g(r cos(t), 7 sin(t))|
teR

On suppose que |f| admet un maximum en 0.
Si f(0,0) =0 alors f est identiquement nulle et donc constante sur D(0, R)
Si f(0,0) =1 alors V(z,y) € D(O,R), |f(z,y)| < 1.
Je note u et v respectivement les parties réelle et imaginaire de f.
Ainsi u(0,0) =1 et v(0,0) =0
De plus ¥(z,y) € D(0,R), |u(z,y)| < |f(z,y)| <1 douV(z,y) € D(0,R), u(z,y) <1

D’aprés Q27., u et v sont harmoniques sus D(0, R)
1 2
donc selon Q33., pour 7 € [0,R[, on a u(0) =1 = Py u(r cos(t), rsin(t)) dt donc
T Jo

2m
/ (1 —u(rcos(t), rsin(t))) dt = 0 et la fonction ¢ — 1 — u(r cos(t), rsin(t)) est continue et positive sur [0, 27]
0

Q 37.

d’ou Vr € [0,R] ,Vt € [0, 27], u(rcos(t),rsin(t)) =1

comme D(0,R) = {(rcos(t),rsin(t)) |r € [0,R] ,t € [0,27] },

alors V(z,y) € D(0,R), u(z,y) =1 et Ju(z,y) +iv(z,y)| <1

donc V(z,y) € D(0,R), v(z,y) =0 et ainsi V(x,y) € D(O,R), f(z,y)=1

1
~ 70.0) N ~
De sorte que f est développable en série entiére sur D(0,R), f(0,0) =1 et |f| admet un maximum en 0
En utilisant le cas précédent, on a : V(x,y) € D(O,R), f(z,y) =1
et donc V(z,y) € D(0,R), f(z,y) = f(0,0)

On a montré que ’si || admet un maximum en 0, alors f est constante sur D(0, R) ‘

Si £(0,0) € R\ {0,1} alors je note f =

Par I'absurde, on suppose que P est un polynéome complexe non constant sans racine dans C.

n
Donc degP > 0 et on peut écrire P = ZaiXi ouin €N a,e€C"etag,...ap_1 €C
i=0
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(e7% Zn g |z] =400

Pour z # 0, on a |P(2)| = |an| - | ( Z
=0
Ceci nous fournit p > 0 tel que Vz € C, |z] p = |P(2)| = |P(0)]

La fonction z — |P(2)| est continue sur le compact D(0, p)

Ce qui nous fournit zg € D(0, p) tel que Vz € D(0, p), |P(2)| > |P(20)]
Ainsi |P(0)| > |P(20)] et donc Vz € C, |z]| = p = |P(2)| = |P(20)]
Ainsi z — |P(2)| admet un minimum sur C atteint en z

> donc lim |P(z)| = +o0

Je pose Q = P(X + zp) alors Q est un polyndéme non constant qui ne s’annule pas sur C et z — |Q(z)| admet
un minimum sur C atteint en 0

donc la fonction (z,y) — Q(x + iy) est une fonction non constante qui ne s’annule pas sur C telle que
(z,y) — |Q(z + iy)| admet un minimum en (0, 0)

Prenons (z1,y1) € R? tel que Q(z1 +iy1) # Q(0).

Je note alors R = [|(z1,41)]| + 1, de sorte que (z,y) — Q(z + iy) est une fonction non constante sur D(0, R)
et (z,y) — |Q(z +1y)| y admet un minimum en (0, 0)

de plus (z,y) — Q(z + iy) est développable en série entiére sur D(0,R) car Q est un polynéme

Selon Q28., comme Q n’a pas de racine :

la fonction f : (z,y) — est développable en série entiére sur D(0,R)

v
Q(z +iy)

De plus |f| admet un maximum en 0, donc f est constante sur D(0,R)

d’ott Q(z1 +iy1) = f(:z:ll ) = f(()l 0) = Q(0) Absurde

d’ou ’1e théoréme de D’Alembert-Gauss : tout polynéme complexe non constant admet au moins une racine

V Résolution du probléme de Dirichlet dans le disque unité de R?

. et + 2 2eit — (et — 2 2 .
Q 38. Soit |z| < 1. On a — = ( ):—1+7.0r‘ze*1t|<1
ell —z ell —z 1—ze it
el + 2
donc par somme géométrique : o i_ o= -1+ Qsze*klt

1t
L . . + z _
Ainsi |on a le développement en série entiére pour |z| <1, —— =1+ g 2e kit &

1 2 it
Soit |z| < 1, je pose F(z) = 27r/ h(t)zit +j dt
0 _
it

z
ce qui est possible car t — h(t) est continue sur [0, 27]
z

it _
La fonction h est bornée sur le segment [0, 27| car h y est continue.
Ce qui nous fournit M > 0 tel que Vt € [0, 2], |h(t)] <M

Je pose ug = h et pour n = 1, uy, : t — 2e" " 2"h(t)

(i) Pour tout n € N, u,, est continue sur [0, 27]
(ii) On a Vt € [0,27], |uo(t)] < M et

Vn € N*, Vt € [0,27], |un(t)] < 2M|z|"

or la série M + Z 2M|z|"™ converge

n>1
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Q 39.

Q 4o0.

Q 41.

Q 42.

donc la série de fonctions E uy, converge normalement donc uniformément sur [0, 27]
n=0
el + 2

La somme de cette série de fonctions sur [0, 27] est ¢ — h(t)—;
elt — z

Avec (i) et (ii), par théoréme de cours, on a

27 (2) :/ 2( elt“ ~dt = /27r iun(t)dt: i/jﬂun(t) / dt+z (/ e Mitp(t )dt) o

Ainsi F est la somme d’une série entiére de rayon > 1

donc la fonction (z,y) — F(z + iy) est développable en série entiére sur D(0, 1)
or g = Re(F) donc d’aprés Q27,
Soit |z| < 1.

On applique le calcul précédent avec la fonction h constante égale & 1 qui est bien continue 27-périodique :

27 it 2 —+oo 27 )
/ et+zdt_/ 1dt+z</ emtdt>z”:27r
o e'—=z2 0 — \Jo

(z,y) — g(z +1y) est une fonction harmonique sur D(0, 1) ‘

2T ekit t=2m 1-1
car pour k € Z*, on a / eFitdr = [] = — =0
0 ki|,_ ki
1 2w
en en prenant la partie réelle : o P(t,z)dt =1
s
Soit |z| < 1.
La fonction t — h(t)P(t, z) est continue et 2w-périodique sur R
a+27r
La fonction v : a +— / h(t)P(t, z) dt est alors de classe C! sur R par le théoréme fondamental de I’analyse
de dérivée :

Y a— h(a+27)P(a+ 27, 2) — h(a)P(a, z) =0

1

donc v est constante sur R d’ou ¢(0) = ¢ () ainsi | g(z) = 7
T

o427
/ h(t)P(t, 2) dt
©p

Soit r € [0,1] et t et # € R. En notant z = r¢’ on a bien |z| < 1.
eit 4 reie Re ((eit + Teie)(e—it o Te—w))
> - (et — reif) (e—it — re—i0)
On a (et + Teia)(e*it — re*io) =1—7r24refe it — pe=Welt =1 — 92 4 2iIm (reiae*it)
donc Re ((eit + rei?) (e it — re*w)) =1—1r2
et (el —re?) (e7 —re=™) =14 r? — r (exp(i(6 — t)) + exp(i(t — 0))) = 1 + 1% — 2r cos(t — )
1—r?
1 —2rcos(t —0) + r?

On a P(t,re??) = Re (

ot _ reil

On a bien | P(t,re?) =

On peut fire bien plus simple par majoration en utilisant lo question Q41.
Soit d €]0, 7[.
Je note pour |z| < 1, F, : t — P(t, z) définie sur [§, 2m — 4].

(i) Pour tout z € C tel que |z] < 1, la fonction F, est continue sur [d, 2m — ¢]
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(ii) Soit z € C tel que |z| < 1 et Re(z) > 0.
On se place sur {Z € C |Re(Z) > 0 et |Z] <1} qui est un voisinage de 1 relatif a {Z € C ||Z| < 1}
On note z =rel? ol r <Oet 6 €] —7/2,7/2].

Quand z — 1, on a 6 = arccos <R|e(|z)> —0etl—72—0
z
Pour t € [§,2m — 8], on a 1 — 2rcos(t — 0) + 72 — 2 — 2 cos(d) donc P(t, 2) = m —0

domnc la famille de fonctions (F.), converge simplement sur [d, 27 — 6] vers la fonction ¢t — 0 quand z tend
vers 1

(iii) la fonction ¢ — 0 est continue sur [d, 2 — §]

(iv) Jenote Vs = {Z € C |Re(Z) > cos (6/2) et |Z] < 1} quiest un voisinage de 1 relatifa {Z € C | |Z] < 1}
Soit z € V5. Soit t € [0, 27w — 4.

1— |2

On a Fz(t) = P(t,Teie) =T 3
‘elt _ Z‘

d’aprés le calcul fait en Q.43.

1— |22
Jeit — 2
d’ou ’hypothése de domination :

donc |F,(t)| = or 0<1—|z[2 < 1et [ef — 2| > Re (=€l + z) > cos(6/2) — cos(6) > 0

1

Vz € Vs, Vi € [6,2m — 6], [F.(t)] <
€ Vs, Vte| ], | (t)’<(cos(5/2)_cos(5))2

1
(cos(6/2) — cos(d))?

Conclusion : Avec (i), (ii), (ii) et (iv), Pextension du théoréme de convergence dominée s’applique

et t —

est continue et intégrable sur le segment [d, 27 — §]

27—§
/ P(t,z)dt — 0
é

z—1

Soit maintenant ¢ € R, on a par changement de variable de classe C' : u =1t — ¢, du = dt :

p+27—0 27 —§ 2r—§8 .
/ P(t,z) dt = / P(u+ ¢, 2) du/ P(t,ze” ) dt
o430 0 1)

Quand z — €%, on a ze” ¥ — 1

p+2m—0
donc en utilisant la limite précédente par composition : / P(t,z) dt —— 0
o+6 z—rel¥

Q 43. Soit € > 0. On considére 6 > 0.
Soit ¢ € R et z € C tel que |z] < 1.

27 p+2m—0
On a selon Q39., 27 = P(t,z) = / P(t, z) dt en faisant comme en 40.
0 ©—9
p+2m—6
d’ou 27h(p) = / P(t,z)h(p) dt
p—0

Ainsi 27|g(2) — h(p)| =

-0
donc selon Chasles et I'inégalité triangulaire et comme P(t,z) > 0 pour t € R, on a

p+2m—0
/ (h()P(t, 2) — h()P(t, 2)) dt‘ daprés Q0.
%)

p+2m—0

o+6
2mlg(z) — h(p)| < /+5 |h(t) = h(p)| P(L, 2)dt + B P(t,z) |h(t) — h(p)|dt

Page 14/16



Centrale MP Un corrigé de Mathématiques 2 2018

Q 44.

La fonction h est continue sur R et 27-périodique donc elle est uniformément continue sur le segment [0, 47]
selon le théoréme de Heine. ce qui nous fournit § €]0, /2] tel que

€

vt t' € [0,4x], |t —t'| <6 = |h(t) — h(t')| < 7

Ainsi ce § que nous choisissons ne dépend que de €, on a en plagant ¢ et ¢’ dans le bon intervalle [2km, (2k+4)7] :

Vit €R, |t —t'| <8 = |h(t) — h(t)] < 23
™
on a donc ¥ € [p = 0,0+ 3], |h(t) = h()| < o=
T
et ainsi
p+0 c p+6
o< [ Pt =) |h(t) — h(p)|dt < / P(t, )dt
) 21 Jos

w40 p—0+2m
or 0 < / P(t,z)dt < / P(t,z)dt < 27 d’apres Q39.
©p—0 )
et donc en choisissant ce d, on a : pour tout nombre réel ¢ et tout nombre complexe z vérifiant |z| < 1, on a
bien
p+d
0< [ P2 ) - (g dt < e
)
Soit ¢ € R et z € C vérifiant |z| < 1.
On a déja vu que h est borné sur [0, 27| or comme h est périodique h([0,27]) = h(R) donc h est bornée sur R

Ainsi pour tout t € R, |h(t) — h(gp)| < 2sup |h(t)]
teR

p+2m—§ p+2m—3
et donc / |h(t) — h(p)| P(t, z)dt < 2sup \h(t)|/ P(t,z) dt
¢ ¢

+4 teR +4
Ainsi pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que, pour tout nombre réel ¢
ub RO prors
et tout nombre complexe z vérifiant |z| < 1, ||g(z) — h(p)| < te/ P(t,z) dt +¢
T p+6

On va établir 'existence et I'unicité.

Unicité Soit f1 et fo deux solutions du probléme de Dirichlet.
Je note U = D(0,1) ainsi 90U = {(z,y) € R? | ||(z,y)| =1}

Les fonctions f; et fo sont continues sur U, de classe C? et harmonique sur U et égales sur OU car
Vt € R, fi(cos(t),sin(t)) = h(t) = fa(cos(t),sin(t))

Ainsi Q25. s’applique et on a f; fa égale sur U donc sur D(0, 1)

Existence : Je considére f définie sur D(0,1) par :
pour (z,y) € D(0,1) , f(x,y) = g(x + iy) et pour t € R, f(cos(t),sin(t)) = h(t)
Selon Q38. f est C2 et harmonique sur D(0, 1), il reste & établir la continuité de f en tout point de dD(0, 1)
Soit a € dD(0,1). On peut écrire a = (cos(p),sin(p)) avec p € R
Soit € > 0.
Je prends § > 0 comme & la question précédente.

On a quand (z,y) — a avec ||(z,9)| < 1, x +iy — €l®
sup [h(t)]
done | f(x,y) — f(a)| = |g(x +iy) — h(p)| < e [2I27OP(t,2) dE+ &
sup [h(t)]

— fgfj;ﬂ*& P(t,z) dt — 0 d’apres Q42.

or
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ce qui nous fournit Vi un voisinage de a, tel que Y(z,y) € Vi N D(0,1), |f(x,y) — f(a)| < 2¢

de plus l'application définie sur D(a, 1) N9D(0,1) : (cos(t),sin(t)) — t est continue en utilisant soit arccos
soit arcsin

Ainsi la fonction f est continue en a sur 9D(0, 1) par composition avec h

ce qui bous fournit Vo un voisinage de a relatif 9D(0, 1) tel que V(z,y) € Vo, |f(x,y) — f(a)| < 2¢

d'ou Y(z,y) € Vo U (V1 ND(0,1)), |f(z,y) — f(a)] < 2

comme Vo U (V3 N D(0,1)) est un voisinage de a relatif a D(0, 1)

On a bien la continuité voulue en a ce qui termine ce probléme
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