UPS bcalado999@orange.fr Page 1 sur 13

Corrigé du sujet ENS 2009 filiere MP (4 heures)

L’auteur de ce corrigé remercie par avance les lecteurs qui voudront bien lui indiquer les erreurs
qu’ils auront détectées.

1 Convexité

1. (a) L’ensemble K :={v e X : F(v) < F(0)} = F7(] — oo, F(0)]) est un fermé de X
comme image réciproque du fermé | — oo, F/(0)] de R par I'application continue F'.
De plus 0 € K. Comme F'(v) — +oo quand ||v]| — +00, il existe A > 0 tel que

|vll > A= F(v) > F(0).

Alors K C By(0,A), donc K est fermé et borné dans X = RY : K est compact.
Comme F est continue, il existe alors u € K tel que F(u) = min,ex F(v) puis, si
veXona

esive K : F(u) < F(v) par définition de u;
esiveg K : F(u) < F(0) < F(v) par définition de u et K (rappelons que 0 € K).
On a donc bien : Vv € X, F(u) < F(v), dou F(u) = min,ex F(v).

(b) & L’élément u de a) n’est en général pas unique :
o F(xy,...,zn) = 22(1—21)*+...+ 2% (1 — zn)? donne un contre-exemple polyno-
mial puisque F' est positive, tend vers 400 en l'infini et F(0) =0 = F'(e) (0 a méme
2™ antécédents par F).
e Si g est la fonction convexe affine par morceaux définie sur R par :

g(x) == (=1 = 2)]j—so (@) + (. — 1)1} 4oo()

alors F(z1,...,zy) == S.n_, g(zx) donne un contre-exemple convexe qui tend vers
+00 en l'infini : F' est continue et convexe comme somme de fonctions continues et
convexes, chaque fonction z +— g(xy) étant continue et convexe comme composée
de la k-éme projection (linéaire donc continue et affine) suivie de g (une somme de
fonctions convexes étant clairement convexe, et une composée d’une fonction affine
suivie d'une fonction convexe étant convexe : analogue au début de 2) ci-apres).
De plus F' est positive, et F(0) = 0= F(e) (on a méme F~1({0}) = [-1,1]%).

{ Si F est strictement convexe alors u est unique : supposons en effet par I’absurde
que F' atteint son minimum en u et v avec v # u. Alors par stricte convexité on a

F (%(u—i—v)) < Flu) + F(v) = F(u) = min F(z)

2 rzeX

ce qui est absurde.

2. Lemme :
La fonction F': X — R est convexe si et seulement si :
V a,z € X, la fonction g,, : R — R, t — F(a + tz) est convexe.
Preuve :
(=):SigreX,t,seRet A€ 0,1]:

Gaz(At+ (1 = N)s) = Fla+ (M + (1 = N)s)x) = F[Aa+tx) + (1 — N)(a + sz)]

<AF(a+tx)+ (1 —AN)F(a+sx) (car F est convexe)
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= Maz(t) + (1 = A)gau(s)

ce qui prouve la convexité de g, ;.
(<) : Soit u,v € X et t €[0,1] :

F(tu + (1 - t)l)) = F(U + t(u - U)) = gv,u—v<t) = gv,u—v<t'1 + (1 - t)O)

< tgpu—uv(l) + (1 —1)gpu—v(0) par convexité de g,y
=tF(u)+ (1 —t)F(v)

ce qui prouve la convexité de F'.

(a)

Soit u,v € X. La fonction g, ,—, du lemme étant convexe (d'une variable réelle) et
dérivable car différentiable (comme composée d'une fonction affine suivie de F
différentiable), sa courbe est au-dessus de sa tangente en (0, g, ,—v(0)) donc

F) = gup—u(l) = gup—u(0) + gqu,u—v(o)(l —0) = F(u) + gz,w—u(o)
puis F(v) > F(u) + (VF(u),v — u) puisque, si t € R, on a pour a,z € X :

Jor(t) = (VF(a+tx), ).

Remarque : Il est plus rapide ici de dire que si t € [0, 1], on a par convexité de F' :

Guw—u(t) = F(tv+ (1 —t)u) <tF(v) + (1 — t)F(u) = tgup—u(l) + (1 — t)gup—u(0)
dong, si t €]0,1], on a :

gu,vfu (t) - gu,vfu (O>
t

< gu,v7u<1) - gu,vfu(o) = F(U) - F(u)

d’oti, en faisant tendre ¢ vers 0 : g, , ,(0) < F(v) — F(u), ce qui donne le résultat
plus simplement, mais cette méthode ne permet pas de résoudre la question 3 plus
difficile, pour laquelle le lemme nous sera utile.

Soit u,v € X et t € [0,1]. Notons w := u+t(v —u) = (1 — t)u + tv : d’apres (1)
appliquée au couple (w,u) on a

(A) : F(u) 2 F(w) + (VF(w), u — w) = F(w) + {VF(w),u - v)
car u — w = t(u — v) et d’aprés (1) appliquée au couple (w, v) on a
(B) : F(v) 2 F(w) + (VF(w),v —w) = F(w) + (1 = t)(VF(w),v —u)
car v —w = (1—t)(v —u). (1 —t)(A) + t(B) donne alors I'inégalité
(1 — )F(u) + tF(v) > F(w) = F((1 - t)u + tv)

qui prouve la convexité de F. On remarque de plus que si dans (1) on a inégalité
stricte lorsque u # v, on obtient si u,v € X avec u # v et t €]0,1] :

(1—=t)F(u) +tF(v) > F((1 —t)u + tv)

(car il y a inégalité stricte dans (A) et dans (B)) ce qui donne alors la stricte convexité
de F', soit la moitié de la question 3.
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3.

4.

(<) a été vu a la fin de 2)b). Pour (=) soit u,v € X avec u # v. Fixons s €]0, 1] (par
exemple s = 0.5) : en remplacant < par < grace a la stricte convexité de F', on obtient
comme dans la remarque de 2)a) :

gu,v—u(s) - gu,v—u(o)
S

< F(v) — F(u).

F étant convexe (car strictement convexe), la fonction gy, ,—,, du lemme est convexe (d'une
variable réelle), d’ou, par la croissance des pentes, pour t €]0, s] :

gu,v—u<t) - gu,v—u(o) < gu,v—u<5) - gu,v—u(o)
(4 h S

puis, en faisant tendre ¢ vers O :

(S) - gu,v—u(o) .

S

g, (0) < Ju

gu,v—u(s) - gu,v—u(o)
S

< F(v) — F(u), donc

Or, g0 (0) = (VF (), 0 =), et
(VF(u),v —u) < F(v) — F(u)

comme souhaité.

Remarque : Le lemme n’est nullement indispensable, il permet juste d’utiliser des pro-

priétés des fonctions convexes d’une variable réelle au programme de premiere année.

Pour traiter cette question sans le lemme il suffit de prouver I'inégalité de croissance des
pentes dans ce contexte, ce qui se fait comme pour les fonctions convexes d’une variable
réelle.

(a) Non, il suffit de considérer F(xy,...,zy) := x} 4+ ... + 2% pour avoir un contre
exemple puisque F' n’a pas d’extremum local en 0 mais VF'(0) = 0, ou bien
F(xy,...,zy) == (22 — 1)> + ... (2% — 1) pour avoir un contre-exemple ot F' est
positive et tend vers +oo en U'infini : VF(0) = 0 mais F' a un maximum local strict
égal & N en 0, le minimum de F' étant 0 qui est atteint en e (et a 2" antécédents).

(b) D’apres (1), si VF(u) =0, on a pour tout v € X : F(v) > F(u), donc F' atteint son
minimum en u.

(a) Soit u,v € X : par (1) pour le couple (u,v) on a :
(4) : (VF(u),0—u) < F(v) — F(u)
et par (1) pour le couple (v,u) on a :
(B) : (VF(v),u —v) < F(u) — F(v).
(A) + (B) donne alors Iinégalité
(VF(v) = VF(u),u—v) <0

qui permet de conclure.

(b) Soit u,v € X :sit e [0,1] et gy p—u est la fonction du lemme on a
Juw—u(t) = (VF(u+t(v—u)),v—u)

donc
Govl) = s (0) = (VF(ut (v — ) = VF(u),0—u) > 0 :
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en effet, c’est évident si ¢ =0, et si ¢t > 0 on a par (2) :
1
(VF(u+t(v—u)) —VF(u),v—u) = ¥<VF(U +t(v—u)) — VF(u),t(v —u)) = 0.

Ainsi, pour t € [0,1] on a g, , ,(t) > g;,,_,(0), d’olt, par le théoreme des accroisse-
ments finis (la fonction g, ,—_, étant dérivable sur R) :

gu,v—u(l) - gu,v—u(()) > g;,v—u(O)

i.€.

F(v) = F(u) 2 (VF(u),v —u)
ce qui donne la convexité de F' d’apres 2)b) puisque (1) est vraie.

6. (=) : Soit u,v € X et n € N* : la fonction F,, = F + Z||.|[* est strictement convexe
comme somme de la fonction convexe F et de la fonction +||.||? strictement convexe par
le critere admis page 2, puisque sa matrice hessienne est %I ~ en tout point. Par le critere
de la page 2 on a alors (V2F,(u)v,v) >0, i.e. (V2F(u)v,v) + [jv[|* > 0, ce qui permet
de conclure en faisant tendre n vers +oo.

(<) : Soit pour n € N*: F,, := F + »|.|>. Siv e X avecv # 0 on a :

1 1
(V2 (u)o,v) = (V2 F (), ) + ol > = ol > 0

donc F), est strictement convexe d’apres le critere admis page 2, donc convexe, puis F/,
qui est la limite simple de la suite (F,),>1, est convexe car si u,v € X et ¢t € [0,1], en
faisant tendre n vers 400 dans l'inégalité de convexité pour F, :

Fo(tu+ (1 —t)v) < tF,(u) + (1 —t)F,(v)
il vient :
F(tu+ (1 —t)v) <tF(u) + (1 —t)F(v).

Remarque : On peut déduire cette question de la 5), voir par exemple le probleme 3 page
339 du Gourdon ou on trouvera les questions 2, 5 et 6 de cette partie (et bien davantage).

2 Reégularisation quadratique

1. eSiv=(vy,...,v,) € Xona |[v||* =vi+...4v% donc ||.||* est une fonction polynomiale,
a fortiori de classe C?, sur X.
F\ est alors de classe C? sur X comme somme et composée de fonctions de classe C? sur
X (la fonction u — Au étant linéaire, donc de classe C? sur X).

e Fixons u € X. Pour h € X on a
Ex(uth) = || f—u=h[P+A|A(u+h)|* = || f—ul® = 2(f —u, h) + A|| Au+ Ah|*+ O(||h]|?)

= IIf = ull* + 2w — f, ) + Al Aul]* + 2X{Au, Ah) + O(||h]|*)
= Fa(u) + (2(u — f + XA*Au), h) + O(||h]]*)

puisque, A étant linéaire, on a ||Ah|| = O(||h||) et (Au, Ah) = (A*Au, h).
On en déduit que VF\(u) = 2(u — f + MA*Au), puis V?F)(u) = 2(Ix + ANA*A) (car la

différentielle d'une application linéaire ¢ en tout point est égale a ¢).
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2.

Siue€ X et x € X\{0} on a, \ étant positif :
(V2E\(w)z, z) = 2 ((z,x) + MA* Az, )

=2 ((z,2) + MAz, Az)) = 2 (||l2]]* + A[|Az[*) > 2[|z]* > 0.
D’apres le critere admis page 2 : F)\ est strictement convexe, a fortiori convexe.

e F) est continue (car de classe C?), strictement convexe sur X et tend vers +oo en l'infini
car F)\ > d(f,.)? qui tend vers +oo en U'infini, puisque si ||u|| > 2||f|| on a par I'inégalité

triangulaire :
i
17—l >l — 11> 120
D’apres 1 - 1) a) et b) : 31 uy € X, F\(uy)) = minyex FA(v).
e D’apres 1 - 4) : uy est caractérisé par VFy(uy) = 0, soit uy — f + AA*Auy =0 cf. 1).
(a) Lamatrice [y+AA*A est symétrique définie positive (cf. calcul de 2)) donc inversible.
L’équation de 3) donne alors : uy = (Iy + ANA*A)71f.
Ona Iy + M A*A P Iy, et application inverse (GLy(R) — GLy(R), M — M™1)

est continue, donc (Iy + AA*A)~! = IN' = Iy, puis uy = Inf=1F.

(b) F) atteint son minimum en uy donc Fy(uy) < F)(0) = || f]|* d’ou
2 2 2
i < WP =1 =l _ 1]
Jus : |

ce qui entraine que Auy, —— 0.
A—-+oo

On a vu en 4)a) que uy = (Iy + AA*A)~! f; donc :

Juy = u3[| = ||(In + AA*A) " (fr = fo)|| < ||(In + XA 1A = fol-
Sizxe Xona:

|(Iny + AA*A)z|*> = ||z + MNA*Az|)? = ||2]|* + N2|| A" Ax||* + 2(x, A* Ax)

= [lz|* + N[ A" Az||* + 2(Ax, Az) = ||z + N[ A" Ax|]* + 2]| Az]|* > ||=]]®

donc, siv € X on a :
|(In + AA*A) || < ||(Iv + AA*A) [(In + AA*A) "] || = (o]l

dott: [luy — w3l < |1 = Lol
De plus, cette majoration est optimale, puisque, si A = 0, on a uy = f (cf. aussi 4)a) si
on impose A > 0).

Régularisation a croissance linéaire

e On a vu que la fonction u +— %H f —ul]? est polynomiale, donc différentiable, de gradient
au point u le vecteur u — f (cf. 2 - 1)).

Pour i € [1, N], application u — (Au); est linéaire, donc différentiable sur X, et la
fonction ¢ : (R — R,z — /2 + 22) est dérivable, donc différentiable, puis u — (A:(u));
est différentiable sur X comme composée d’applications différentiables.

Comme pour u € X on a (e, A.(u)) = 32 (A(u))s, on en déduit que G est différentiable
sur X comme somme d’applications différentiables sur X.
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e Fixons u € X et posons pour t € Ret i,k € [1,N] : ¢ 1(t) := (A (u + teg));.
OnapourteR:

wz,k(t) = \/82 + (Au + tAek)f = \/82 + ((Au)l + tAl'7k)2

— &2 (Aw)? + A (A, + (A)?

donc
A A (g, D ey, B,

%,k(o) - 2 1 (Au)f m

donc le gradient de I'application u +— (e, A.(u)) = le\il(/la(u))Z au point u est le vecteur

(Z 1/1;1@(0)) = (Z(A*)sz(U)z> = ((A"B(u)r),cpeny = A" B(u)

i=1
puis VG (u) = u — f + A*B(u).
Siz € R on a, ¢ désignant la fonction définie en 1) :

x 1 x? g2
> 0.

/ o ! — _ —
2 (l’) - \/m ) ¢ ($) m (62 +3§'2)3/2 (52 +$2)3/2 =

Ainsi, ¢ est convexe sur R.

Si i € [1,N], la fonction u +— (A-(u)); est convexe comme composée de la fonction
u +— (Au); linéaire, suivie de la fonction convexe ¢ (analogue au lemme de 1 - 2)).

G est alors strictement convexe sur X comme somme de la fonction strictement convexe

u M et des fonctions convexes u — (A:(u));.

On a vuen 2 - 3) que si ||ul| = 2||f|| alors || f — ul| > @, donc :

If —ul? 1 [l _
G<“>>T>§<7> -

ul?

8

donc G tend vers 400 en l'infini.
D’apres1-1)a)etb): 3! u e X, G(u) = miny,ex G(v) et d’apres 1 - 4) : u est caractérisé
par VG(u) =0, soit u — f + A*B(u) = 0 cf. 1).

. Remarque : Pour pouvoir diviser par 7 il faut supposer 7 > 0.

e (G, est somme de la fonction convexe 7G (car 7 > 0) et de la fonction strictement
||u—;t"H2
e GG, > 6 qui tend vers +oo en l'infini (cf. 2 - 3)), donc G,, tend vers +oo en l'infini.
eDaprés 1 -1)a)et b) : 1w € X, G, (u") = min,ex G, (u) et d’apres 1 - 4) @ u !
est caractérisé par VG, (u"*1) = 0, soit par ce qui précede : 7VG(u" ™) +u" ™ — " = 0,
ie. T(u" — f + A*B(u™™)) + w1 — u™ = 0, ce qui équivaut & I'équation proposée
lorsque 7 > 0.

convexe 0 : u +— (cf. 1 - 6)) donc G, est strictement convexe.

Remarquons tout d’abord que d’apres 3) la suite (u"),>o est bien définie.

Si n € N, on a par définition de u"*! :

Gn(u"™) = min G, (u) < G, (u") = 7G(u™)

ueX

donc :

|u™ — u" |2 =2 (Gn(u”+1) — TG(U”H)) < 27 (G(u") — G(u"“)) .
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Alors, pour k£ € N, on a (somme téléscopique) :
k k
Dl = um TP <Y 27 (Gut) = Gutth) =27 (G(u) - G(uF)) < 27G(u)
n=0 n=0

(car G(u**1) > 0) donc la série proposée, dont le terme général est positif, est convergente
(de somme < 27G(u?)).

5. Siue Xetie[l,N]ona

|(Aw)i]
(Bw)| = <1
Ve + (Au);
donc ||B(u)||e < 1. La suite (A*B(u™™)), >0 est donc a valeurs dans {A*z : |7/l < 1}

qui est borné (car A* est linéaire, donc continue, puisque X est de dimension finie) donc

, . n+l_,n
elle est bornée. La suite (%)
n=0

5) (le terme général d’une série convergente converge vers 0), donc elle est bornée et cf.
3), (u™™),>0 est bornée comme différence de suites bornées, d’ou le résultat.

tend vers 0 puisque |[u™™ — u"|| —. 0 d’apres
n—-roo

Remarque : Si u,, = log(n) on a wu, —+> +o0 et Uy —u, = log (1 + %) ~ % est de

carré sommable donc cette question n’est pas conséquence uniquement de la précédente.
6. Soit a € X une valeur d’adhérence de (u™),>o et j : N — N strictement croissante telle

que w/™+1 — . B étant continue (car pour i € [1, N] la fonction u +— B(u); est
n—+oo

continue comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur, > €, ne s’annule
pas) on a B(vw/(™+!) — B(a) puis, par continuité de A*, A*B(v/™+1) — A*B(a)

n—-4o0o n——4o0o

et d’apres 3) :

| | i) _ i)+
a—f+ A'B(a) = lim (u](”)H —f+A'B (uj(”)ﬂ)) = lim — =0

n—-+4oo n—-+4oo T

(suite extraite de la suite (“n%“mv qui tend vers 0) donc, cf. 2) : o = w.
n>0

La suite bornée (donc & valeurs dans un espace métrique compact, 'espace normé X = RY
étant de dimension finie) (u"),>0 admet u pour unique valeur d’adhérence, donc elle
converge vers u, 'unique solution de (3).

7. Si&?:OonapourueX:G(u):MvLHAuHI.

Supposons par ’absurde que G est différentiable. La fonction u +— M étant

différentiable, la fonction u — || Au/|; est alors différentiable comme différence de fonctions
différentiables. Soit z € X tel que Az # 0 (A est non nulle) : alors la fonction

0:(R— R, t— ||A(tz)]]1) est différentiable (comme composée d’applications
différentiables), donc dérivable.

Or, sit € R, on a 0(t) = [t|||Az||; avec ||Az|; # 0, donc la fonction valeur absolue est
dérivable sur R : c¢’est absurde puisqu’elle n’est pas dérivable en 0.

Ainsi, G n’est pas différentiable.

4 Meéthode de type quasi-Newton

1. Soit u,v € X. Si D(u) est la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les
1/Ac(u); (donc > 0) on a C(u) = D(u)A, donc A*C(u) = A*D(u)A est symétrique et
positive, d’ou :

(Av, C(u)v) = (v, A*C(u)v) > 0.
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2.

O Fixons u € X et montrons que 3! vy € X, G(vg, ) = min,ex G(v, u).
e Considérons ¢ : X — R, v +— G(v,u) : pour v € X on a

8(0) = plu) + (0, V() + 5 ({0, Alw)o) — (v, Al — (u, Alu)o))
= () + (0, VG()) + 5 ({0 Aw)o) — (v, Alu)u) — (AQu)"u, )

= o(u) + <v, VG(u) — %A(u)u — %A(u)*u> + %(v,A(u)v}

ou

o(u) == G(u) — (u, VG(u)) + %(u, A(u)u).

¢ est donc de classe C? sur X comme somme d’une application affine et d'une forme
quadratique, et pour v € X on a :

V() = VC(u) — LAl — g A ut 5(Al) + Al))e

= VG(u) + %(A(u) + A(uw)*)(v —u)

car si B € My(R) on a pour h € X :
(v+h,B(v+h)) = (v, Bv) + (h, Bv) + (v, Bh) + (h, Bh)
= (v, Bv) + (h, Bv) + (B*v,h) + O (|h|]*) = (v, Bv) + (h, (B + B*)v) + O (||h|]*)
puisque (v, Bh) = (B*v, h) et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
[(h, Bh)| < [[AI[I BRI < [1B]][[2]1*

Comme A(u) + A(u)* = 21y + A*C(u) + (A*C(u))* = 2(Iy + A*C(u)) car A*C(u) est
symétrique, on obtient d’apres ce qui précede et 3 - 1) :

Vo(v) =VG(u)+v—u+ A"C(u)(v — u)

=v—f+ABu)+ A Cu)(v—u)=v— f+AC(u)v
car A*B(u) = A*C(u)u puisque si D(u) = diag(1/Ac(u)1,...,1/A(u),), on a
B(u) = D(u)(Au) = (D(u)A)u = C(u)u (on a vu D(u)A = C(u) en 1)).
e Alors, Vv € X : V2¢(v) = In+A*C(u) = A(u) (différentielle d’une application linéaire)
est symétrique définie positive comme somme de la matrice symétrique définie positive
Iy et de la matrice symétrique A*C'(u) qui est positive cf. 1).
D’apres le critere admis page 2, ¢ est strictement convexe sur X.

e ¢ tend vers +o0o en 'infini comme somme de la fonction affine
v1:0— Gu) + (v —u, VG(u))

et de la fonction .
v 5 (Ilo = ull? + (Al = w), Cu) (v = w))

qui est, cf. 1), supérieure en tout point a la fonction

1
o0 Sl — ul?
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et 1 + ¢ tend vers +oo en U'infini car son terme |[v||* Pemporte sur sa partie affine.

e Ainsi, ¢ est continue, strictement convexe et tend vers +oco en l'infini.

D’apres 1 - 1) a) et b) : 31 vy € X, ¢(vg) = minyex ¢(v) et d’apres 1 - 4) @ vy est
caractérisé par Vo(vg) = 0, soit v — f + A*C'(u)v = 0 par ce qui précede, ce qui donne le
résultat puisque pour v € X on a ¢(v) = G(v,u).

& Par récurrence immédiate on déduit alors de ce qui précede I'existence et I'unicité d’une
suite (u"),>o telle que V n € N, G(u"™!, u") = min,ex G(v,u"), et pour n € N on a bien
u"tt — f+ A*C(u™)u" T = 0.

y? — 22

2z
vy —a? (207 —2ay)+ (v —2?) @' —2ay+y)  (z—y)?

Tyt 2x - 2z 2x 2x

3. (a) Montrons que si x,y >0onax—y-+ > 0 : en effet,

= 0.

On en déduit le résultat demandé mais pour b) il faut a; = (A-(u)); et b; = (A:(v));.
(b) e Il s’agit de prouver que

I.f —QUH + ;(Ag(v))i < M + ;(Ag(U))z + (v —u, VG(u))
" v — ul|? n 1(14(@ u), C(u)(v — u))
2 2 ’
e Or, cf. 1) :

(Al =), Clu)(v — ) = (Ao — u), D) A(w — w) = 3 LA

cf. 3-1): VG(u) =u— f+ A*B(u), donc
(v—u,VG(u)) = (v —u,u— f) + (v —u, A*B(u))
= (v, u) + (u, f) = (v, f) = lull® + (v — u, A"B(u))

et
Lf =l = P+ oll* = 2(f,0), I1f —ull® = 1P+ lull® = 2(f, u),
lo = ul® = [0l + [lull® = 2(v, u)
d’ou :
1f =l +llo = ull® = |f = ol = 2[jull* + 2(f, v) — 2{f,u) — 2(v, ).
Alors :
A= ), B = 3 (A — ) (Bl = 3 (A — ), A
- ’ - =1 z s i=1 1<A8<u>>l
N
e Il s’agit donc de voir que Zai > 0, ou, pour ¢ € [1, N] :
i=1
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(Av); — (Au);

= (A=(w))i = (A:(v))i + [(Av); + (Au)i]

),
— (A0 ~ (A0 +
= (A0 ~ (Ao + LA

est positif d’apres a), ce qui permet de conclure.
4. Conséquence de 5.

5. @ Remarquons tout d’abord que (G(u™)),>o est décroissante car, si n € N, on a d’apres
3)b) et par définition de v : G(u") < G(u" u™) < G(u™, u") = G(u™).
On en déduit que V n € N,G(u") < G(u°) et la suite (G(u")),>o converge vers un
réel positif ¢ (car décroissante positive), puis par le théoreme d’encadrement la suite

(G(u", u™)), >0 converge également vers £, donc G(u™™, u") — G(u™) - 0.

e On a vuen 3 - 2) que G tend vers +oo en l'infini. La suite (u"),>o est donc bornée.
e Soit (A, ) € X? une valeur d’adhérence de ((u",u"*1)),>0 et j : N — N strictement

croissante avec 1/ - A et w1 o L’application u +— C'(u) est continue (car
sii,j € [1, N] l'application u — C(u);; est continue) donc C' (uw/™) — C(\) puis, en

n——+oo
faisant n — +oo dans

I m+ f+AC (uj(n)) EACOR S S

il vient : p— f + A*C(\)pu = 0.
e Comme G et G sont de méme continues, de G(u/™M+! /™)) — G(uw/™) - 0 on tire
n—-00

G(p, A) — G(N) = 0 i.e. successivement :
(1= A VGO)) + 5l = A AN = A) =0

(L—=A2VG\) + (In + A CN)(p—A)) =0
(H—=A2X=2f +2A"BA) + u— A+ A CAN)(p—A)) =0
puis en utilisant A*B(\) = A*C(A\)A (cf. fin du premier paragraphe de 2)) :

(B=Ap+A=2f+ACN)(p+A) =0
soit, puisque f = p+ A*C(N)u (cf. point précédent) :
(H=AA=p+ACA)A=p)=0

puis

A=, AN A = p)) =0
d’ott A — = 0 puisque A(\) est définie positive (cf. 2), second point).
e On a donc p = A, puis par ce qui précede, A — f + A*B(A\) = A — f+ A*C(MA =0
d’apres 3 - 2), A est la solution u du probleme (3).
e Ainsi, la suite bornée (donc a valeurs dans un espace métrique compact, I’espace normé
X? étant de dimension finie) ((u™, u™™)), >0 admet (u,u) pour unique valeur d’adhérence,
donc elle converge vers (u,u) ot u est 'unique solution de (3), a fortiori (u™),>o converge
Vvers u.
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5 Régularisation non différentiable

1. Notons B la boule unité fermée de X pour ||.| -
(a) Sive Bona

N N N
(v, Auy =Y vy (Au); <Y Jojll(Aw);| < Y [(Au)| = | Auls
j=1 7=1 7j=1

avec égalité si pour j € [1, N] on a v; € {—1,1} égal au signe de (Au); i.e. défini
par v;j(Au); = |(Au);|. Donc sup,c (v, Au) = ||Au||;, puis

sup L(u,v) = H(u)

veEB

car si E est une partie non vide majorée de R et a € R, alors sup(a+FE) = a+sup(E).
Remarque : On montre comme supra que si x € X on a sup,cz(v, z) = [|z||;.

(b) Siu,v € X on a, en utilisant le fait que A est symétrique pour la derniere égalité :
If —u—Av|* = |If = Av|]* + [Ju]]* — 2(f — Av,w)
= 11— Ao+ ull? = 20f, ) + 2w, ) = 1 ~ Avl + Jul = 20, 0) +2{o, Au)
donc
AP+ 0 = = Avl® = [If = Avl* = [FII* + lull® = 2(f, u) + 2(v, Au)
= [If — ull* +2(v, Au) = 2L(u,v)

ce qui permet de conclure.

(¢) Notons G et D les membres de gauche et droite de (5).
D’apres a) on a D = inf,cx H(u) et d’apres b), si v € B on a pour u € X :

If = Av—ul®

L(u,v) = 5

L(f — Av,v) > L(f — Av,v)

(avec égalité si et seulement si ||f — Av —ul|> =0 i.e. u= f — Av) donc :

_ I = I = Aof?
inf L(u,v) = L(f = Av,v) = :
puis
2 _f_ 2 ) B )
G — sup MIE =1 = A0l AP IF = Avlf?
veB 2 2 vEB 2
— IFI? dif, K)? B WA I = wl? B w]|?

Alors, comme G = D :

w]®

2

H —w) =D& H(f - w) =6 = 85 ags - wl = (50 -

& |A(f =)l = (f,w) = [wl* & [A(f =) = (f — w,w).

Or, on a vu en a) que ||A(f — w)|li = sup,ep(v, A(f — w)) donc, comme A est
symétrique :

[A(f = w)lly = sup(Av, f = w)
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puis
H(f—w):Désup(Av,f—w>=<f—w,w)
veEB
< sup((f —w, Av) — (f —w,w)) <0< sup(f —w, Av —w) <0
veB veEB

ce qui est vrai d’apres la propriété admise de w. Ainsi f — w est solution de (4) et
comme H est continue, strictement convexe et tend vers +oo en 'infini, ¢’est I'unique
solution de (4).

2. ¢ G < D : 1l s’agit de prouver que I’ensemble

{inf L(u,v) : ve B}
ueX

est majoré par D.
Considérons alors vy € B et montrons que m := inf,c x L(u,vy) < D : il faut montrer que
m minore ’ensemble

{supL(u,v) DU € X}.
veX

Soit donc ug € X : il faut voir que m < sup,cx L(ug,v), ce qui est vrai car

m < L(uo, vo) < sup L(ug, v).
veX

Donc G < D (et la preuve montre que cette inégalité est vraie pour toute fonction L telle
que les deux membres de (5) existent).

oeG>D:

O C’est I'inégalité difficile, qui est vraie grace a la forme particuliere de la fonction L.
Pour I’établir nous allons construire un point-selle de L, i.e. (u*,v*) € X x B tel que :

V (u,v) € X x B, L(u*,v) < L(u*,v*) < L(u,v").

Alors

D <sup L(u",v) < L(u*,v") < inf L(u,v") <G
vEB ueX

ce qui permet de conclure.
& Soit ¢ : B— X,v+— f— Av :on avuen 1)c), comme conséquence de 1)b), que

Vve B, Lipv),v) = mi)l(lL(u,v)
ue

(et siv € B et ug € X vérifient L(ug,v) = mingex L(u,v) alors ug = f — Av = p(v)).
& Notons pour v € B, m(v) := L(p(v),v) = min,ex L(u,v) : on a vu en 1)c) que :
_ AP =S = Avf?

5 :

Ainsi m est une fonction continue sur le compact B, donc m atteint son maximum en
v* € B. Posons u* := p(v*) et montrons que (u*,v*) est un point-selle de L.

Vve B,m(v)

& On a déja par définition de ¢ et de u* :
VueX,L(u",v*) = L(e),v") < L(u,v").

QO Fixons vy € B et montrons que L(u*,vg) < L(u*,v*), ce qui achevera la preuve.

1 1
Posons pour n € N*, w,, := (1 — —) v* 4+ —vg:sin €N on a
n n
1y, 1 1 1
ol < (1= 1) I+ 2l < (1- 1) + 2=
n n n n
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donc w,, € B (on vérifie de méme que B est convexe) et m(v*) = m(w,).
L étant affine par rapport a sa seconde variable, on obtient alors :

1

m(e") 2 m(un) = Llplun),w) = (1= 1) Lol o) + 3 Ll(wn), o)

puis, comme L(p(w,),v*) = m(v*) par définition de m :

1

m(67) > (1 ) m(e) 4 2 Llo(un) )

i.e. m(v*) = L(p(wy,),vo). Comme L et ¢ sont continues et wy, - v*, on a
n—-—+0oo

L((p(wn), UO) n:oo L(QD(U*), UO) - L(U*, U0)7 puis

L(u*,v*) = L(e(v*),v") = m(v*) = L(u*, vg)

donc L(u*,vg) < L(u*,v*) comme souhaité, ce qui termine la démonstration.

Remarque : On trouvera dans des livres d’optimisation et analyse convexe des théoremes
d’existence de points-selles et de mini-maximisation et dualité beaucoup plus généraux.

6 Conclusion

Tres joli probleme d’entrainement, parfait pour un devoir a la maison de fin de MP*!

Année 2008-2009 ENS 2009 filiere MP (4heures)



