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Arithmétique de Z
Exercices de révisions pour s’entrainer

Exercice 1 Démontrer que pour tout entier n € N*, 32" — 2" est divisible par 7, 21" 4 5 est divisible par 21, 32" +
26m=5 est divisible par 11.

. . =23 x = 6[17] x = 2[11] z = 2[11]
Exercice 2 (CCP) Résoudre : {x 35 {x — 415 et {x — 7013 et {x _ 7113

Exercice 3
1. Déterminer I’ensemble des entiers naturels p, tels que les trois nombres p, p+2, p+4, soient des nombres premiers.

2. Déterminer I'ensemble des entiers naturels premiers qui sont a la fois somme et différence de deux entiers naturels
premiers.

Exercice 4 (CCP) Résoudre dans Z : 2z + 3y = 1; 14z — 18y = 2. Quelles sont les solutions de cette deuxiéme dans
N?

Exercice 5 (TPE) Montrer : ¥(a,b) € Z?, ¥n € N, a = b[n] = a™ = b"[n?].

Exercice 6 (Mines) Montrer que ensemble des nombres premiers est infini. Montrer que l'ensemble des nombres
premiers congrus & —1 modulo 4 est infini.

Exercice 7 Montrer qu’il existe des intervalles de N aussi longs que I’on veut qui ne contiennent aucun nombre premier.
Exercice 8 (Mines) Résoudre dans Z la congruence 9z = 6 [24].

Exercice 9 Soient a > 2 et r > 2 des entiers. Montrer que si (a” — 1) est premier alors a = 2 et r est premier.
Montrer que si a” + 1 est premier, avec n > 1 et a > 2, alors a est pair et n est une puissance de 2.

Exercice 10 Pour tout n € N, on pose M,, = 2" — 1. (M, est appelé nombre de Mersenne).
1. Montrer que si n > 2, et si M,, est premier, alors n est premier.

2. Etudier la réciproque de cette propriété.

Exercice 11 (TPE) Déterminer les nombres premiers tels que p divise 2P + 1.
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Exercice 12 (Mines) Déterminer I'ensemble des entiers relatifs n tels que n n modulo 42.

5]
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n n
Exercice 13 (Mi Soit n € N\ {0,1}. Calculer S, =) =3)F et T, = .
xercice (Mines) Soit n € N\ {0, 1}. Calculer 2 <2k:>( )Y et T, 2 (3k>

wl3

Exercices a corriger

Exercice 14 (Mines) * Soient (ai,...,an), (b1,...,b,) € R™. Montrer que 'application définie sur ’ensemble des
n

permutations de [1,n] par f(o) = Z a;by(;y admet un minimum et un maximum a expliciter.
=1

Exercice 15 ***(Toutes) Soit p un nombre premier. Pour tout n € N*, notons v,(n!) exposant de p dans la décom-

n
position en facteurs premiers de n!. Montrer que v,(n!) = Z {kJ .
p
E>1
En déduire le nombre de zéros a la fin de I’écriture décimale de 2025!

Exercice 16 (Mines-X)* Pour tout n € N, on note F,, = 22" 4 1.

1. Montrer que, pour tout k € N* : (F,, — 1)2k +1=F,p.
Montrer qu’il existe ¢ € N tel que F,,4+r = ¢F), + 2.
En déduire que pour n # m, F,, et F,, sont premiers entre eux.

Soit p un diviseur premier de Fj. Montrer que p est premier avec 2. Trouver l'ordre de 2 dans le groupe (Z/pZ)*.
Soit t € [1,k + 1]. Quelle est la classe de p modulo 2 ?

A



6. Montrer que pour tout ¢t € N*, il existe une infinité de nombres premiers congrus & 1 modulo 2°.

Exercice 17 (Mines) Montrer que 2021 a un multiple dont tous les chiffres en base 10 valent 1.

5323
Exercice 18 (X) Quel est le chiffre des unités de 23% T

22022

Exercice 19 (Mines) Quel est le chiffre des unités de 20222°2 ?
Exercice 20 (Mines) Trouver tous les entiers naturels n > 2 tels que ¢(n) divise n (¢ représente I'indicatrice d’Euler).

Exercice 21 (Centrale)* Soient a > 2, n et m > 1 des entiers.
1. Rappeler la définition du pged et la méthode de calcul par I'algorithme d’Euclide.
2. Montrer que si m|n alors (a™ — 1)[(a™ — 1).
3. Montrer que (a™ — 1) A (a™ — 1) = (a™"™ — 1)

Exercice 22 (Mines) * Soit (a,b) € (N*)2. Montrer que a et b sont premiers entre eux si et seulement si tout entier
supérieur ou égal & (a — 1)(b — 1) est de la forme au + bv pour un couple (u,v) € N?.

Exercice 23 (X)* Soit A une partie de N contenant 0, non réduite & 0 et stable par somme. On note d = pged(A).
1. Montrer que {z — vy, (z,y) € A%} = dZ.
2. On suppose que d = 1. Montrer que N\ A est fini.

3. Soient a et b deux entiers naturels premiers entre eux. Quel est le plus grand entier n’appartenant pas a aN + bN.
Exercice 24 (X) Soit a € Z impair. Existe-t-il f : Z — Z telle que, pour tout n € Z, fo f(n) =n+a?

Exercice 25 (ENS)* Sin € N, soit o(n) la somme des diviseurs de n dans N*. On dit qu’un élément P € N* est
parfait si o(P) = 2P.
1. Soit p € N* tel que 2P — 1 est premier. Montrer que p est premier.
2. Montrer que, si p est un élément de N* tel que 27 — 1 est premier, alors 2P~! (2P — 1) est parfait.
On admet dans la suite que tout nombre parfait pair est de la forme précédente. On considére un nombre parfait
pair, que I'on écrit donc sous la forme P = 2P~! (2P — 1) ol p € N* est tel que 2P — 1 est premier. Dans les
questions (3), (4) et (5), on suppose p # 2.
3. Déterminer la classe de P modulo 12.
4. Montrer que P — 1 et P + 1 ne sont pas des carrés.

5. En considérant la classe de P — 1 modulo 4 et celle de P + 1 modulo 3, montrer que P — 1 et P + 1 ne sont pas
parfaits.

6. Montrer qu’il n’existe pas de couple de nombres parfaits consécutifs.

7. Prouver le résultat admis.
Exercice 26 (Mines-Ponts)*

1
1. Calculer I'intégrale / tP(1 — )7 dt (avec (p,q) € N?) de deux manieres différentes.
0

2. En déduire que pour tout (a,b) € N* x N, a<a +

b
) divise ppem(b+1,...,b+ a).
a

Exercice 27 (ENS)* Quels sont les éléments n de N* tels que vn € Q?

Exercice 28 (Lyon) Soit ¢ l'indicatrice d’Euler.

1. Montrer que Vn € N*, o(n) > ?

2. Existe-t-il C € R tel que Vn € N*,p(n) > Cn?

Exercice 29 (Mines) On note ¢ la fonction indicatrice d’Euler.
1. Calculer ¢(7) et ©(37044).

nln2
2. Mont : Vn e N >
ontrer que : Vn p(n) > o
Exercice 30 (Lyon-X) Soit ¢ un morphisme de groupes de ZN dans Z (pour la structure de groupes additifs). On
suppose qu’il s’annule sur I’ensemble ZM) des suites presque nulles. Montrer ¢ est nul. Indication : On pourra considérer
des suites du type (p"an)n.



Exercice 31 (X)* Pour n € N*, on note C,, = {(z,y) € (Q*)?, 2% + ¢* = n}.
1. Montrer que C] est non vide.
2. Montrer que C7 est vide.
3. Soit n € N*. On suppose que C,, est non vide. Montrer que C,, est infini.

Exercice 32 (X) *Soient z, y, z € (N*)? tels que : 2% + y*> = 2% et PGCD(x, y, 2) = 1.

1. Montrer qu’il existe n > m entiers premiers entre eux tels que, & permutation pres de = et y, on ait : x = 2nm,
y:nzme, z=n%+m>

2. En déduire que 'aire du triangle de coté x, y et z n’est pas le carré d’un entier.

M m M
Exercice 33 (Paris) Soient m, M,r € N, avec r > 3, ko, ..., kn € Z tels que Zkiri = Zri. Montrer que Z |ki| >
i=0 i=0 i=0

m+ 1.

Exercice 34 (PLSR)
1. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers p tels que p = 3 |4].

P_1
2. Soient p un nombre premier et n > 2. Soit k = (TZ;))—l
(a) Montrer que k =1 [p].
(b) Soit d € N*. Montrer que si d divise k alors d = 1 [p].

3. Soit p un nombre premier. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo p.

Exercice 35 (Paris) Pour n € N*, g(n) désigne le nombre de diviseurs premiers de n comptés avec multiplicité ; par
exemple, g(5%) = 2. Calculer, pour n € N*, Z(fl)g(d).
d|n

Exercice 36 (SR)* Pour n € N*, on note d,, le nombre de diviseurs premiers de n, puis u(n) := (—1)% si n n’est pas
divisible par le carré d’un nombre premier, et enfin p(n) := 0 dans le cas contraire. Montrer que p est arithmétiquement

d
multiplicative, et calculer Z% pour tout n € N*.

d|n

Exercice 37 (Lyon) Déterminer la somme des racines primitives n-iémes de l'unité.

| =

Exercice 38 (PLSR-SR)* On étend de fagon naturelle la valuation 2-adique ve & Q*. Si n € N*, soit H,, = Z
k=1
Calculer v (Hy,).

Exercice 39 (X) On définit v, la valuation 2-adique sur Q et on admet que pour tout (x,7) € Q2 :

— wva(wy) = va() + v2(y)
— vo(x 4+ y) > min(va(z), v2(y) avec égalité si et seulement si vo(x) # v2(y).

1. Montrer que pour n > 2, H, ¢ N.
2. Montrer que pour m <n —2, H, — H,, ¢ N.

Exercice 40 (X)
Soit p > 3 un nombre premier. On définit lapplication v de Q dans Z U {400} en posant v(0) = +oo et, si

(a,b k) € Z* x Z* x Z vérifie a/\bzab/\pzl,v(pkg> =k.

b
1. Pour (z,y) € Q2 montrer que v(zy) = v(x) +v(y),v(z +y) > min(v(z), v(y)).
n
2. Pour n € N*, montrer que v(n!) < —
p—
3. Soit P = Zaka € Q[X]. Pour i € N, soit vV (P) = min{v(a;) ; j €N, j >i}. On fixe m € N, R = (X —m)P.

keN
Montrer que Vi € N, v(TD(R) > vV (P).

n
n
4. Soient (dy,)nen € ZN et, pour n € N, b, = Z (k) dip®. Montrer que, si la suite (bn)nen s’annule une infinité de
k=0
fois, elle est identiquement nulle.

Exercice 41 (Lyon) Pour n € N*, on note d,, le nombre de diviseurs de n. Montrer que pour tout € > 0, d,, = O(n°).



Exercice 42 (PLSR)

1. Calculer Z ©(d) ol ¢ est I'indicatrice d’Euler.
d|n

2. Calculer Zu(d) ol i est la fonction de Mobius définie par (1) = 1, u(p) = —1, u(p*) = 0 pour k > 2 si p est
d|n
un nombre premier et p(nm) = p(n) p(m) si n Am = 1. On pose

F:x€R+»—>H§€[O,1];q§xH.

3
3. Montrer que F(z) = 2?4+ O(zlnz).

xr—+400 7'(2

Exercice 43 (X)* Soit z € R\ Q. Montrer qu’il existe une suite de rationnels (r,), ex € QY telle que : pour tout

pTL
Tr — —

nEN,rn:&avecpn/\qnzl,
q qn

1
< — et lim ¢, = 4oc.
n q n—oo

2
Exercice 44 (X)* Pour quelles valeurs de n € N*, cos (F> est-il rationnel ?
n



