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Programme de colles - Semaine 5 - du 3/11 au 7/11

Algeébre linéaire sans réduction : exercices sur tout le chapitre.

Réduction : Exercices élémentaires sur le début de chapitre (vous pouvez monter le niveau des exercices si les étudiants
semblent & l’aise sur le premier exercice posé). Le cours est bien avancé; mais pour le moment seuls les exemples du
cours ont été traités et nous corrigerons des exercices pendant les deux semaines de la rentrée. Par ailleurs, nous n’avons
vu aucun des compléments usuels (sur la codiagonalisabilité etc). Les étudiants manqueront donc de pratique et de
recul. Pour le moment il s’agit surtout de vérifier la maitrise des définitions et notions élémentaires et 1'utilisation des
théoremes de base.

Sous-espace stable par un endomorphisme : Endomorphisme induit sur un sous-espace stable. En dimension finie, tra-
duction de la stabilité d’un sous-espace F' par un endomorphisme u a ’aide de la matrice de u dans une base adaptée a F'.

Droite stable par un endomorphisme. Valeurs et vecteurs propres : Eléments propres d’un endomorphisme. Valeur propre,
vecteur propre (non nul), sous-espace propre. Le spectre d’un endomorphisme d’un espace de dimension finie est 1’en-
semble de ses valeurs propres. Equation aux éléments propres u(z) = Ax.

Somme des sous-espaces propres : La somme des sous-espaces propres est directe. Majoration du cardinal du spectre.
Toute famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes est libre. Le spectre d’'un endomorphisme
d’un espace de dimension n est de cardinal au plus n.

Si deux endomorphismes u et v commutent, tout sous-espace propre de u est stable par v (de méme pour le noyau et
Iimage).

Valeurs et vecteurs propres d’une matrice : Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces propres et spectre d’une
matrice carrée. Equation aux éléments propres M X = AX. Deux matrices semblables ont méme spectre. Si K est un
sous-corps de L, le spectre de M dans K est inclus dans le spectre de M dans L.

Polynome caractéristique : Polynéme caractéristique d’une matrice carrée, d’'un endomorphisme d’un espace vectoriel
de dimension finie. Notations x,, x4. Le polynéme caractéristique est unitaire de degré n. Valeurs des coefficients de
degrés 0 et n — 1. Les racines du polynoéme caractéristique sont les valeurs propres. Deux matrices semblables ont méme
polynoéme caractéristique. Polyndome caractéristique d’une matrice diagonale, triangulaire.

Le polynéme caractéristique d’'un endomorphisme induit divise le polynéme caractéristique. Deux matrices semblables
ont méme polynéme caractéristique.

Multiplicité : Multiplicité d’une valeur propre. La dimension du sous-espace propre associé a A est majorée par la mul-
tiplicité de .

Endomorphismes et matrices carrées diagonalisables : Un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie
est dit diagonalisable s’il existe une base de E dans laquelle sa matrice est diagonale. Une telle base est constituée de
vecteurs propres. Pour qu’'un endomorphisme soit diagonalisable, il faut et il suffit que la somme de ses sous-espaces
propres soit égale a E. Cas des projecteurs, des symétries.

Une matrice carrée est dite diagonalisable si elle est semblable & une matrice diagonale. Pour qu'une matrice carrée
soit diagonalisable, il faut et il suffit que ’endomorphisme de K™ canoniquement associé soit diagonalisable. Dans la
pratique des cas numériques, on se limite & n = 2 ou n = 3.

Pour qu’un endomorphisme u soit diagonalisable, il faut et il suffit que x,, soit scindé et que, pour toute valeur propre
de u, la dimension de I’espace propre associé soit égale a sa multiplicité.

Endomorphismes et matrices carrées trigonalisables : Un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie est
dit trigonalisable s’il existe une base dans laquelle sa matrice est triangulaire supérieure. Interprétation géométrique.
Une matrice carrée est dite trigonalisable si elle est semblable & une matrice triangulaire supérieure. Pour qu’une
matrice carrée soit trigonalisable, il faut et il suffit que 'endomorphisme canoniquement associé le soit. La pratique de
la trigonalisation n’est pas un objectif du programme. On se limite au cas n = 2 et & des cas particuliers simples pour
n=3.

Un endomorphisme est trigonalisable si et seulement si son polynome caractéristique est scindé.



Expression de la trace et du déterminant d’un endomorphisme trigonalisable, d’'une matrice trigonalisable a ’aide des
valeurs propres.

Endomorphismes nilpotents, matrices nilpotentes : Endomorphisme nilpotent d’un espace vectoriel E de dimension fi-
nie, matrice nilpotente. L’indice de nilpotence est majoré par la dimension de E. Un endomorphisme est nilpotent si et
seulement s’il est trigonalisable avec pour seule valeur propre 0. Polynéme caractéristique d’un endomorphisme nilpotent.

Polyndémes d’un endomorphisme, d’une matrice carrée : Pour u dans £(F), morphisme d’algebres P — P(u) de K[X]
dans L(E). Le noyau de ce morphisme est 'idéal annulateur de u. Son image est la sous-algebre commutative Klu] de
L(E). Pour M dans K[X], morphisme P — P(M) de K[X] dans M,,(K), idéal annulateur de M, sous-algebre K[M]
de M,,(K). Polynéme minimal d’un endomorphisme d’un espace de dimension finie, d’une matrice carrée. Le polynéme
minimal est unitaire.

Si d est le degré du polyndéme minimal de u, alors la famille (uk)ogkgd_l est une base de Klu].

Si P annule u, toute valeur propre de u est racine de P. Si u(x) = X z, alors P(u)(z) = P()A) x. Le spectre est égal a
I’ensemble des racines du polynéme minimal.

Exemples de polynéomes minimaux pour les homothéties, projecteurs, symétries, endomorphismes diagonalisables, nil-
potents.

Lemme de décomposition des noyauz : Si Py,...,P. sont des éléments de K[X] deux & deux premiers entre eux de
T

produit égal & P, alors : ker (P(u)) = €D ker (P;(u)).
=1

Critére de diagonalisabilité : Un endomorphisme u est diagonalisable si et seulement s’il existe un polynéme scindé a
racines simples annulant u, ou encore si et seulement si son polynéme minimal est scindé a racines simples.
Polynéome minimal d’un endomorphisme induit. Diagonalisabilité d’'un endomorphisme induit.

Critére de trigonalisabilité : Un endomorphisme u est trigonalisable si et seulement s’il existe un polynéme scindé an-
nulant u.

Endomorphismes cycliques et matrices compagnons : Les résultats de cette partie doivent étre redémontrés. Polynome
minimal ponctuel. Définition d’un endomorphisme cyclique. Calcul du polynéme caractéristique d’une matrice compa-
gnon. Le polynéme caractéristique d’'un endomorphisme cyclique est égal a son polynéme minimal. Démonstration du
théoreme de Cayley-Hamilton.

D’autres propriétés autour du polynoéme minimal ponctuel et des endomorphismes cycliques ont été vus mais sont hors
programme.



