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On se place sur le corps C. On identifiera les matrices carrées (respectivement les
matrices colonnes) et les endomorphismes (respectivement les vecteurs) canoni-
quement associés dans C”.

SiMeM, (C)etxe c!, (Mx); désigne la i-ieme composante du vecteur Mz €
C™. On note I,, la matrice identité de M, (C). Pour z = *(xy,...,
note ||z|lcc = max |x;| et pour M € M, ,,(C), on pose ||M|| = sup —=,

1<ign ’ zecr\{0} 17l s

la norme matricielle subordonnée.

Pour A € 9M,,(C), on notera p(A) = sup {|A|, A € Sp(A)}, le rayon spectral de A.

Définition 1 On dit qu’une matrice M € M, ;(R), de coefficients notés
(Mij)i.5)e[1n] x[11]» €St positive (respectivement strictement positive), ce que l'on
note M > 0 (respectivement M > 0), lorsque tous ses coefficients sont positifs
(respectivement strictement positifs) : pour tout (i,7) € [1,n] x [1,1], m;; > 0
(resp. m; ; > 0).

Pour deux matrices M et N de M, ;(R), M > N (respectivement M > N ) lorsque
M — N >0 (respectivement M — N > 0).

Pour M € M, ;(R), de coefficients notés (m; ;) j)eq,n]x[1,, o0 notera [M| =
(Imi,j|)(i,j)e[[1,n]]><[[1,l]]- On a évidemment |M|— M > 0.

Définition 2 Une matrice M € M, (R) de coefficients notés (m; ;) jyep,n]> €st
dite stochastique lorsqu’elle est positive et que de plus :
n

Vj S [[l,n]], me =1.

i=1
Définition 3 On définit les ensembles B, BT et ¥ par :

B={zeR" |z >0 etax+#0},

={re B[], =1}.

On souhaite montrer dans ce probléeme différentes formes du théoreme de Perron-
Frobenius, qui est notamment a la base de 'algortihme PageRank de Google, et
qu’on utilise également dans 1’étude des chaines de Markov. La derniere partie,
indépendante du reste du probléme, nous permet de mieux comprendre les hypo-
theses faites dans ces théoremes.

I. Généralités :

(1) Expliquer que (z > 0 et z # 0) n’est pas équivalent a z > 0.

II.

(2) Montrer :
> qu'une matrice A est positive si et seulement si pour tout vecteur
rER" telquex >0,ona Az >0;
> qu’'une matrice A est strictement positive si et seulement si pour tout
vecteur x € R™ \ {0} tel que > 0 on a Az > 0.

n
> lai;
j=1

(3) Montrer que pour A € M, (R), [|[M]| = max

On se fixe désormais une matrice A > 0.
(4) Pour z € B, montrer que {# € R | 0z < Az} est un segment de la forme
[0, 0(x)] avec

L4

H(z)min{ |1§i<netx¢7é0}.

(5) Montrer que pour tout a > 0 et tout x € B, 0(ax) = 6(x).

—
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Siz € C™\{0} est un vecteur propre associé a la valeur propre A\, montrer
que 6(|z]) = |Al.

Montrer que pour tout € B\ Ker (A), on a Ax € B et 0(Ax) > 6(x).
Montrer que pour tout = € B, 0(x) < ||A]||.

—~ o~
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Montrer que {f(z), = € B} = {0(z), « € ¥} et qu'il s’agit d’une partie
majorée de R.

On note 7(A) = sup 0(x) = sup 6(z).
€Y z€B

(10) Montrer que cette borne supérieure est atteinte en un point xg € X.
(11) Expliquer que p(A) < r(A4).

(12) On suppose Az # 0. Expliquer que 0(Azg) = 6(xo).

Théoreme de Perron-Frobenius version faible :

On souhaite montrer dans cette partie une version faible du théoreme de
Perron-Frobenius :

Théoréme 1 Soit A € 9M,(R) une matrice strictement positive. Alors
p(A) > 0, p(A) est une valeur propre de A, associée a un vecteur propre
x > 0. De plus p(A) est Uunique valeur propre de module mazimal et

dlm(Ep(A)(A)) =1.
On se fixe désormais une matrice A > 0 et on conserve les notations de la

partie précédente. En particulier 2o € ¥ est un point tel que 6(zg) = r(A) =

sup 0(x).
z€EB
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II1.

IV.

(1) Montrer que dans ce cas r > 0.

(2) Expliquer qu'on a Az > rxg. On supppose par U'absurde que Azg # rxg
et en déduire alors que §(Axg) > r. Conclure.

On a ainsi montré que xg est un vecteur propre associé a la valeur propre
T,

(3) Montrer que p(A) =r > 0 et que z¢ > 0.

(4) Soit A € Sp(A) telle que |A| = p(A). On considére z # 0 un vecteur
propre associé. On a déja remarqué que p(A)|z| = |A|z| < Alz|. En
utilisant une méthode similaire a celle de la question 112, montrer que
p(A) est valeur propre de A associée au vecteur propre |z|.

(5) En déduire que |z| > 0, que pour un certain 6 € R, x = ¢'’|z|, puis que
A= p(A).
Il nous reste a montrer que dim(E,(4y(A)) = 1. On considere donc z et
x deux vecteurs de ce sous-espace propre. Avec les notations ci-dessus,
x = ez

(6) Démontrer que |z| € Vect(zp). Conclure.

Théoréme de Perron-Frobenius :
On souhaite démontrer une version plus générale du théoreme de Perron-
Frobenius.

Théoréme 2 Soit A € M, (R) une matrice positive telle que (I, +A)" "' > 0.
Alors p(A) est une valeur propre de A associée a un vecteur propre strictement
positif xo. De plus p(A) > 0 et dim(E,4)(A)) = 1.

Il n’est par contre en général plus vrai que p(A) est 'unique valeur propre de

module maximal.

On se fixe A € 9, (R) une matrice positive telle que P = (I,, + A)"~' > 0.
On conserve les notations de la partie I. En particulier zy € ¥ est un point
tel que O(xg) = r = sup 0(x).

zEB

(1) Montrer que pour tout = € B, Px € B, 8(Px) > 0(z) et (Px) > 0.

(2) En utilisant I'idée de la question précédente et celle de la question 112,
montrer Axg = rxg.

(3) En déduire p(A) =7 > 0 et que 29 > 0.

(4) Montrer que dim(E,4)(A4)) = 1.

Matrices irréductibles :

On cherche dans cette partie a mieux comprendre cette hypothese fondamen-
tale : (I, + A)"" > 0.

Définition 4 On dit qu’une matrice M € M, (K) est réductible s’il existe
une partition de [1,n] en TUJ = [1,n] (avec I et J disjointes et non vides)
telles que pour tout (i,5) € I x J, a;; = 0.

(1) Montrer qu’une matrice M € IM,,(K) est réductible si et seulement si il
existe une partie stricte K C [1,n] non vide telle que Fix = Vect{eg, k €
K} soit stable par 'application linéaire canoniquement associée a M.

(2) Matrices de permutation : On note X, le groupe des permutations de
[1,n]. Pour tout o € ¥,,, on définit I'endomorphisme de K" par :

Vi€ [1,n], usej) = ex(s)

Et on note P, la matrice de u, dans la base canonique.

a. Pour tout o € ¥,,, déterminer la matrice P, (on décrira les éléments
pi,; de la matrice). Et expliquer que cette matrice est inversible.

b. Que vaut Pjq? Pour tout (0,7) € ¥2 que vaut le produit P, P, ?
c. Montrer que pour tout o € ¥, 'P, = P,1 = (P,) ™"

(3) Montrer qu'une matrice M € 9, (K) est réductible si et seulement si
il existe o € 3, telle que P LM P, soit une matrice par blocs du type

<61 g), avec A € M, (K), B € M, (K) et C € M (K) avec (r > 1,

szl)r+s=n.

Définition 5 On dit qu’une matrice est irréductible si elle n’est pas ré-
ductible.

(4) On suppose que A € M, (R) est une matrice carrée irréductible et posi-
tive ou nulle.

a. Soit y € R™ un vecteur non nul positif. Montrer que z = (I, + A)y
est un vecteur positif avec strictement moins de coordonnées nulles

que y.
b. En déduire que (I + A)" "'y est un vecteur strictement positif.
c. Conclure que (I + A)" ! est une matrice strictement positive.

(5) Montrer 1’équivalence : A est irréductible si et seulement si (I 4+ A)"~!
est une matrice strictement positive.



