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Probléme 1

Soit x €]0,1]. On souhaite établir qu’il existe une unique suite croissante (gp)n
+o00 1

d’entiers supérieurs ou égaux a 2, telle que x = Z —

k=0 Hj:O 4j

I. On considére une suite croissante (g,,) d’entiers supérieurs ou égaux a 2. Ex-

1
pliquer que la série Z —,——— converge.
=04
II. On pose yo = =« et on définit par récurrence, pour tout n € N,

1
dn = \\J +1
Yn

Yn+1 = qnYn — 1

0< yn<yn_1

S5 et que la suite (gn)n est
dn =

(1) Montrer que : VYn € N*, {

croissante.

(2) Pour tout n € N, trouver 'expression de = en fonction de qo,...q, et

Yn+1-
+oo 1
(3) En déduire la somme de la série Z —
k=0 Llj=04;
ITI. On suppose qu’il existe une suite croissante (p,,) d’entiers supérieurs ou égaux
“+oo
1
a 2 telle que x = Z —
k=0 Hj:O bj
On pose alors :
20 = X
n—1
1 1 1
VYn e N*, z, = Hpk <x)
—0 Po  PoP1 Pop1 - --Pn—1

(1) Montrer que : Vn € N, Pn = LG
Zn+1 = Pnin — 1

S —10,1]
(2) En déduire que l'application = 1 est une bijec-
(gn)nen — &
k=0 Hj:o q;

tion, ott S € NY est ensemble des suites croissantes d’entiers naturels
supérieurs ou égaux a 2.

IV. (1) Avec les notations de la question II, on suppose que la suite (g, )nen est
stationnaire. Montrer que x est rationnel.

(2) Réciproquement, on suppose que x est rationnel. On écrit z = b avec p
et g premiers entre eux. Montrer que : Vk € N, Jpi € [|1,4|], yr = Pk
En déduire que la suite (g,,) est stationnaire.

(3) Pour quels éléments de ]0, 1] la suite (g, ) est-elle constante ?

Probléme 2 (Fonction de Van der Waerden)

I. On définit une fonction § sur R par :

Ve e R, §(z) = dist(x,Z) = ian |z —n.
ne

n 1

r— |+ =]

2

(2) Vérifier que ¢ est 1-périodique, 1-lipschitzienne, et continue sur R. Tracer
la courbe représentative de 6.

(1) Expliquer que pour tout € R,

0(z) = min(x — |z, [z +1—2) =

(3) Pour tout n € N, on définit une nouvelle fonction sur R par : pour tout

0(10™x)

(4) Soit n € N. Montrer que J,, est affine par morceaux (on écrira R comme

union d’intervalles sur chacun desquels 6,, est affine). Quelles sont les
pentes ?

. Montrer que 6,, est 1-lipschitzienne.

(5) Quelle est I'ensemble des valeurs prises par §, sur R?

+oo
II. On pose f(z) = Zék(m‘)
k=0

(1) Montrer que f est bien définie et 1-périodique sur R.
2) Montrer que f est uniformément continue sur R.
q

III. Soit zy € R. On souhaite montrer que f n’est pas dérivable en zy. Pour cela,
10" 10" 1
7\‘ Zo] et b, = 7L o + )
10m 10m
(1) Montrer rapidement que (a,) et (b,) sont adjacentes. Quelle est leur
limite commune 7

pour tout n € N, on définit a,, =
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f(bn) — f(an)

2 . Par l’absurde si f était
—ay,

dérivable en xg, quelle serait la limite de A,, quand n tend vers +oo.

(2) Pour tout n € N, on pose A, =

(3) Prouver qu'il existe une suite (e)reny € {—1,1}" telle que pour tout
n—1

n €N, A, = Z €k
k=0
(4) Conclure.
IV. Montrer de plus que f n’est monotone sur aucun intervalle.

On a exhibé dans ce probléeme une fonction uniformément continue sur R mais
dérivable en aucun point.




