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Fonctions d’une variable réelle a valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension
finie (éventuellement égale a 1)

Continuité

Exercice 1
1. Soit f : [a,b] — [a,b], continue, montrer que f a au moins un point fixe.
2. Qu’en est-il si on ne suppose plus f continue mais que f est croissante ?

3. Et si f est décroissante ?

Exercice 2 (X) Déterminer les applications f : R — R, continues en 0 telles que
L Y(z,y) € R?, f(z+y) = f(z) + f(y).

2. Y(z,y) eR? f (x+y) = 1(f(x) + f(y))-

2 2
On pourra poser g = [ — f(0) et utiliser la question précédente.

Exercice 3 (X)
1. Déterminer les fonctions continues f de R dans R telles que Vz € R, f(2z) = f(z).
2. Que dire d’une fonction continue f de R dans R telle que Vz € R, f(2z) = 2f(x)?

Exercice 4 Soit f € C°(R,R) périodique. Montrer que f est bornée et uniformément continue sur R.
Exercice 5 Déterminer les fonctions f € CO(R7 E) 2n-périodiques et 1-périodiques.

Exercice 6 (Mines) Soit f : Rt — R uniformément continue. Montrer qu'il existe deux réels a et b tels que Vz €
RT, |f(2)| < ax + .

Exercice 7 (X) Existe-t-il f € C°(R,R) telle que f(R\Q) = Q et f(Q) c R\Q?

Exercice 8 (Ulm) Trouver les fonctions f € CO(R*,R™) telles que : Va,y € RY, (f(z) — f(y)) (f (WVxy) — f (QIj ;_ y)> =
0.
Conveité

Exercice 9 (Mines) Que peut-on dire d’une fonction convexe et majorée sur R ?
Trouver un exemple d’une fonction f convexe sur R*, majorée et non constante.

Exercice 10 (X) Que dire d’une fonction convexe impaire de R dans R ?

T x x
Exercice 11 (Mines) Soit (2;)1<j<n € (R} )". Montrer que 2L 24+ 22 > et étudier le cas dégalité.
T T3 1

Exercice 12 (Mines) Montrer que, pour tous z,y, a, b réels strictement positifs :

x Y T+y
In — In= > 1 .
zln— +yln (x+y)na+b

Exercice 13 (X) Soit f e C*(Ry,R) convexe et soit n € N¥. Montrer que

0<
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Exercice 14 (X) Soient [a,b] un segment de R, avec a < b, et f une fonction convexe et continue de [a,b] vers R.

b 1t b
1. Montrer que f (a;r > < - J f< M et étudier les cas d’égalité.

2. Soient z et y deux réels strictement positifs distincts. Montrer que

r—Yy Tty
Vry < < .
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3. Soit f : [a,b] — R de classe C%. On note respectivement M et m le maximum et le minimum de f” sur [a, b].

)2 1 b M(b— a)?
Montrerquem(b %) <b_aff—f(a;b)< (b a).

24 24

Exercice 15 (X) Soit f:[0,1] — R concave contlnue telle que f(0) = 1.

Montrer que L 1 (J f(z dx> .

Exercice 16 (Ulm) Soit f € C°(R*,R™) telle que f(z) — 0. Existe-t-il g : RT — R convexe telle que g > f et

r—+00
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Dérivabilité
Exercice 17 (Mines) Soit f : [0,a] — E. On suppose que f(0) = Og et f a pour dérivée a droite A en 0. On pose

1
pour ne N, S, = Z f <+k> Montrer que cette suite converge et déterminer sa limite.
n
k=

Exercice 18 (X) Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, f : R — E continue en 0. Montrer que f est
f(2z) — f(=)

x

dérivable en 0 si et seulement si x — possede une limite quand x — 0.

Exercice 19 (Mines) Soient f :]0,1] — C de classe C*, ¢ et f5 deux réels tels que f(x) 2 et xfl(z) — Lo

z—0+
Que vaut £o 7

1
Exercice 20 (Mines) Soit f :[0,1] — R de classe C* telle que Yz € [0,1], f'(x) = f(z)®. Montrer que f(0) < N

Exercice 21 (Mines) Soit n € N*. On munit R” de sa structure euclidienne canonique. Soit f € C*(R, R™). On suppose
que f et f” sont bornées.

2 h 1"
1. Soient 2 € R et h > 0. Montrer que ||f'(z)| < H']];HOO + Hf2 ”OO.

2. Montrer que f” est bornée et que | f'|% < 4| fllolf”|oo-

Exercice 22 (X) Soit f € C"(R,R). On suppose que f et f™ sont bornées sur R.

S0
1. Pour tout p € [1,n], on pose : ¢, : & — f(z + p) *J

: (m=1)

x4+ p—t)"1 dt. Montrer que ¢, est bornée
P

sur R.

2. En déduire que f', ..., f™ Y sont bornées sur R.

Exercice 23 (X) Soit f: R — R.

1. On suppose que f est deux fois dérivable, que f et f” sont bornées sur R. Montrer que f’ est bornée sur R et que
[0 < /20 flloo | £ lco-

2. Soit r = 3. On suppose que f est r fois dérivable, que f et f(r) sont bornées sur R. Montrer que, pour k €
{1,...,r — 1}, f® est bornée sur R et qu’il existe une constante Cj indépendante de f telle que | f*)||, <

Crll £ 70

Exercice 24 (X) Soit f:R" — R de classe C* telle que f(0) >0, f’(0) >0 et lim f(x) =

r——+00
1. Montrer qu’il existe z1 tel que f'(z1) = 0.

2. Montrer qu’il existe une suite (x,,) strictement croissante telle que, pour tout n € N, f (")(an) =0.

Exercice 25 (X) Soient I un intervalle non trivial de R, M € R™* et f une fonction de classe C' de I dans C non
identiquement nulle et telle que |f'| < M|f|. Montrer que f ne s’annule pas.

Exercice 26 (X) Soit f une fonction de classe C? de R dans R** telle que f' < 0 et que
"
sup w; zeR" ) <2
f'(x)

Montrer que z f(z) — 0.

r—+00



Exercice 27 (X) Soit f une fonction de classe C® de R dans R™™ telle que f, f/, f”, f"” soient & valeurs dans R** et
que f” < f. Montrer que "2 < 2ff, f* < 2ff", f <2f.

Intégration

I —-R
Exercice 28 Soit f € C%(I, E), ot I est un intervalle contenant 0. Soit F : . %J.t f@)dtsiz=#0
f (O()J sinon
Expliquer que F est dérivable sur I\{0} et exprimer sa dérivée en fonction de f et F'.

Montrer que F' est continue en 0.

Dans le cas ou I est symétrique par rapport a 0 et f est paire (resp. impaire), que peut-on dire de la parité de F'.

= L b=

Dans le cas ou f admet un développement limité a l’ordre n en 0, montrer que F' admet également un développe-
ment limité & l'ordre n en 0 et 'exprimer en fonction de celui de f.

5. En déduire que si f est dérivable en 0 alors F' lest également et donner sa dérivée F'(0) en fonction de f/(0).
Exercice 29 (Mines) Soit f e C*([0,1],R) telle que f(0) =0 et f(1) =
1
1
Montrer que f |f/(t) = f(t)|dt = =
0 e

1 1!
Exercice 30 (Centrale) Soit f € C*([0,1],R) tel que f(0) = 0. Montrer que J f)? dt < if f'(t)? dt. CNS
d'égalité ? ’

b
Exercice 31 Trouver toutes les fonctions f € C%([a, b], R) telles que J f=(b—a)sup|f]

a [a,b]
b
- f () lde

Exercice 32

b
1. Trouver les fonctions f continues de [a,b] (avec a < b) dans R vérifiant : f)de

2. Méme question avec f continue de [a,b] dans C.

1", [k
Exercice 33 (ULSR) Soit f : R — R de classe C*. On pose pour tout n > 1: S, = -~ Z f (n)
k=

1. Quelle est la limite de (S,,)pen ? Déterminer la vitesse de convergence.

[\

1
. On suppose f 1-périodique et de classe C%. Montrer qu'il existe C € R tel que : Vn > 1,S,, — f f)dt < =
0

C

n3’

w

1

On suppose f 1-périodique et de classe C3. Montrer qu'il existe C' € R tel que : Vn > 1,S,, — J f®)dt] <
0

4. Que dire si f est 1-périodique et de classe C® ?

Exercice 34 (X) Soit f:R"T — R™ une fonction continue, strictement croissante telle que f(0) = 0.

x f(z)
1. On suppose dans cette question que f est de classe C'. Montrer que Yz > 0, J f@) dt+J f7Ht) dt = o f(z).
0
n—1

2. Soit > 0. Pour n € N* et ¢ € [[0,n], on note z;,, = —. Montrer que Z Tin(f(Tit1n) — f(zin)) —
n
=0

f(=@)
f f7Y(t) dt quand n — +oo.
0

3. Montrer ’égalité vue a la premiere question.

a b
4. Soient a e RT et be f: RT — R™ continue et bijective. Montrer que f f(t) dt + j f7Ht) dt = ab.
0 0

Exercice 35 (X) Soient b € R™ f : [0,b] — R continue et g : R — R continue et b-périodique. Montrer que

b b
Jim | s <m>dx—<f )<g>



Exercice 36 (X) Soit f € C*([a,b],R). Montrer que

P (@O0 —a)| _(b—a)? .,
RE : L1

Exercice 37 (Cachan, Rennes) Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit f € C?([a,b],R).

b b
1. Montrer que f f=(0b- G)M - %J (b—2)(z—a)f"(z) dz.

a

b
2. En déduire l'existence de c € [a, b] tel que f f=0b- &)M - %(b —a)>f"(c).

n

, 1 1
3. Etudier la suite (Yn)n>1, O yp = f Int dt — (5 Inl+---+Inn—1)+ 3 Inn) et en déduire, sans utiliser la
formule de Stirling, la forme d’un équivalent de n!.

Exercice 38 (X) Soit f:R™ — R de classe C'.

1. Soit n = 2. MontrerW= ' f+fn (a:—(n—l)—1>f'(:c) dz.

2. En dedulre quels que soient les entiers naturels n > m > 1, la formule

f I f( )+Jm (x_[xJ_D f(z) d.

71—@]—% dz *111(271’)—1

n—1 n—1

1= m+1
3. Montrer que
1 m
Divers

Exercice 39 (X-ULSR)

1. Soit (uy,) une suite réelle telle que VYn, p, un4p < Uy + up + C, ot C est une constante réelle. Montrer que (u—">
converge ou tend vers —o0. "

2. Soit f € C(R,R) continue et croissante, telle que Vz € R, f(z + 1) = f(z) + 1. On note ™ la composée itérée de
f (n fois).

i) —a

Montrer que, pour tout x € R, (
n

) converge vers une limite qui ne dépend pas de =x.
n=1

Exercice 40 (X-ULSR) Soit a,be€ R avec a < b. Pour f : [a,b] — R, on pose

Va(f) = Sup{nz_] |f(ziv1) = f(zi)] ;neNeta=ao<a1 <~ <y = b} € R. des réels Zn] |f(z:i) = f(zi1)]
i=0

i=1
Montrer que |f(b) — f(a)| < V2(f). Traiter le cas d’égalité.

Montrer que, si ¢ €]a,b[, V2 (f) < VE(f) + VE(f).

Soit f € C'([a, b],R). Que vaut V2(f) dans ce cas?

Montrer qu’il existe f continue avec V2(f) = 4.

On pose E = {f : [a,b] > R, V2(f) < +}. Pour f € E, on pose ||f| = V.(f) + | f(a)].

5. Montrer que (E, | ||) est un espace vectoriel normé.

6. Si fe E,on pose N(f) = V2(f) + | f]loo. Les normes N et || | sont-elles équivalentes ?

7. Soit f € E. Pour t € [a,b], on note TV (f,t) = TV (f‘[mt])' Soient z,y € [a,b] avec x < y. Montrer que
[fly) — f(2)| <TV(f,y)—TV(f,z). En déduire que f peut s’écrire comme différence de deux fonctions croissantes.

- W=

8. Etudier la réciproque du résultat établi ci-dessus.
Développements asymptotiques

Exercice 41 (Centrale) Montrer que pour tout n € N, il existe un unique u,, € R tel que u‘z +nu, —1=0. Etudier
la monotonie puis la convergence de cette suite. En donner un développement asymptotique a deux termes.

Exercice 42 (Mines) Soit k € N, montrer que I’équation z + In(z) = k a une unique solution z;, € R¥. Donner un
développement asymptotique & trois termes de (z).

Exercice 43 (Mines) Soit n € N*. Montrer que 1’équation tanz = 4/z admet une unique solution u, dans I'intervalle
|nm — /2, n7 + 7/2[. Donner un développement asymptotique & quatre termes de la suite (uy,)p>1-

Exercice 44 (Centrale) Montrer que pour tout n € N, il existe un unique u,, € R% tel que u;, —u, —1 = 0. Etudier
la monotonie et la convergence de la suite. Puis donner un développement asymptotique a deux termes de cette suite.

Exercice 45 (X-Mines) Montrer pour n = 2 que I'équation x = nln(z) admet exactement deux solutions z, < y, €
R% . Trouver un équivalent puis un développement asymptotique de z,,. Puis donner un équivalent de y,,.



