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Fonctions d’une variable réelle à valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension
finie (éventuellement égale à 1)

Continuité

Exercice 1

1. Soit f : ra, bs Ñ ra, bs, continue, montrer que f a au moins un point fixe.

2. Qu’en est-il si on ne suppose plus f continue mais que f est croissante ?

3. Et si f est décroissante ?

Exercice 2 (X) Déterminer les applications f : RÑ R, continues en 0 telles que

1. @px, yq P R2, fpx` yq “ fpxq ` fpyq.

2. @px, yq P R2, f

ˆ

x` y

2

˙

“
1

2
pfpxq ` fpyqq.

On pourra poser g “ f ´ fp0q et utiliser la question précédente.

Exercice 3 (X)

1. Déterminer les fonctions continues f de R dans R telles que @x P R, fp2xq “ fpxq.

2. Que dire d’une fonction continue f de R dans R telle que @x P R, fp2xq “ 2fpxq ?

Exercice 4 Soit f P C0pR,Rq périodique. Montrer que f est bornée et uniformément continue sur R.

Exercice 5 Déterminer les fonctions f P C0pR, Eq 2π-périodiques et 1-périodiques.

Exercice 6 (Mines) Soit f : R` Ñ R uniformément continue. Montrer qu’il existe deux réels a et b tels que @x P
R` , |fpxq| ď ax` b.

Exercice 7 (X) Existe-t-il f P C0pR,Rq telle que fpRzQq Ă Q et fpQq Ă RzQ ?

Exercice 8 (Ulm) Trouver les fonctions f P C0pR`,R`q telles que : @x, y P R`, pfpxq ´ fpyqq

ˆ

f p
?
xyq ´ f

ˆ

x` y

2

˙˙

“

0.

Convexité

Exercice 9 (Mines) Que peut-on dire d’une fonction convexe et majorée sur R ?
Trouver un exemple d’une fonction f convexe sur R˚`, majorée et non constante.

Exercice 10 (X) Que dire d’une fonction convexe impaire de R dans R ?

Exercice 11 (Mines) Soit pxjq1ďjďn P pR˚`qn. Montrer que
x1
x2
`
x2
x3
` . . .`

xn
x1
ě n et étudier le cas d’égalité.

Exercice 12 (Mines) Montrer que, pour tous x, y, a, b réels strictement positifs :

x ln
x

a
` y ln

y

b
ě px` yq ln

x` y

a` b
¨

Exercice 13 (X) Soit f P C1pR`,Rq convexe et soit n P N˚. Montrer que

0 ď
1

2
fp1q `

n´1
ÿ

k“2

fpkq `
1

2
fpnq ´

ż n

1

fptq dt ď
1

8

`

f 1pnq ´ f 1p1q
˘

.

Exercice 14 (X) Soient ra, bs un segment de R, avec a ă b, et f une fonction convexe et continue de ra, bs vers R.

1. Montrer que f

ˆ

a` b

2

˙

ď
1

b´ a

ż b

a

f ď
fpaq ` fpbq

2
et étudier les cas d’égalité.

2. Soient x et y deux réels strictement positifs distincts. Montrer que
?
xy ď

x´ y

lnx´ ln y
ď
x` y

2
.

1



3. Soit f : ra, bs Ñ R de classe C2. On note respectivement M et m le maximum et le minimum de f2 sur ra, bs.

Montrer que
mpb´ aq2

24
ď

1

b´ a

ż b

a

f ´ f

ˆ

a` b

2

˙

ď
Mpb´ aq2

24
¨

Exercice 15 (X) Soit f : r0, 1s Ñ R concave continue telle que fp0q “ 1.

Montrer que

ż 1

0

xfpxq dx ď
2

3

ˆ
ż 1

0

fpxq dx

˙2

.

Exercice 16 (Ulm) Soit f P C0pR`,R`q telle que fpxq ÝÑ
xÑ`8

0. Existe-t-il g : R` Ñ R` convexe telle que g ě f et

gpxq ÝÑ
xÑ`8

0 ?

Dérivabilité

Exercice 17 (Mines) Soit f : r0, as Ñ E. On suppose que fp0q “ 0E et f a pour dérivée à droite A en 0. On pose

pour n P N, Sn “

n
ÿ

k“0

f

ˆ

1

n` k

˙

. Montrer que cette suite converge et déterminer sa limite.

Exercice 18 (X) Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, f : R Ñ E continue en 0. Montrer que f est

dérivable en 0 si et seulement si x ÞÑ
fp2xq ´ fpxq

x
possède une limite quand xÑ 0.

Exercice 19 (Mines) Soient f : s0, 1s Ñ C de classe C1, `1 et `2 deux réels tels que fpxq ÝÑ
xÑ0`

`1 et x f 1pxq ÝÑ
xÑ0`

`2.

Que vaut `2 ?

Exercice 20 (Mines) Soit f : r0, 1s Ñ R de classe C1 telle que @x P r0, 1s, f 1pxq ě fpxq3. Montrer que fp0q ď
1
?

2
¨

Exercice 21 (Mines) Soit n P N˚. On munit Rn de sa structure euclidienne canonique. Soit f P C2pR,Rnq. On suppose
que f et f2 sont bornées.

1. Soient x P R et h ą 0. Montrer que }f 1pxq} ď
2 }f}8
h

`
h }f2}8

2
.

2. Montrer que f 1 est bornée et que }f 1}28 ď 4 }f}8}f
2}8.

Exercice 22 (X) Soit f P CnpR,Rq. On suppose que f et f pnq sont bornées sur R.

1. Pour tout p P rr1, nss, on pose : φp : x ÞÑ fpx ` pq ´

ż x`p

x

f pnqptq

pn´ 1q!
px ` p ´ tqn´1 dt. Montrer que φp est bornée

sur R.

2. En déduire que f 1, . . . , f pn´1q sont bornées sur R.

Exercice 23 (X) Soit f : RÑ R.

1. On suppose que f est deux fois dérivable, que f et f2 sont bornées sur R. Montrer que f 1 est bornée sur R et que
}f 1}8 ď

a

2}f}8}f2}8.

2. Soit r ě 3. On suppose que f est r fois dérivable, que f et f prq sont bornées sur R. Montrer que, pour k P
t1, . . . , r ´ 1u, f pkq est bornée sur R et qu’il existe une constante Ck indépendante de f telle que }f pkq}8 ď

Ck}f}
1´k{r
8 }f prq}

k{r
8 .

Exercice 24 (X) Soit f : R` Ñ R de classe C8 telle que fp0q ą 0, f 1p0q ą 0 et lim
xÑ`8

fpxq “ 0.

1. Montrer qu’il existe x1 tel que f 1px1q “ 0.

2. Montrer qu’il existe une suite pxnq strictement croissante telle que, pour tout n P N, f pnqpxnq “ 0.

Exercice 25 (X) Soient I un intervalle non trivial de R, M P R`˚ et f une fonction de classe C1 de I dans C non
identiquement nulle et telle que |f 1| ďM |f |. Montrer que f ne s’annule pas.

Exercice 26 (X) Soit f une fonction de classe C2 de R dans R`˚ telle que f 1 ă 0 et que

sup

#

fpxq f2pxq

f 1pxq
2 ; x P R`

+

ă 2.

Montrer que x fpxq ÝÑ
xÑ`8

0.
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Exercice 27 (X) Soit f une fonction de classe C3 de R dans R`˚ telle que f, f 1, f2, f3 soient à valeurs dans R`˚ et

que f3 ă f . Montrer que f22 ă 2ff 1, f 1
2
ă 2ff2, f 1 ă 2f .

Intégration

Exercice 28 Soit f P C0pI, Eq, où I est un intervalle contenant 0. Soit F :

$

’

’

&

’

’

%

I Ñ R

x ÞÑ

$

&

%

1

x

ż x

0

fptq dt si x ‰ 0

fp0q sinon

.

1. Expliquer que F est dérivable sur Izt0u et exprimer sa dérivée en fonction de f et F .

2. Montrer que F est continue en 0.

3. Dans le cas où I est symétrique par rapport à 0 et f est paire (resp. impaire), que peut-on dire de la parité de F .

4. Dans le cas où f admet un développement limité à l’ordre n en 0, montrer que F admet également un développe-
ment limité à l’ordre n en 0 et l’exprimer en fonction de celui de f .

5. En déduire que si f est dérivable en 0 alors F l’est également et donner sa dérivée F 1p0q en fonction de f 1p0q.

Exercice 29 (Mines) Soit f P C1pr0, 1s,Rq telle que fp0q “ 0 et fp1q “ 1.

Montrer que

ż 1

0

ˇ

ˇf 1ptq ´ fptq
ˇ

ˇdt ě
1

e
.

Exercice 30 (Centrale) Soit f P C1pr0, 1s,Rq tel que fp0q “ 0. Montrer que

ż 1

0

fptq2 dt ď
1

2

ż 1

0

f 1ptq2 dt. CNS

d’égalité ?

Exercice 31 Trouver toutes les fonctions f P C0pra, bs,Rq telles que

ż b

a

f “ pb´ aq sup
ra,bs

|f |.

Exercice 32

1. Trouver les fonctions f continues de ra, bs (avec a ă b) dans R vérifiant :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ż b

a

|fptq|dt

2. Même question avec f continue de ra, bs dans C.

Exercice 33 (ULSR) Soit f : RÑ R de classe C1. On pose pour tout n ě 1 : Sn “
1

n

n´1
ÿ

k“0

f

ˆ

k

n

˙

.

1. Quelle est la limite de pSnqnPN˚ ? Déterminer la vitesse de convergence.

2. On suppose f 1-périodique et de classe C2. Montrer qu’il existe C P R tel que : @n ě 1, |Sn ´

ż 1

0

fptqdt| ď
C

n2
.

3. On suppose f 1-périodique et de classe C3. Montrer qu’il existe C P R tel que : @n ě 1, |Sn ´

ż 1

0

fptqdt| ď
C

n3
.

4. Que dire si f est 1-périodique et de classe C8 ?

Exercice 34 (X) Soit f : R` Ñ R` une fonction continue, strictement croissante telle que fp0q “ 0.

1. On suppose dans cette question que f est de classe C1. Montrer que @x ą 0,

ż x

0

fptq dt`

ż fpxq

0

f´1ptq dt “ xfpxq.

2. Soit x ą 0. Pour n P N˚ et i P rr0, nss, on note xi,n “
ix

n
. Montrer que

n´1
ÿ

i“0

xi,npfpxi`1,nq ´ fpxi,nqq ÝÑ

ż fpxq

0

f´1ptq dt quand nÑ `8.

3. Montrer l’égalité vue à la première question.

4. Soient a P R` et b P f : R` Ñ R` continue et bijective. Montrer que

ż a

0

fptq dt`

ż b

0

f´1ptq dt ě ab.

Exercice 35 (X) Soient b P R`˚, f : r0, bs Ñ R continue et g : R Ñ R continue et b-périodique. Montrer que

lim
nÑ8

ż b

0

fpxq gpnxq dx “
1

b

˜

ż b

0

f

¸˜

ż b

0

g

¸

.
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Exercice 36 (X) Soit f P C2pra, bs,Rq. Montrer que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

f ´
pfpaq ` fpbqqpb´ aq

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
pb´ aq3

12
}f2}8.

Exercice 37 (Cachan, Rennes) Soient a et b deux réels tels que a ă b. Soit f P C2pra, bs,Rq.

1. Montrer que

ż b

a

f “ pb´ aq
fpaq ` fpbq

2
´

1

2

ż b

a

pb´ xqpx´ aqf2pxq dx.

2. En déduire l’existence de c P ra, bs tel que

ż b

a

f “ pb´ aq
fpaq ` fpbq

2
´

1

12
pb´ aq3f2pcq.

3. Étudier la suite pynqně1, où yn “

ż n

1

ln t dt ´
`1

2
ln 1 ` ¨ ¨ ¨ ` lnpn ´ 1q `

1

2
lnn

˘

et en déduire, sans utiliser la

formule de Stirling, la forme d’un équivalent de n!.

Exercice 38 (X) Soit f : R`˚ Ñ R de classe C1.

1. Soit n ě 2. Montrer
fpn´ 1q ` fpnq

2
“

ż n

n´1

f `

ż n

n´1

´

x´ pn´ 1q ´
1

2

¯

f 1pxq dx.

2. En déduire, quels que soient les entiers naturels n ą m ě 1, la formule
n´1
ÿ

i“m`1

fpiq “

ż n

m

f ´
fpmq ` fpnq

2
`

ż n

m

ˆ

x´ txu´
1

2

˙

f 1pxq dx.

3. Montrer que

ż `8

1

x´ txu´ 1
2

x
dx “

1

2
lnp2πq ´ 1.

Divers

Exercice 39 (X-ULSR)

1. Soit punq une suite réelle telle que @n, p, un`p ď un ` up ` C, où C est une constante réelle. Montrer que
´un
n

¯

converge ou tend vers ´8.

2. Soit f P CpR,Rq continue et croissante, telle que @x P R, fpx` 1q “ fpxq ` 1. On note fn la composée itérée de
f (n fois).

Montrer que, pour tout x P R,

ˆ

fnpxq ´ x

n

˙

ně1

converge vers une limite qui ne dépend pas de x.

Exercice 40 (X-ULSR) Soit a, b P R avec a ă b. Pour f : ra, bs Ñ R, on pose

V b
a pfq “ sup

#

n´1
ÿ

i“0

|fpxi`1q ´ fpxiq| ; n P N˚ et a “ x0 ď x1 ď ¨ ¨ ¨ ď xn “ b

+

P R. des réels
n
ÿ

i“1

|fpxiq ´ fpxi´1q|

1. Montrer que |fpbq ´ fpaq| ď V b
a pfq. Traiter le cas d’égalité.

2. Montrer que, si c Psa, br, V b
a pfq ď V c

a pfq ` V
b
c pfq.

3. Soit f P C1pra, bs,Rq. Que vaut V b
a pfq dans ce cas ?

4. Montrer qu’il existe f continue avec V b
a pfq “ `8.

On pose E “
 

f : ra, bs Ñ R, V b
a pfq ă `8

(

. Pour f P E, on pose }f} “ V b
a pfq ` |fpaq|.

5. Montrer que pE, } }q est un espace vectoriel normé.

6. Si f P E, on pose Npfq “ V b
a pfq ` }f}8. Les normes N et } } sont-elles équivalentes ?

7. Soit f P E. Pour t P ra, bs, on note TV pf, tq “ TV
`

f |ra,ts
˘

. Soient x, y P ra, bs avec x ă y. Montrer que
|fpyq ´ fpxq| ď TV pf, yq´TV pf, xq. En déduire que f peut s’écrire comme différence de deux fonctions croissantes.

8. Étudier la réciproque du résultat établi ci-dessus.

Développements asymptotiques

Exercice 41 (Centrale) Montrer que pour tout n P N, il existe un unique un P R tel que u5n ` nun ´ 1 “ 0. Étudier
la monotonie puis la convergence de cette suite. En donner un développement asymptotique à deux termes.

Exercice 42 (Mines) Soit k P N, montrer que l’équation x ` lnpxq “ k a une unique solution xk P R˚`. Donner un
développement asymptotique à trois termes de pxkq.

Exercice 43 (Mines) Soit n P N˚. Montrer que l’équation tanx “
?
x admet une unique solution un dans l’intervalle

snπ ´ π{2, nπ ` π{2r. Donner un développement asymptotique à quatre termes de la suite punqně1.

Exercice 44 (Centrale) Montrer que pour tout n P N, il existe un unique un P R˚` tel que unn ´ un ´ 1 “ 0. Étudier
la monotonie et la convergence de la suite. Puis donner un développement asymptotique à deux termes de cette suite.

Exercice 45 (X-Mines) Montrer pour n ě 2 que l’équation x “ n lnpxq admet exactement deux solutions xn ă yn P
R˚`. Trouver un équivalent puis un développement asymptotique de xn. Puis donner un équivalent de yn.
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