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Feuille d’exercices : Espaces vectoriels euclidiens
Produit scalaire, familles orthogonales et orthonormées

Exercice 1 * Soit E un espace vectoriel préhilbertien réel et soit (uq,...,u,) une famille de vecteurs unitaires telle
P

que:Vze E, ||z ||*= Z (uj|x)*. Montrer que la famille (uy, ..., u,) est une base de E.
j=1

Exercice 2 * Soit B = (ey,...,e,) une base de F espace vectoriel euclidien. Etablir les équivalences suivantes :

n

1. B est orthonormale.
3. Vo e B, ||z = ) (eilx).

i=1
2.VzxekFE, z= Z(eﬂw)ei. 4. Y(r,y)e Ex E, Z (ei]x)(eily)-
i=1 i=1
Exercice 3 (Mines) Pour tous P Z arX® et Q(X Z b X*, on pose (P|Q) = 2 agby. Montrer qu’il
k=0 k=0

s’agit d’un produit scalaire sur R, [X].
Trouver une base orthonormale de H = {P € R, [X], P(1) = 0} pour ce produit scalaire.

Exercice 4 (Mines) On note E = R,[X] et on donne n + 1 réels ag, ..., ay.
1. Montrer que (P, Q) = Z pk ( ) définit un produit scalaire sur E.

2. Montrer qu'il existe une unique base B = (F, ..., P,) orthonormale telle que Vi € [1,n]], tous les P; sont de degré
échelonné et les coefficients des X* sont strictement positifs.

(k)(

3. Déterminer l'expression de P;"’(ay) pour tout k € [[1,n].

4. Que se passe-t-ilsiag=... =a,?

Exercice 5 (Mines) On munit C°([0, 1], R) du produit scalaire défini par (f, g) J f(z

1. Montrer qu’il existe un unique polynéme A, € R,[X] tel que, pour tout polynéme P de R, [X], on ait P(0) =
(P, Ap).
2. Montrer que A,, possede n racines simples dans 0, 1].
Exercice 6 (Mines-Centrale)

1. Soit E un espace euclidien de dimension n et v un endomorphisme de E.

n

(a) Montrer que Z < v(e;)|e; > ne dépend pas de la base orthonormée (eq,...,e,) choisie.
i=1
n n
(b) Montrer que Z Z v(e;)|f; >2 ne dépend pas des bases orthonormées (e1,...,e,) et (fi,..., fn) de E
i=1j=1
choisies.

(¢) Calculer sa valeur lorsque v est un projecteur orthogonal de rang r.
2. Soit n € N*. Pour A = (a;;)1<i,j<n € Mn(R), on pose o(A4) = Z ai j?.

1<i,j<n
(a) Que vaut o(A) si A€ O,(R)? Et si A est la matrice dans la base canonique d’un projecteur orthogonal ?
(b) Soit A€ M,(R) et Q€ O,(R). Montrer que o (* QAQ) = o(A).

Exercice 7 (Centrale) Soit (E,(.|.) espace euclidien; soit u € L(FE) trigonalisable. Montrer que u est trigonalisable
en base orthonormée.

Exercice 8 Soit (F, (.].)) un espace vectoriel euclidien de dimension n.

1. Montrer qu’il existe dans E' n vecteurs unitaires (u1,...,uy) tels que :

Vi #je{l,...,n}, | i —u; = 1.



2. Une telle famille (uy,...,u,) est-elle une base de E'?

Exercice 9 (X-ENS SR) * Soit (zg, ..., zy) une famille obtusangle d’un espace euclidien (E, (| )) : pour tout (4, j) €
[0,n]? tel que i # 7, (x;]x;) < O.
1. Montrer que (21, ...,xz,) est libre.

2. Montrer l'existence, dans tout espace euclidien de dimension n, d’'un (n + 1)-uplet vérifiant les hypotheses de la
question précédente.

3. On suppose dans cette question que dim E' = n + 1 et que la famille est libre. On considere (e;);ef1,n] la base
ON obtenue par orthonormalisation de Gram-Schmidt. Montrer que la matrice de passage des (z;) aux (e;) est a
coefficients positifs.

4. On suppose dans cette question que rg(zo,...,2,) = n. Démontrer que toute famille (;);cfo,n]\x} de cardinal
n — 1 est libre et que l'expression de xj dans cette famille a des composantes strictement négatives.

5. On suppose E de dimension n, les x; de norme 1 et les produits scalaires deux a deux constants. Montrer que
cette constante est égale & —1/n et que la somme des z; est nulle.

Exercice 10 (Ulm) On munit R” du produit scalaire canonique. Soient (e, ..., €,,) une base orthonormée et (fi, ..., fr)

1
une famille de vecteurs tels que |ex — fx|, < —. Montrer que (f1,..., fn) est une base. Le résultat subsiste-t-il si 'on

NG

suppose 'inégalité large ?

Exercice 11 (X) * Soient n € N* wvy,...,v, des vecteurs unitaires d’un espace euclidien E. Montrer qu’il existe
(€1y...,en) € {£1}" tels que
n
Z E;V;
i=1

Exercice 12 (X) * Soit N une norme sur un R-espace vectoriel E. On suppose qu’elle vérifie I'identité du parallélo-
gramme. Montrer que N provient d’un produit scalaire.

< 4/n.

Exercice 13 (X) Soit (E,(, )) un espace euclidien. Déterminer les applications f de E dans R, continues telles que
pour tout (z,%) € E?, si z et y sont orthogonaux alors f(x + %) = f(z) + f(y).

Exercice 14 (Ulm) Soit E un espace euclidien et (u;) une famille de vecteurs telle que pour tout ¢ # j, (u;|u;) < 0.
Montrer que la famille est indépendante si et seulement si il existe une forme linéaire ¢ sur E telle que pour tout i,

¢(u1) > 0.
Projecteurs orthogonauz et distance a un sous-espace vectoriel

Exercice 15 (CCINP) Soient E un espace euclidien de dimension n € N* e = (ey, ..., e,) une base orthonormée de

n
FE, D la droite engendrée par u = Z keg.
k=1
1. Donner la matrice du projecteur orthogonal sur D dans la base e. Donner le polynome caractéristique et le spectre
de p.

2. Calculer la distance de v = Z er aD.
k=1

2 b
Exercice 16 (CCINP-Mines-Centrale) * Soit E = 9, (R). On définit ¢ : E R .
(A,B) (A|B) =Tr(*AB)

1. Vérifier qu’il s’agit bien d’un produit scalaire.

2. Montrer que pour tout A = (a; ;) € E, |tr(4)| < v/n Z aij . A quelle condition a-t-on égalité ?
(4,)
3. Montrer que S, (R) et A, (R) sont supplémentaires orthogonaux.

4. Soit A = (a;,;) € E. On note S,, 'ensemble des matrices symétriques. Déterminer Iv}ng (a;; — mi,j)2.
€EOn

2]
0 1 2
5. Calculer la distancede M = [ 2 0 1]aS3(R).
-1 -1 0

6. Montrer que I’ensemble des matrices de trace nulle est un sous-espace vectoriel et donner sa dimension.



7. Calculer la distance de la matrice ne comportant que des 1 & ce sous-espace vectoriel.
8. Soit M € M, (R) et G I’ensemble des matrices scalaires G = {\],,, A € R} ; trouver G+ et calculer d(M, G).

Exercice 17 (CCINP-Mines-Saint Cyr) On note F l'espace vectoriel des fonctions de classe C? de R dans R.

1
1. Montrer que (f|g) = f (fWgt) + f'(t)g'(t)) dt est un produit scalaire.
0

2. Montrer que F = {f € E, f(0) = f(1) =0} et G = {f € E, f” = f} sont orthogonaux. Sont-ils supplémentaires ?

3. Déterminer le projeté orthogonal de h € E sur G.

Exercice 18 (X-Centrale-Mines) Calculer ( ibr)lfRQJ (asin(t) + beos(t) — t)° dt.
a,b)e 0

1
Exercice 19 (Centrale) Soit ¢ : (P,Q) € R[X] — P(0) Q(0) + J P(t)Q(¢) dt.
0
1. Montrer que ¢ est un produit scalaire.

On se place désormais dans U'espace préhilbertien (R[X], ¢).
2. Soit F' un sous-espace vectoriel de R[X]. Montrer que F < (F*)*.
3. On pose F = {Q € R[X], Q(0) = 0}. Montrer que l'inclusion précédente est stricte.

Exercice 20 (Paris) Soient (E,{, )) un espace euclidien, m € N* wuy,... Uy, v1,. .., vy des vecteurs de E tels que,
pour tout (4, 5) € [1,m])?, (ui,v;) = &; ;. On note p le projecteur orthogonal de E sur Vect(uy, ..., uy). Montrer que
m
Vee B, ) (u,x) (z,p(v)) = |p()]*.
im1

Isométries vectorielles

Exercice 21 (CCINP-Mines-Centrale-X) * Soit E un espace euclidien et soit u € L(E). Montrer I’équivalence
entre :

(i) f préserve I'orthogonalité : ¥(z,y) € B2, (z|y) = 0= (f(x)|f(y) = 0.
(ii) Il existe @ € Ry tel que pour tout z € E, || f(x)| = afz|.
(iii) Il existe & € R et g € O(E) tels que f = ag.

Exercice 22 (SR) Soit V' un R-espace vectoriel de dimension finie.

1. Soient ¢; et ¢o deux produits scalaires sur E'; on note N1 et Ns les normes euclidiennes associées. On suppose :

V(l’,y) € V25 ¢1(I7y) =0« ¢2(gj7y) = 0.

(a) Montrer : ¥(x,y) € V2, Ni(z) = Ni(y) = Nao(z) = No(y).
(b) Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que Ny = ¢ Ny et ¢ = ¢ ¢.

2. On munit V' d’un produit scalaire. Soit u € L(V) telle que pour tout (x,y) € V2, z et y sont orthogonaux si et
seulement si u(z) et u(y) sont orthogonaux. Montrer que u est une similitude.

Exercice 23 (ENS-IMT)
1. Déterminer le nombre de matrices de O, (R) a coefficients dans Z.

2. Déterminer le nombre de matrices de O, (R) & coefficients dans N et de déterminant 1.

Exercice 24 (Mines-X) *
1. Soient E un espace euclidien, (a;) et (b;) deux familles de n éléments de E. Montrer 1’équivalence entre :
(i) Y(i,j) € [1,n]?, < ai,a; >=< b;, b; >.
(ii) Tl existe une isométrie vectorielle ¢ telle que Vi € [[1,n], ¢(a;) = b;.

2. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soient k € N*, uy,...,ug, v1,...,v, des vecteurs de R". On
suppose que, pour tous i,j dans {1,...,k}, (u;, u;) = (vs,v,). Montrer qu’il existe W € O,,(R) telle que, pour tout
1€ {1,...,]{}, v; = Wu,;.

3. Soit (A, B) € M, (R)%. Montrer que *AA = 'BB si et seulement si il existe P € O, (R) tel que A = PB.

Exercice 25 (CCINP)



1. Dans 'espace euclidien orienté E = R3, soit r la rotation vectorielle d’angle 6 autour de 1’axe orienté dirigé par le
vecteur unitaire .

Montrer que : V7 € R, r(T) = cos(0). T +sin(0).(W A T) + 2(T | 7)sin2(g).ﬂ’.

. . , . . . 77 sy
2. Déterminer par plusieurs méthodes la matrice dans la base canonique de la rotation d’angle 3 d’axe dirigé par
@ ="'(1,-1,0).

Exercice 26 (Mines) Soit u 'endomorphisme de I'espace R? euclidien dont la matrice dans la base canonique de R?
s’écrit :

R =

>0
o 2 o
SIS e

Montrer que pour que u soit une rotation, il faut et il suffit que (a, b, ¢) soient les racines d’une équation du troisieme
degré :
u? —u? +p=0 (avec p € [0, ﬁ])

Dans le cas ou cette condition est vérifiée, déterminer les éléments caractéristiques de la rotation.

Exercice 27 (CCINP) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de 'endomorphisme u de R3 représenté
dans la base canonique B de R? par la matrice :

. -2 V6 V6 Lf -1 2 -2
1. A:Z -6 1 =3 |. 2. A=§ 2 -1 -2
-6 -3 1 -2 -2 -1

Exercice 28 (Mines) Soit A = (a;;) orthogonale réelle de taille n. Montrer que Zaij

(2]

<n.

Exercice 29 (Mines) Soit E un espace euclidien. On considére ¢ une réflexion d’hyperplan H, et u € O(E).
1. Onpose f =uocou ! Etudier la nature de f-
2. Déterminer les éléments de O(F) qui commutent & toutes les symétries orthogonales.

Exercice 30 (Mines) Soit (F,(, )) un espace euclidien. Pour f € O(FE), on pose I(f) = Im(f — Id) et K(f) =

ker(f — Id). Pour z € E\{0}, on note s, la réflexion par rapport a z=.

1. Soit f € O(F). Montrer que F est somme directe orthogonale de I(f) et de K(f).

2. Soit (x1,...,p) une famille libre de vecteurs de E. Montrer que I (SI1 o--:0 swp) = Vect(z1,...,2p).
Exercice 31 (Ulm) SO3(Q) est-il dense dans SO3(R) ?
Endomorphismes et matrices symétriques

Exercice 32 (CCINP-Mines) Soit (E,(, )) un espace euclidien de dimension n > 2. Soient ¢ € E un vecteur
unitaire et k € R. On considere f : z — x + k{x, a)a.

Montrer que f est un endomorphismes symétrique. Pour quels k, f est-il inversible ? Orthogonal ? Trouver les valeurs
propres de f et ses espaces propres.

Exercice 33 (CCINP) Soit E un espace euclidien et soient a et b deux vecteurs indépendants. On pose u : x € E —
(alx)b + (b|x)a.

1. Montrer que u est un endomorphisme symétrique.

2. Trouver le noyau de wu.

3. Trouver le valeurs propres et les vecteurs propres de u.

P
Z rg(u;) = dim E
Exercice 34 (CCINP) Soient (u;)1<;<p des endomorphismes symétriques tels que =1 »
Ve B, Y (uj(x)e) = (ala)

j=1

p
1. Montrer que Z u; = Idg.
=1



2
2. Montrer que (—B Imu; = E.

j=1
3. Montrer que cette somme est orthogonale.

4. Reconaitre les u;.

Exercice 35 (CCINP-Mines) *
1. Montrer que si A est une matrice réelle, AA” et AT A sont diagonalisables.
2. (Mines) Montrer quenAA” et AT A ont le méme polynome caractéristique.

3. (CCINP) Soient (M,N) € M,(R)?. Montrer que MN et NM ont les mémes valeurs propres et que les sous-
espaces propres associés & une méme valeur propre non nulle, ont méme dimension (on n’utilisera pas le polynéme
caractéristique). Montrer que AAT et AT A ont les mémes valeurs propres aux mémes ordres.

4. Montrer que AAT et AT A sont orthogonalement semblables (il existe U orthogonale telle que AAT = U ATAU T).

Exercice 36 (Mines)
1. Soit U € M,,(R). Montrer qu’il existe une matrice V' orthogonalement semblable & U telle que VTV soit diagonale.
2. Soient E un espace euclidien et u € L(F). Montrer qu’il existe une base orthonormée (ey,...,e,) de E telle

que (u(e1),...,u(e,)) soit orthogonale.

Exerc1ce 37 (CCINP) *Soit A € §,(R). On note Aq,... A, les valeurs propres de A (avec multiplicités). Montrer

que Z Z a; ;= Z M2
k=1

j=1li=1

Exercice 38 (Mines) Soit A € S, (R) semblable & son inverse. Montrer que Tr(A?) > n et qu'il y a égalité si et
seulement si A est une symétrie orthogonale.

Exercice 39 (X-Mines-ENS) * Soit A € S,/ (R), de coefficients a;;.
1. Montrer que det(A) > 0 et que pour tout ¢, a;; > 0.

2. Montrer que det A = 0 et det A < n Qi -

3. On suppose que A € S 1 (R). Etudier le cas d’égalité dans l'inégalité précédente.

4. Soit M € M, (R). Montrer que (det M H Z m . On suppose M inversible. Etudier le cas d’ égalité.

Exercice 40 (ENS-X) * Soit n € N*.

1. Soient A et B dans Sn (R) de valeurs propres respectives a3 > ag = -+ = a, et by = by = --- > b,. Montrer que
Tr(AB) < a1by + -+ + apby.

2. (ENS) Soient A et B dans M, (R), Ay <--- < Ay, (resp. pg < -+ < un) les racines carrées des valeurs propres de

YAA (resp ‘BB) comptées avec multiplicités. Montrer |Tr(AB)| Z i b

Exercice 41 (X-Centrale) * Soit E un espace vectoriel euclidien. On considére p et ¢ deux projecteurs orthogonaux.
1. Montrer que p o g o p est diagonalisable.
2. Montrer que ( Imp + ker ) = Img N kerp et que E = Im(p) + Ker(q) + Im(q) n Ker(p).
3. En déduire que p o ¢ est diagonalisable.

Exercice 42 (X-Centrale) *
1. Soient (E, (, )) un espace euclidien, p et ¢ des projecteurs orthogonaux, = € E tel que p(x) = —¢g(x). Montrer que
p(z) = q(z) = 0.
2. Soient f et g deux endomorphismes symétriques positifs de E tels que det(f + ¢) = 0. Montrer que ker f nker g #
{0}
Exercice 43 (X) Soient (E,(, )) un espace euclidien, p et ¢ dans L(E) des projecteurs orthogonaux.
1. Montrer que p o ¢ est un projecteur orthogonal si et seulement si p et ¢ commutent.

2. Montrer que ces conditions sont satisfaites si et seulement si les valeurs propres de p + ¢ sont contenues dans
{0} U [1, +o0].



\%

Exercice 44 (X) * Soient n € N* et M € S,,(R). On note Ay (M) > ---
de M. Soient A et B dans S, (R).
1. Montrer que A1 (A + B) < A1 (A) + M\ (B).
k k k
2. Montrer que, pour tout k € {1,...,n}, Z Ai(A+ B) < Z Ai(A) + Z Ai(B).
i=1

i=1 i=1

An (M) la suite ordonnée des valeurs propres

Exercice 45 (PLSR) * Soit A € §,,(R). On note A\; < -+ < A, les valeurs propres de A non nécessairement distinctes.

Montrer que
k k
Yk e IIL n]], A <
1 =

1=

k
@i < Z Ant1—i-
i=1

1=1

Exercice 46 (Lyon) * Soit M € S,(R). On note Ay < --- < A, les valeurs propres de M (avec multiplicités) et
Ap < -+ < X\, celles de M’, la matrice obtenue & partir de M en enlevant la premiere ligne et la premiere colonne.
Montrer que A\; < A] < Ao <A, < < \mp <A, < A\

w

Exercice 47 (Mines-Lyon) *
1. Soient A et B dans S;"*(R). Montrer que AB est diagonalisable & spectre inclus dans R**.
2. Montrer que Sp(AB) < [a1b1,anb,] olt a3 = minSp(A) et a, = maxSp(A) (et de méme pour B).
3. Soient A, B,C dans ST (R). On suppose que ABC est symétrique. Montrer que le spectre de ABC est inclus

dans RT*.

Exercice 48 (Lyon) Soient f et g deux endomorphismes symétriques positifs d’un espace euclidien. Montrer que fog
est diagonalisable. On pourra commencer par le cas f inversible.

Exercice 49 (X) Soient A € M,,(R) et A € R. Montrer que AI,, —*AA € ;' (R) si et seulement si A\, — A4 € S (R).
Exercice 50 (X) Soit V € M,, ,(R) avec m > n telle que ‘VV = I,,. Montrer que I,, — V'V est symétrique positive.
Exercice 51 (CCINP-Mines) *
1. Soit A € S (R). Montrer que (det A)% < %Tr(A). item Soit B € S;7(R), de déterminant égal & 1; montrer que
Tr(AB) = n(det A)Y™.
2. (Mines) Soit (4, B) € S} (R)%. Montrer que (det AB)* < %Tr(AB).

Exercice 52 (X-Ulm) * Soient A et B dans S, (R), o et 3 dans R™ tels que o + 8 = 1.

1. Montrer que si A est définie positive alors il existe P € GL,(R), D € M, (R) diagonale telles que A = ‘PP et
B ='PDP.

2. Montrer que det(aA + SB) > (det A)*(det B)”.
3. Montrer que (det(I, + A))Y™ > 1 + (det A)1/™.
4. Montrer que (det(A + B))Y™ = (det A)Y™ + (det B)'/™.

Exercice 53 (Lyon) Soient p>1et A,Be ST (R).

det A
1. Mont tr([,—A7'B) <In| —— ).
ontrer que r(p ) n<detB)

m

2. Soient n = 1, uy,...,u, € RP et A > 0. Pour 1 < m < n, on pose A,, = 2 U uz et By, = A, + A,,. Montrer
k=1

que, pour 1 < m < n, B, est symétrique définie positive.
3. Soient Aq,..., A, les valeurs propres (avec multiplicité) de A,,. Montrer que

)

m=1

<u B 'y ><Zplln 1+ﬁ .
my Pm Ym P \

Exercice 54 (X) *Soit A € S,(R). On dit que A est définie positive lorsque ‘X AX > 0 pour tout X € R™\{0}.

1. * Soit A € S,(R) définie positive. Montrer que la sous-matrice Ay = (a; ;)1<i,j<k est définie positive et que son
déterminant Dy est strictement positif.

2. * On suppose que Dy > 0 pour tout k € [1,n] . Montrer que A est définie positive.



3. Soit t €]0, 1[. Montrer que A(t) = (t\i—j\)
=)
L+ i — jl/1<ij<n

1<i j<n est définie positive.

4. Montrer que B = ( est définie positive.

1
Exercice 55 (Mines) Soit M = <> e M, (R).
i+7+1 1<irj<n
1. Montrer que M est diagonalisable, puis que M appartient a S,"*(R).
2. On note A\; < --- <\, le spectre ordonné de M. Montrer que, pour tout X € R*, \M{! XX <! XMX <\, XX.

Exercice 56 (L) Pour M € S,,(R), on note A (M) < ...\, (M) le spectre ordonné de M.
1. On considere A, B € S,(R) telles que A+ B € S, (R). Montrer que si i + j < n + 2 alors \;(A) + A;(B) < 0.

d
2. Généraliser & Ay,... Ag € Su(R) telles que Y. A; € S, (R).

i=1
Exercice 57 (ULSR)

1. Soit a € R. On pose M = (olt (11) . A quelle CNS sur a, a-t-on M € S (R)?

2. Soit (a,b,c) € [~1,1]3 tel que 14 2abc > a” +b* + c2. Montrer que pour tout n € N¥, 1+ 2(abc)” = a*™ + " + *".

Exercice 58 (Ulm-Centrale) * Pour A et B dans S, (R), on note B < A si et seulement si A — B € S,/ (R).

1. Montrer que A < B si et seulement si VX € R”, ' XAX <'XBX, et que <, définie sur S,,(R) par est une relation
d’ordre sur S, (R)..

2. Montrer qu'une partie de S, (R) est bornée (pour une norme quelconque), si et seulement si elle est majorée et
minorée au sens de <.

3. Pour A € S,(R), montrer que X(A4) = {S € Sp(R), A < S} et Y(A) = {S € S,(R), S < A} sont convexes et
fermées.

4. Que dire de Z(A,B) = {Se S,(R), A<S<B}"?
5. Montrer qu'une suite croissante et majorée au sens de <, converge.
6. Soit (A, B) € S,/ (R)? tel que A < B. Montrer que det A < det B.

Exercice 59 (Ulm) Soit A = (a; ;)1<i,j<n € Mn(R). On suppose que, pour tout ¢, a;; = 1 et que, pour tous i # j,
la; j| < 1/4/n. Montrer que le rang de A est supérieur ou égal & n/4. Ind : On pourra démontrer que pour une matrice

2
symétrique non nulle rg(A) > gggl)

Exercice 60 (X) On appelle état de S,,(R) toute matrice de S,,(R) de trace 1, & valeurs propres dans R*.
1. Caractériser les états S tels que S? = S. On les appelle les états purs.
2. Montrer que ’ensemble des états est une partie convexe de S, (R).

3. Montrer que les points extrémaux de 'ensemble des états sont les états purs (un état est dit extrémal lorsqu’il ne
peut s’exprimer comme barycentre a coefficients strictement positifs de deux états distincts).

Exercice 61 (X) Soient a € R™*, E I'ensemble des fonctions f de classe C* de RT dans R telles que f? + a(f’)? soit
intégrable sur R™.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de C*(R™,R).
2. Montrer que, pour tout v € R, il existe f € F tel que f(0) = v.

3. Soit v € R. Déterminer inf {L+Oo(f2 + a(f’)Q) i fEE, f(0)= v}.

4. Pour A,B € S,(R),onpose: A< B < B-—AeS;(R). On note d’autre part v/A 'unique racine carrée dans
SF(R) d'une matrice A € S;7 (R).
Soient A, B € ;' (R) telles que A < B. Montrer & I’aide des questions précédentes que VA< VB.

Exercice 62 (Centrale)

1. Soit M e 9, (C). Montrer que Sp(M) < {0} si et seulement si M est nilpotente. Est-ce toujours vrai pour
MeM,(R)?



2. Soit V' un sous-espace vectoriel regroupant des matrices de 9, (R) dont le spectre est inclus dans {0}. Montrer
n(n—1)

2
Cette majoration est-elle optimale 7

que dim(V) <

Exercice 63 (SR)
Soit A une matrice symétrique réelle.

1. Que dire des valeurs propres et vecteurs propres de A. On notera Ay, ..., A, les valeurs propres de A.
i 4 . r
2. Soit € R™ un vecteur non nul, et v un réel. On pose r = Ax — ux. Montrer que in [\ —u| < |
<is<n x
3. On prend (f1, ..., fn) une base de vecteurs propres associés & Ay,..., Ap.
Majorer d(z, Vect(f1, ..., fm)) en fonction de m.
4. On ne suppose plus A symétrique mais seulement diagonalisable réelle. On note toujours Aq, ..., A, les valeurs

propres de A et on considere P une matrice inversible qui diagonalise A. Soit E une autre matrice réelle et soit u
une valeur propre de A + E. Montrer que

min |\ —ul < [P] [P~ £].

1<i<n
Décompositions polaires et autres décompositions

Exercice 64 (X) Soit A € M, (R). Montrer qu'il existe (T, 0) € T,,(R) x O, (R) tel que A = TO, ou T, (R) désigne
Pensemble des matrices triangulaires supérieures de M,,(R).
Exercice 65 (X) Soit T'e M, (R).

1. Montrer qu’il existe une unique matrice dans S, (R), notée |T|, telle que |T'|* = 'TT.

2. Montrer que ker T' = ker |T|.

3. Montrer qu’il existe une unique U dans M, (R) telle que U réalise une isométrie vectorielle de Im|T'| dans ImT,
U est nulle sur ker T et T = U|T).

Exercice 66 (SR) *Soit Ae M, ,(R).

1. Rappeler que AA” est diagonalisable & valeurs propres positives. On note S(A) la suite décroissante des racines
carrées des valeurs propres non nulles de AA” (avec multiplicité).

2. Comparer S(A) et S(AT).
3. Montrer qu'il existe U dans O,,(R) et V dans O, (R) telles que UT AV = R = ( g 8 ), avec D = diag(oy,...,0.),
avec S(A) = (o1,...,04).

-1
4. On considere A* = VR*U” | avec R* = ( DO 8 ) e M, »(R).

(a) Que dire si A est carrée inversible 7
(b) Sinon que dire de AA*?
(c) Et que dire de A*A?

Exercice 67 (U) Soient A, B € M,,(R). On suppose qu’il U € M,,(C) telle que U*U = I,, et A = U* BU. Montrer
qu'il existe O € O, (R) telle que A = OTBO.

Autour des matrices de covariance

Exercice 68 (SR) On munit R" de sa structure euclidienne canonique. Soit X = (X1,...,X,)? un vecteur aléatoire
tel que E (| X|?) < +00. On note C(X) = (Cov(Xi, X;))1<i j<n la matrice de covariance.

1. Que dire de C'(X) si les X; sont indépendantes ?

2. Soient v € R" et Y = (v, X). Exprimer V(Y en fonction de C(X).

3. On suppose les X; centrées. Soient A € M, (R) et Z = AX. Exprimer E(||Z|?) en fonction de C(X).

4. Caractériser les A € M,,(R) pour lesquelles il existe un vecteur aléatoire X tel que A = C(X).

5. Soit H un hyperplan de R". Montrer que P(X € H) = 1 si et seulement si H* < ker (C'(X)).

Exercice 69 (Ulm) Soit X : Q — R? un vecteur aléatoire sur un certain espace probabilisé, de composantes notées
X1,..., X4 ayant toutes un moment d’ordre 2. On note Cov(X) = (Cov(X;, X))

1<i,j<d.

1. Montrer que Cov(X) est symétrique a valeurs propres positives.



2. Réciproquement, montrer que toute matrice symétrique a valeurs propres positives est la matrice de covariance
d’un certain vecteur aléatoire.

3. Montrer que si det Cov(X) = 0 alors il existe un hyperplan affine H de R? tel que (X € H) soit presque str.

4. On suppose que X posseéde un moment d’ordre 4. Soit (X ()),en# une suite de variables aléatoires indépendantes

IR
suivante toute la loi de X. Pour n € N* on pose M, = — Z X®_ Montrer que la suite de terme général
n y—
1 & . . =
Y,=— Z (X® — M) (XD — M,)T de matrices aléatoires converge en probabilité vers Cov(X) (c’est-a-dire que,
n
i=1
pour une norme arbitraire N sur My(R), pour tout € > 0, la suite de terme général P(N (Y, — Cov(X)) > )
converge vers 0).

Exercice 70 (X) Soit X = (X31,...,X,) un vecteur aléatoire réel. On note M la matrice des covariances des X;
c’est-a-dire (Cov(X;, X))

1. Montrer que M est diagonalisable et que ses valeurs propres sont positives.

1<i,j<n’

2. Soient A1 = - -+ = A, les valeurs propres rangées dans ’ordre décroissant de M et (us, ..., u,) une base orthonormée
de vecteurs propres associés.

Montrer que V({ui, X)) = A1 est la borne supérieure sur les vecteurs v unitaires de V({v, X)).

3. Montrer que V ({ug, X)) = A est la borne supérieure sur les v unitaires de V({v, X)) avec '’hypothese que (v, X)
est non corrélé avec (Cuy, X), ..., (ug—1,X)).

Exercice 71 (ENS) Une matrice symétrique S € S,,(R) est dite positive lorsque ¥VY € R", 'Y’ SY > 0.

1. Soit S € §,,(R). Montrer que S est positive si et seulement s’il existe, sur un certain espace probabilisé, une famille
(X1,...,X,) de variables aléatoires réelles bornées telles que s; ; = E(X;X;) pour tout (i, ) € [1,n]*

2. Soient A et B dans S, (R) positives. Montrer que (a; jb; j)1<i,j<n €St positive.
Divers : endomorphismes antisymétriques...

Exercice 72 (Mines) Soient A antisymétrique et L € M, (R) telles que lim A" = L. Montrer que L = 0.

r——+00

Exercice 73 (ENS-Mines) Soit A une matrice antisymétrique réelle. Montrer que toutes les valeurs propres de A
sont imaginaires pures et que A est diagonalisable sur C.

Exercice 74 (X) Soient A € S (R) et B € A, (R). Montrer que AB est diagonalisable dans M, (C).

Exercice 75 (X) Soit A € M,,(R) tel que Y(X,Y) e (R")?, *XAY = 0= 'Y AX = 0. Montrer que A est symétrique
ou antisymétrique.
Exercice 76 (CCINP) Soit u un endomorphisme orthogonal de E euclidien.

1. On pose v = u — Id; montrer que kerv = ( Imv)*.

1 n
2. Montrer que la suite de terme général u,,(z) = — 2 uF (z) converge vers la projection orthogonale de = sur ker v.
n
k=0
Exercice 77 (Mines) * Soient F un espace euclidien, f € L(F) tel que Yz € E, | f(z)]| < |z|-

1. Pour tout z € E, montrer que |z]| = sup {z|y).

yeS(0,1)
Soit u € L(F) de norme subordonnée | u ||. Montrer que || u ||= sup{{u(x)|y), (z,y) € E?, ||lz|| =1, |y|| = 1}.
En déduire que || w ||=]| v* |-
Montrer que, si f(z) = z, alors f*(z) =z
Montrer que E = ker(f — Id) @ Im(f — 1d).

Al

S|

n—1

6. Etudier la limite quand n tend vers l'infini de v,, = Z f*.

k=0

Exercice 78 (X-Mines-SR) * Soient n € N*. On pose SO (R) = {M € SO,,(R), —1 ¢ Sp(M)}.
1. Montrer que pour tout A € A,(R), —1 ¢ Sp(A).

2. On définit E = {M € M, (R), —1¢ Sp(M)}. On considere f : A e E > (A + I,) ' (I, — A). Montrer que pour
tout A € A, (R), f(A) € SOX(R).

3. Montrer que pour tout S € SO} (R), f(4) € A,(R).



4. Montrer que f(f(A4)) = A.

5. Pour tout x € R, on définit M, = (2 —Oa:> . Calculer f (Mtan(g)) pour 6 €] — m, 7[.

2

6. En déduire que pour tout A € Ay, (R), il P € Og,(R) et z1,...x, tels que pour P~*AP est la matrice diagonale
par blocs constituée des blocs M, ,... M, .

Exercice 79 (X) *Soit A € GLa,(R) antisymétrique. Montrer que A est orthogonalement semblable & une matrice
diagonale par blocs 2 x 2, ot chaque bloc est antisymétrique inversible.

Exercice 80 (ULSR) On consideére ¢: (R*)? — My(R) qui & (u,v) associe la matrice dont le ceefficient en (i, j) vaut

U; Vg
uj il
1. Que peut-on dire si ¢(u,v) = ¢(u',v') #07
2. Que dire de la réciproque ?
3. Montrer que A s’écrit comme ¢(u,v) avec (u,v) libre ssi A € A, (R), det(A) =0 et A # 0.
4. Décrire I'image et le noyau d’une telle matrice.

Exercice 81 (ULSR) Sur A4(R), on appelle Pfaffien I'application Pf : A = (a; ;) € A4(R) — a12a34 — 13024 +
(2,301 4.
1. Montrer que : YA € A4(R), Pf(A)? = det(A).
2. On admet que GL; (R) est connexe par arcs. Montrer que : YA € A4(R),VB € M, (R), Pf(BTAB) = det(B)Pf(A).
3. Montrer que si R € SO4(R) et A= RT — R alors :

A€ GLy(R) < Sp(R) n R = & < Pf(A) #0.

4. On considere Ry, Ry € SO4(R) et on pose A; = RY — R;. On suppose Xg, = Xr, et Pf(A1) = Pf(Az). Montrer
qu'il existe P € SO4(R) tel que Ry = PRyP'.
Exercice 82 (L) Soit n € N*.
1. Montrer que (X,Y) — (X,Y) = Tr(X7Y) définit un produit scalaire sur M,,(R). On note ||-|| 1+ la norme associée.
2. Soit M € M, (R). Montrer que
L M®) — 2Ma®))
M — (X —> MX)
est un morphisme d’algebre injectif.
3. On note ||-[|1, la norme triple associée a ||-||1. Si M € M,,(R), montrer que [|L(M)||, < [|M]|y (norme subor-
donnée a la norme 2 sur R™).
Exercice 83 (ENS) On note A = {u € L(E), uu™u = u}.
1. Montrer les équivalences entre : (u € A) et (u*u est un projecteur orthogonal).
2. Montrer que c’est également équivalent & ((keru)t = {z € E, |z| = ||lu(z)]}.

3. Montrer que le groupe orthogonal est un ouvert et un fermé de A (on pourra d’abord vérifier qu’il est inclus dans
A).

I, 0
1. Soit M € My, (R) telle que M? = —I,,. Montrer ’équivalence : MTJ € Sy, (R) & MTJM = J.
2. Onnote C = {M € My, (R), M? = —I,, et M7 J € 85,7 (R)} . Montrer que pour tout M € C, M +.J € GLy,(R).

3. Pour M € C, on note Sy; = (M + J)~'(M — J). Montrer que Sy € Sa,(R) et que pour tout X # 0, | Sy X2 <
|1 X |2-

4. Montrer que pour pour tout M € C, Sy, J + JSy = 0.

Exercice 84 (X) .Soit n € N*. On définit J = <O [”>.

Exercice 85 (PLSR) Soit n € N*. Soit G un sous-groupe compact de GL,,(R). Pour tous g € G et A € M,(R), on
pose g - A = gAgT.
1. Donner un exemple de produit scalaire sur M, (R) et la norme Ny euclidienne associée.

2. Soit N : A sup Ny(g - A). Montrer que N est une norme sur S, (R).
geG

3. Soit K = {gg”, g € G}. Montrer qu’il existe un compact convexe C vérifiant : K < C, {g- A, (9,A)e GxC} < C
et C < ST (R).

4. Montrer qu’il existe un produit scalaire G invariant pour -.

5. La borne supérieure sup sup |A — B| est-elle atteinte ? Si oui, est-elle atteinte en un unique Ag ?
AeC BeC
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