
MP*2 LLG
2025/2026

Feuille d’exercices : Exponentielle d’endomorphismes et de matrices

Exercice 1 (EIVP)

1. Montrer que si A PMnpCq est de rang 1, alors A2 “ TrpAqA.

2. Déterminer dans ce cas exppAq (on distinguera les cas TrpAq “ 0 et TrpAq ‰ 0).

3. Soient A et B dans MnpCq de rang 1 telles que exppAq et exppBq commutent. Les matrices A et B commutent-
elles ?

Exercice 2 (Centrale) Pour A “

ˆ

0 ´θ
θ 0

˙

, θ P R, puis A “

ˆ

4 ´4
1 0

˙

,

1. Calculer An.

2. Soit t P R, calculer etA et déterminer les solutions de pEq : X 1 “ AX de deux manières différentes.

Exercice 3 (Mines) Calculer exp

¨

˝

3 2 ´2
´1 0 1
1 1 0

˛

‚.

Exercice 4 (Mines) Soient n P N˚ et A PMnpCq.
1. On suppose que A3 “ A2. Calculer exppAq.

2. On suppose que A4 `A3 ´ 2A2 “ 0. Calculer exppAq.

Exercice 5 (Centrale) Soit A PM2pCq. Déterminer pa, bq P C2 tel que exppAq “ aI2 ` bA.

Exercice 6 (Mines) Calculer exppMq sachant que M est une matrice carrée réelle vérifiant M3´3M2`3M´In “ 0.

Exercice 7 (Mines) Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, u un endomorphisme de E tel que pu´3Idq ˝
pu´ Idq2 “ 0. Exprimer eu en fonction de u.

Exercice 8 (X) Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, u P pEq tel que pu´ Idq2 “ 0. Calculer eu. Même
question avec pu´ 2Idq2 “ 0.

Exercice 9 (X) Soit u P LpRnq annulé par pX ´ 2q3. Comment calculer exppuq ?

Exercice 10 (X) Soit u P LpRnq tel que pu´ 2Idq2pu´ Idq “ 0. Calculer expu.

Exercice 11 (IMT-Mines) Soit M PMppCq.
1. Montrer que expM peut s’écrire sous forme polynômiale en M . Et montrer l’existence et l’unicité de EM de degré

strictement inférieur à celui de µM tel que EM pMq “ expM .

2. Si M est nilpotente, exprimer le polynôme EM tel que EM pMq “ expM .

3. Si M est diagonalisable, montrer qu’il existe P inversible et D diagonale telles que M “ PDP´1 et expM “

P pexpDqP´1. On note λi, i P rr1, kss les valeurs propres de M . Montrer qu’il existe un unique polynôme L P
Ck´1rXs tel que @i P rr1, kss, Lpλiq “ eλi . Puis montrer que EM “ L.

Exercice 12 (Mines) * Soit A PMnpCq. Comparer kerA et kerpeA ´ Inq.

Exercice 13 (Mines) Soit A “

ˆ

´1 0
2 1

˙

et B “

ˆ

1 1
´1 ´1

˙

.

1. Pour px, yq P R2, pour n P N, calculer pxA` yBqn. Puis calculer exppxA` yBq.

2. Montrer que
 

exppxA` yBq, px, yq P R2
(

est un sous-groupe de GL2pRq.

Exercice 14 (Centrale) On dit qu’une matrice A PMnpCq vérifie pP q si pour tout X P Cn, il existe un sous-espace
affine strict de Cn contenant tetAX, t P Ru.

1. Exemple : A “

¨

˝

2 1 0
´1 0 0
0 0 1

˛

‚. Calculer pour t P R, etA ; la matrice vérifie-t-elle pP q ?

2. Montrer que si detA “ 0 alors A vérifie pP q.

3. Quelles sont les matries diagonalisables vérifiant pP q ?

4. Quelles sont les matrices vérifiant pP q ?
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Exercice 15 (SR) On fixe un corps K et on pose H “

$

&

%

¨

˝

1 a b
0 1 c
0 0 1

˛

‚, pa, b, cq P K3

,

.

-

.

1. Montrer que H est un sous-espace affine de dimension 3 de M3pKq.
2. Montrer que H est un sous-groupe de GL3pKq, et en déterminer le centre (c’est-à-dire l’ensemble des éléments qui

commutent avec tous les éléments de H).

3. On note L “

$

&

%

¨

˝

0 a b
0 0 c
0 0 0

˛

‚, pa, b, cq P K3

,

.

-

.

On définit ‹ par A ‹ B “ A ` B `
1

2
pAB ´ BAq pour A et B dans L. Montrer que pL, ‹q est un groupe et que

l’exponentielle définit un isomorphisme de groupes de L vers H.

4. Calculer An pour A P H et n P N.

5. On prend K “ Z{2Z. Montrer que H est isomorphe au groupe des isométries vectorielles de R2 qui stabilisent le
carré C :“ tp1, 0q, p0, 1q, p´1, 0q, p0,´1qu.

Exercice 16 (SR-ULSR) * On s’intéresse à l’ensemble des matrices toutes puissantes, i.e aux matrices M PMppKq
telles que pour tout n P N˚, il existe A PMppKq telle que M “ An. (K “ R ou C).

1. Traiter le cas p “ 1.

2. Montrer que toute matrice M donc le polynôme caractéristique est scindé peut s’écrire sous la forme M “ D`N
avec D diagonalisable, N nilpotente et DN “ ND. On note NppKq l’ensemble des matrices nilpotentes et UppKq “
tIp `N, N P NppKqu l’ensemble des matrices unipotentes :

Pour U “ Ip `N P UppKq, on définit lnpUq “
p´1
ÿ

k“1

p´1qk´1N
k

k
.

3. Montrer que ln de UppKq dans NppKq est la bijection réciproque de exp de NppKq dans UppKq.
4. Quelles sont les matrices U P UppKq toutes puissantes ?

5. Quelles sont les matrices M dont le polynôme caractéristique est scindé qui sont toutes puissantes ?

Exercice 17 (Mines) Soit F un sous-espace vectoriel de MnpRq, stable pour le produit et formé de matrices nilpo-
tentes commutant deux à deux. On pose alors U “ tIn `N, N P F u.

1. Montrer que U est un sous-groupe de GLnpRq.
2. Montrer que M ÞÑ exppMq est une bijection de F sur U .

Exercice 18 (Mines) * Pour M PMnpCq, on pose LpMq “
`8
ÿ

k“1

p´1qk`1M
k

k
¨ Montrer, pour toute matrice nilpotente

N PMnpCq, que exppLptNqq “ In ` tN .

Exercice 19 (Mines) Soient n P N˚, UnpCq l’ensemble des matrices M PMnpCq telles que tMM “ In.

1. Soit A P UnpCq symétrique. En considérant les parties réelle et imaginaire de A, montrer que A s’écrit eiS où
S P SnpRq. Réciproque ?

2. Soit A PMnpCq. Montrer que A P UnpCq si et seulement si A s’écrit OeiS avec O P OnpRq et S P SnpRq.

Exercice 20 (X) Soient n P N˚ et ϕ l’application de MnpRq dans R définie par

@M PMnpRq, ϕpMq “ maxtTrpOMq ; O P OnpRqu.

1. Justifier la définition de ϕ. Montrer que ϕ est continue.

2. Calculer ϕpMq lorsque M P S`n pRq.
3. Montrer que, si ϕ atteint son maximum en O, alors OM P S`n pRq.

Exercice 21 (X) *

1. Soient an ď . . . a2 ď a1, bn ď . . . ď b2 ď b1 et pour σ P Sn, Tσ “
n
ÿ

i“1

aibσpiq. Trouver max
σPSn

Tσ.

Soient A et B deux matrices symétriques de spectre respectif an ď . . . a1 et bn ď . . . ď b1. On cherche
max

UPSOnpRq
TrpAUBU´1q.

2. Montrer que le maximum est bien atteint en un élément U0 P SOnpRq.
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3. Conclure en considérant l’application U : t ÞÑ expptHqU0 et en caractérisant les matrices C telles que TrpHCq “ 0
pour tout H antisymétrique réelle.

4. En déduire que TrpABq ď
n
ÿ

i“1

aibi.

Exercice 22 (Lyon) On se place dans M2pCq et on note sl2pCq l’ensemble des matrices de trace nulle.

1. Montrer que exppsl2pCqq Ă SL2pCq, mais que exp n’est pas surjective de sl2pCq dans SL2pCq. Commencer par
trouver un élément de SL2pCq qui n’a pas de racine carrée dans SL2pCq.

2. Montrer que exppsl2pCqq “ tM P SL2pCq, TrpMq ‰ ´2u Y t´I2u.

Exercice 23 (SR) On note H l’ensemble des matrices de M2pRq de trace nulle, SL2pRq l’ensemble des matrices de
M2pRq de déterminant 1.

1. Montrer que eM P SL2pRq pour tout M P H.

2. Montrer que TrpeM q ě ´2 pour tout M P H.

3. A-t-on exppHq “ SL2pRq ?

4. Montrer que toute matrice de SL2pRq est produit d’une matrice de SO2pRq et d’une matrice triangulaire supérieure
à coefficients diagonaux strictement positifs.

5. En déduire que toute matrice de SL2pRq est produit de deux exponentielles de matrices de H.

Exercice 24 (Lyon, SR) ** Soit pA,Bq PMnpCq2. On pose rA,Bs “ AB ´BA et on suppose que rA,Bs commute
avec A et B.

1. (SR) Montrer que rA,BseA “ eArA,Bs.

2. (SR) Montrer que etABe´tA “ B ` trA,Bs pour tout réel t.

3. Montrer que exppAq exppBq “ exp

ˆ

A`B `
1

2
rA,Bs

˙

.

4. (SR) On pose V “ VectpA,B, rA,Bsq. Montrer que V est de dimension 3 si rA,Bs ‰ 0.

5. (SR) Montrer que teM , M P V u est stable par multiplication.

Exercice 25 (X) ** Soit pA,Bq PMnpCq2 tel que A et B commutent avec rA,Bs “ AB´BA. Exprimer exppA`Bq.
On pose rA,Bs “ AB ´BA et on suppose que rA,Bs commute avec A et B.

Exercice 26 (Mines) * Soient E un espace euclidien et u une application de classe C1 de R dans SOpEq. Montrer
que u est un morphisme de groupes si, et seulement si, il existe un endomorphisme antisymétrique a de E tel que
uptq “ expptaq pour tout t P R.

Exercice 27 (Lyon) ** Soit G un sous-groupe de GLnpRq, fermé dans MnpRq.
Soit G “ tX PMnpRq ; @t P R, etX P Gu.
1. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de MnpRq.
2. Que dire de G si G “ OnpRq ?

3. Si G est un sous-groupe de GLnpCq fermé dans MnpCq, G est-il un C-espace vectoriel ?

Exercice 28 (X) ** Trouver les A PMnpRq telles que @t P R, etA P OnpRq.

Exercice 29 (X) Pour M PMnpRq, on dit que M est stochastique si :

@pi, jq P rr1, nss2,mi,j ě 0 et @i P rr1, nss,
n
ÿ

j“1

mi,j “ 1.

Soit A PMnpRq. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que expptAq soit stochastique pour tout t P R`.

Exercice 30 (PLSR) Soient m et n deux éléments de N˚, A PMnpRq et B PMn,mpRq. On suppose que ´pA`AT q P
S``n pRq . On note pEq l’équation AX `XAT “ BBT d’inconnue X PMnpRq.

1. Montrer l’existence de R “

ż `8

0

etABBT etA
T

dt.

2. Montrer que R est la seule solution de pEq.

Exercice 31 (Ulm) Montrer que la fonction S P SnpRq ÞÑ Tr
`

eS
˘

est convexe.
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