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Séries numériques et familles sommables
Nature et somme d’une série :

Exercice 1 Etudier la nature de la série de terme général :

1. In (%) —In (sin \}ﬁ> 11. (Mines) ntii)n

2. ineg) —~ 72
(2’11)! 12. (Mmeb) s (_1)n
na(hln)" _1\n o—Alnn
3. (CCP) ool (@ €R) 13. (Mines) ( 711)4_?_1)”
4. (ENSEA) vVn2+n+1— /n3+an?+ pBn+
( % v B+ 14. (Mines) sin (ﬂ\/n2 n 1)
1 n®+./n
" n® —vn 15. (Mines)

6. (CCP) (—1)" <sin (\/15> _ tan <\}ﬁ>> o (hla:i)" 1 )2n
7. (CCP-Mines) In (1 +sin <(_1)">> (a>0) ' g

n()ﬂ

2 n
—<1+> ol @ € R\Z.
na

- 17. (Mines) ————
8. (IMT) sin (E(n2 +an + b)), (a,b) € R? n1n?(n)
1 n? n?
9. (IMT) m 18. (Mines) Arcsin <112+1) — Arcsin (TM)
-1)" in(2men!
10. (Mines) #, n>2etacR. 19. (Mines) M
Vn+ (=1)"ne In(n)
. - . (DT gint
Exercice 2 (TPE) Nature de la série de terme général u,, = Py dt.

Up

Exercice 3 (X) Soit (u,)nen € (RT*)N. On pose a,, = inf {p(

p>n

— 1) } On suppose que, pour tout n, a, > 1.
Up+1

Montrer que E Uy, converge.

Exercice 4 Montrer la convergence et calculer la somme des séries suivantes (on pourra pour certaines utiliser la

- 1
5 nZO (An+1)(4n+3)

Exercice 5 (CCPINP)

—1)* 1
1. Montrer que la suite de terme général u,, = Z ( 2) est définie et que u,, = O (2) en +o0o0.
k>n k n
(5~ EDY) g e
2. Montrer que VN € N*, Z Z 2 = Z e
n=1 “k=n k=1
N N (_1)k
3. Exprimer Z Uy, en fonction de Nuy 1 et de Z o
n=1 k=1
4. Montrer que Z U, = —In2.

n>1



Exercice 6 (Mines) Soit (a,)nen~ € (R7)N.
- -+ -
1. On suppose que la série Z an " converge. Montrer que la série Z a, converge.

2. On suppose que Z an converge. Soit A > 1. On introduit les ensembles

I = {n e N*, a,ﬂ‘% < )\an} et J = {n € N*, a}b_% > )\an}.

1

. -1
En considérant ces deux ensembles, montrer que g an " converge.

1

" converge si et seulement si la série E a, converge et que

\/Z ai‘ig\/z an +1.

neN* neN*

3. En déduire que la série Z a}l

Exercice 7 (Mines) Soit f € C*(RT,R"*). On suppose que f'(x)/f(z) — —oc quand z — +oc0.
1. Montrer que Z f(n) converge.
+o0
2. Donner un équivalent de Z f(k) quand n — +oo0.
k=n-+1

o(n)

Exercice 8 (X)* Soit ¢ une permutation de N*. Nature de Z 5
n

2
n

Exercice 9 (X) Soit u = (u,) € (Ry)N une suite décroissante telle que ug = 1 et la série de terme général
Un+1

’LL2

>4,
Un+1

oo
converge. Montrer que E
n=0

Exercice 10 (Mines-ENS P) Soit Z an une série divergente a terme général positif. Déterminer la nature de la série
D
1+a,

Exercice 11 (X)* Soit E xp, une série absolument convergente & termes réels.
n>0

1. Montrer que Z |z, |P converge pour tout réel p > 1.
n>0

+o00o 1/p
2. Déterminer la limite, lorsque p tend vers +oo, de (Z |xn|p> )

n=0

Exercice 12 (Ulm) Soient (ap)n>0, (bn)n>0 deux suites d’éléments de R telles que :
vn € N,an+1 < ap, + by, et que Z b,, converge. Montrer que (a,)n>0 converge.

Exercice 13 (ENS) Soit u = (u,) € (Ry)N telle que ug = 1, Zun converge et pour tout n € N, u, < ugy, + ugpt1-
+oo
Calculer Z Uy -

n=0

Exercice 14 (Lyon)* Soit (a,) € (RT)N telle que Zan converge. Montrer que la série de terme général H ag

k=1

o0 n —+o00
converge et Z H ap < e Z an. La constante e est-elle optimale ?
n=1 k=1 n=1

Sommabilité :

Exercice 15 (Mines-X) Déterminer si les familles suivantes sont sommables :



1 1
1. ———, (i,5) € (N*)? 4. —. ze€Qnll,
e (00) € (V) e Qn L
1 ) 1
i 4 +x\2
2. anq’(p7q)€N (avec a > 1 et b > 1 fixés) 5. (M) *2,(a,b)€(R )2,
1 (m,n)e(N*)
3. P (p,q) € N* (avec a > 1 et b > 1 fixés)
1
Exercice 16 (X)* Déterminer si la famille suivante est sommable : N@w)e’ v € N4\ {0}, avec N norme sur R? fixée.
v «
On admettra que toutes les normes sur R? sont équivalentex.
— si
Exercice 17 * On pose pour tout (p,q) € N2, apq = & P*— ¢ p7a . Calculer ZZ%”I et ZZanq. En
0 sinon p=0 q=0 q=0 p=0

déduire que la famille n’est pas sommable.
Exercice 18 Montrer la convergence et calculer les sommes suivantes (éventuellement en fonction des ((k)) :

2ix 1
1. Z Z 2l 3. Z p2q2

n=0k=n (p7 q) € (N*)2

2.3 Y

p=1q=p

= (p,q) € (N*)?
q p/\q:l

Exercice 19 Pour tout n € N*, on note d(n) le nombre de diviseurs de n. Montrer que pour tout z € R tel que |z| < 1,

oo oo n
Z d(n)x™ = Z xi’ apres avoir montré la convergence des séries.
1—2an
n=1 n=1
+oo x2n+1 +oo T
Exercice 20 Mountrer que pour = € C, |z| < 1, on a I’égalité : Z 2l = Z 2
n=0 n=1
“+o0
Exercice 21 (Mines) Calculer » (n—1) (2"(¢(n) — 1) — 1).
n=2

Exercice 22 (Mines)* On note d(n) le nombre de diviseurs de n, ¢(n) U'indicatrice d’Euler et ¢ la fonction de Riemann.

—+oo
d
1. Montrer que, pour o > 1, Z ﬂ = ¢(a)%. Que dire pour o < 17
n=1 ne

((a—1)
¢(e)

“+oo
2. Montrer que, pour a > 2, Z SD(Z) = . Que dire pour ae <27
n

n=1

Ezxemples et contre-exemples :

Exercice 23 (Mines) Existe-t-il une suite u a valeurs réelles strictement positives telle que Zun converge et telle
que Inu, ~—Inn?

Exercice 24 (Mines)* Soit (a,) une suite de réels strictement positifs.

1. Suffit-il que (na,) tende vers 0 pour que la série Z a, converge ?

2. La convergence de Z ap, entraine-t-elle que (na,) tend vers 07

3. Si la suite (a,) est décroissante, montrer que si Z a, converge, alors nh_{%o na, = 0.
Exercice 25 (Mines) Soit u une suite réelle positive décroissante.

1. Montrer que Zun converge si et seulement si Znunz converge.

2. Etudier le lien entre la convergence de Z u, et celle de Z n2uy,:>.

Exercice 26 (ENS)*



Exercice 27 (Mines)* Soient 0 < a < b et (uy,) définie par ug > 0 et, pour n € N,

. Soit u = (u,) € RN famille sommable. Montrer que pour tout k > 2 la famille (u%) est sommable.

+oo “+oo

. Soient u et v deux familles sommables telles que pour tout k € N*, Zufl = Zvﬁ Montrer qu’il existe une

n=0 n=0
permutation ¢ de N telle que pour tout n € N, u, = vg).

Soit A une partie finie de N. Montrer qu’il existe N et deux suites (un)o<k<n €t (vn)o<k<n telles que pour tout
N N
k _ k . 9: 5 . . _
ke A, Z U, = Z vy, mais qu’il n’existe aucune permutation de [0, N] telle que pour tout n, u, = Vg (n)-
n=0 n=0
+oo

+oo
. Trouver une partie infinie de A et deux suitess complexes u et v telles que pour tout k € A, Z uﬁ = Z vfl, mais
n=0

n=0
telles que u ne soit pas une permutation des éléments de v.

Autour de Raab-Duhamel :

Unt1 n-+a
U, n+b

. Déterminer une

CNS pour que la série de terme général u,, converge. Dans ce cas, donner la somme g n(Upt1 — Uy ). Puis calculer la

somme E U, .

. . . " n"e~"\/n U
Exercice 28 (Mines)* Soient, pour n € N*, u,, = 7'\[ et v, = In (n+1>

1.
2.

n! U,

Montrer que la série de terme général v,, est convergente.
En déduire 'existence de C' > 0 tel que n! ~ Cy/nn"e™".

Exercice 29 (SR)

1.

2.

3.

Ant1 _ ot

an by

Soient (ay) et (by) € (R*+)N. On suppose que, a partir d’'un certain rang, . Que peut-on dire des

séries de termes généraux a, et b, 7

1
Soit (ay) € (Ri)N. On suppose que ntl _ 14124, (), avec a > —1. Montrer que Zan diverge.
a n n

n

Que peut-on dire si ao < —17

Comparaison séries-intégrales :

Exercice 30 (CCPIN)*

n

1. Expliquer que pour tout x € [0, 1] la série Z ac converge. Que peut-on dit pour x =17
1427
) n R —R
2. On note, pour tout = € [0,1], f(z) = Z T En utilisant la fonction g : e~vt  (pour un u bien
n=0 T 1+ e—ut
choisi), trouver un équivalent simple de f(z) quand z tend vers 1.
Exercice 31 (Mines) Soit f une fonction continue et croissante de RT dans R™*.
n n
1. On suppose que f(z+ 1) et f(z). Montrer que ; f(k) et /0 I
2. Le résultat subsiste-t-il sans ’hypothese f(x +1) ~ f(x)?
T—r+0o0
n n n n
. . (—=1)*In(k) 1 In(k) In(2k)
Exercice 32 (Mines)* Pour n € N*, on pose u, = — X, = Up = Wy =
(iines) o, = 32 CURE o S oy, 3

et Hn:il
k:lk

1.

1
Montrer I'existence de £ € R, que 'on déterminera, tel que z,, = ¢+ O ()
n

2. Exprimer u,, en fonction de v,, et de w,.

3. Montrer qu’il existe v € R tel que H,, = In(n) + v + o(1).

4. Montrer que la suite (uy) converge et exprimer sa limite en fonction de ~.



=~ 1
Exercice 33 (X) * Pour n € N*, soit u,, = Z i 2¢/n.
k=1

1. Montrer que la suite (u,),>1 converge, on note ¢ sa limite.

1evay U
2. Montrer que ¢ = —(1 4+ v2 -
= vk

Exercice 34 (X-ENS-Mines)**

1. Soit (up)nen € (R%)N telle que Zun diverge. En fonction des valeurs de «, quelle est la nature de la série
Up
— 7
S

2. Soit (un)nen € (RT)N telle que Zun converge. En fonction des valeurs de a, quelle est la nature de la série

L
Ry

Exercice 35 (X) Soit (zp)nen € RN vérifiant : pour tout (Yn)neN € RN telle que Zyi converge, la série anyn

converge. Montrer que E x2 converge.
x

—_
> k=0 Tk

Sommation des relations de comparaison :

Indication : on pourra poser y, =

n
Exercice 36 (Centrale) Soient (a,)nen+ une suite de réels strictement positifs. Pour n € N*, soit S,, = Z axZ. On
k=1

suppose que a,S, — 1.
n—-+4oo

1. Montrer que Z a2 diverge.

2. Donner un équivalent de a,,.
Exercice 37 (Mines) Soit f € C' (R,R™) telle que f(0) =1 et f’ < 0. On considere la suite (a,) définie par ag = 1
et, pour n € N, ap+1 = anf (ay).

1. Montrer que (a,) est une suite décroissante positive convergeant vers 0.

2. Montrer que Z a, diverge.

Exercice 38 (X) Soit a € R*. On définit par récurrence la suite u par les conditions uy = a et, pour n > 1,
Uy, = tanh(u,—1).
1. Montrer la convergence de la suite u.

2. Donner un équivalent puis un développement asymptotique a deux termes de u,,.

Exercice 39 (X)* Soient ¢ > 0 et f : [0,c] — [0,c] une fonction continue, admettant en 0 un développement
asymptotique de la forme f(z) =z — az'™ + o(z'**) avec a > 0 et a > 0.

1. Montrer que, pour ug assez petit, la suite (u,) définie par w,4+1 = f(u,) pour tout n € N, converge vers 0.

1 1/
2. Montrer que u, ~ <> .

n—+4o00 \ aan
X

3. Traiter Pexemple de la fonction x — In(1 + z) puis de la fonction z — T 22"
x

Exercice 40 (Mines-Centrale)* Soit o > 0 et (up)n>1 la suite définie par : u; > 0 et :

Yn > 1, Upy1 = up + .
nu,

1. Pour quelles valeurs de « la suite (u,) converge-t-elle? (On pourra montrer que (u,) converge pour o > 1 vers
une limite notée £.)

2. Trouver un équivalement de (u,, — ¢) dans le cas ou (u,) converge.

3. Trouver un équivalent de u,, dans le cas ot la suite (u,) diverge. vers ¢. (on pourra étudier u2,; — u2).

Exercice 41 (X) Soit (a,) une suite décroissante positive, 0 < a < 1 et ¢ > 0. Montrer que a,, ~ ¢/n® si et seulement
n 1—a

. cn
S1 E Qg ~ .
1—a
k=1




Transformation d’Abel :

Exercice 42 (Mines)* Soit (up)n>1 une suite réelle décroissante qui converge vers 0. Pour n € N, on pose v, =
n(ty — Upt1). Montrer que g u, converge si et seulement si g v, converge et que dans ce cas les deux séries ont la
méme somme et que nu, — 0.

Exercice 43 (X) Soient A une partie de N*, et f, g définies par : Vn > 2

n

1
In(n

~—
oyl

Fn) = T3 Leea et gln) =
k=1

Pour [ € Ry, comparer les assertions nll)gr_loof(n) =let nll)l:r_loog(n) =1.

Exercice 44 (Ulm) Soient w une racine complexe de I'unité et u € RN une suite décroissante. Etudier la nature de la
série Z wuy,.

Exercice 45 (Centrale) Si (upn)n>0 € RN vérifie ug = 0, soit (vn)n>1 la suite définie par Vn € N*, v, = n(u, — up—1).

On note Py (resp. P2) la propriété : Zvn converge (resp. il existe £ € R tel que u,, — £ et Z (¢ — u,) converge).

1. On suppose qu'il existe a € R tel que Vn € N*, w,, = arctan(n®). Etudier P; et Ps.

+oo
. . , Ay, ak 1
2. Soit (an)n>1 une suite réelle telle que E a, converge. Montrer que g o converge et que kg %= 0 (n)
c=n

3. Comparer les propriétés Py et Ps.
Exercice 46 (Ulm) Soient (€, )nen une suite a termes dans {—1, 1}, et (ay,)nen une suite décroissante de réels positifs

n
telle que Z €na, converge. Montrer que a, Z e, — 0.

n——+oo
k=0
Décomposition d’un réel :

Exercice 47 (Centrale) Déterminer la nature des séries E Uy, OU :

sin a un 9 dans son écriture décimale si n n’a pas de 9 dans son écriture décimale

1 1
1. up =< n 2. u,=<n
0 0

sinon sinon

Exercice 48 (Centrale) Pour n € N*, on note u,, le nombre de 1 dans I’écriture de n en base 2. Par exemple 25 = 110012,
donc uss = 3.

1. Montrer que Vn € N*, u,, <1+ logy(n).

+o00
2. Déterminer la nature de zn: ﬁ On note S = nZ::l ﬁ
3. Exprimer usg, et ug,4+1 en fonction de wu,,.
4. Montrer que S = g + :Z:l %
5. En déduire que S = 21In 2.
+oo
Exercice 49 (ULCR) Soit g €]1,2[. Montrer qu’il existe (€y,)n>1, suite & valeurs dans {0, 1}, telle que Z eng " =1.
n=1

Exercice 50 (X) Soit (b,,),>1 une suite d’entiers naturels non tous nuls telle que b, 41 > 2b,, pour tout n € N. Montrer
“+o0
que 0§ = Z 107%" est un irrationnel.

n=1
Exercice 51 (ENS)* Soit x € [0, 1] et soit (an)nen les chiffres de son écriture décimale propre. Montrer I’équivalence :

(reQ) & (AN €N, F3geN*, Vn> N, aniq = ay).

. RN
Exercice 52 (X) Si (un)nen- est dans RN soit (vy,)n>o définie par Vn > 2, v, = Z Gk
= In(n) — k



1. Que dire de (vy,)n>2 si (un)n>1 converge vers le réel £7

2. On suppose que u,, est égal a 1 si le premier chiffre de I’écriture de n en base 10 est 1, a 0 sinon. On pose, pour
n

n € N*, w, = — ug. Btudier la convergence de (v, )n>2, puis celle de (wy,).
" E >
k=1

Exercice 53 (ULSR)*

1
1. On considére un réel > 1 et Q € N*. Montrer qu'il existe (p,q) € Z x [1, Q] tel que |z — p‘ prek
—+o0
2. Montrer que Z 10~™" (nombre de Liouville) est transcendant.
n=1

Applications :

Exercice 54 (Centrale-X)* Pour tout n > 2, on note P(n) = max{p premier, p|n}. On souhaite étudier la convergence

de la série Z Pi) (on pourra utiliser des regroupements par paquets).
n

1. On note ¢, le n-iéme nombre premier ; montrer que Vk > 1, g, > 2k — 1.
n

1
On pose 4,, = H

T
k=1 1 dk

An
converge si et seulement si E —- converge et qu’elles ont méme somme en cas de
an

2. Montrer que Z

convergence.

1
nP(n)

-1
1 1 1
3. Montrer I'existence d’une constante C' telle que : Vn > 2, In(A,) < Cy + 3 Z 3 <C+ 3 In(n).

4. Conclure.
Exercice 55 (X) Si k € N*, soit d(k) le nombre de diviseurs de k dans N*.
1. Pour n € N*, soit D,, = Z d(k). Donner un équivalent de D,,.

2. Soit y la constante d’Euler. Montrer que D,, = nln(n) + (2y — 1)n+ O (v/n).

Exercice 56 (X)* On rappelle que p désigne la fonction de Mobius et ¢ la fonction de Riemann.

1 = pu(n)
1. Montrer que — = o
() 2
(d)
2. On rappelle que ¢ désigne la fonction indicatrice d’Euler. Montrer que pour tout n € N*, Z uT
dln
- 3
3. Montrer que Z n_>+oo ok

4. Pour tout n € N*, on considére deux variables aléatoires indépendantes X, et Y, suivant la loi uniforme sur [1, n],
et on note p,, la probabilité de I’événement (X, AY;, = 1). Montrer que la suite (p,,) converge et préciser sa limite.

Exercice 57 (Centrale)* On note r, la probabilité que deux nombres aléatoires dans [1,n] soient premiers entre eux.

Et on souhaite montrer que lim r, = —.
r—00 2

1. Pour n € N*, on note A, = {(a, b) € [1,n]? aAb= 1}. En notant (p1,...px) les nombres premiers inférieurs ou
égaux & n, on pose pour 1 <1 <k, U; = {(a, b) € [1,n]?, pila et pi|b}. Exprimer A,, en fonction des Uj;.
2. Soit I € N*. Déterminer le nombre de multiples de [ inférieurs ou égaux a n.

3. En déduire le cardinal de m U; ol I est une partie non vide de [1, k].

i€l
n n k
4. On admet la formule du crible (pour des ensembles finis) : Card U Fi| = Z(fl)l€+1 Z Card m F;,
j=1 k=1 1<i1<..<ip <n Jj=1
Montrer que Card(A Z wu(d { J .



. = 1
5. Montrer que nll)n;o Ty = ; u(d)ﬁ.

1 in=1
6. Montrer que pour Z,u(d) = { s . Conclure.

0 sinon
d|n

Etude de suites et développements asymptotiques :

Exercice 58 (CCINP) La suite (uy)n>0 est définie par ug > 0 et Vn € N, upp1 = upe “m.
1. Montrer que (uy)n>0 converge et déterminer sa limite.

2. Déterminer un équivalent de u,,.

Exercice 59 (CCINP) On considére la suite définie par ug €]0, 1] et pour tout n € N, w, 41 = u, — u2.
1. Etudier la suite (tn)nen (monotonie, limite). Puis donner un équivalent de .
2. Quelle est la nature de la série Z Up, ! Z u? ?

3. Donner un développement asymptotique a deux termes de u,,.

Exercice 60 (Mines) Soit ug = € Ry. On définit une suite par : ¥n € N, u, 41 =

1. Montrer que : ¥n € N, uyq1 = avec 0 €]0;7/2].

1
sin(6,,)
1 B 1 1
tan(0,41)  tan(6,) + sin(6,,) "

3. Determiner 6,, et trouver un équivalent de wu,,.

2. Montrer que Vn € N,

Exercice 61 (X) On définit par récurrence la suite u par u; > 0 et pour tout n € N*,

Up, 1
Ung1 = — + —.
e n  n?

Etudier la convergence de la suite u.

Exercice 62 (Centrale)
1. Montrer que pour tout n € N, il existe un unique u,, € R tel que u;:’L + nu, —1=0.
2. Etudier la monotonie puis la convergence de cette suite.

3. En donner un développement asymptotique a deux termes.

Exercice 63 (Mines) Soit k € N, montrer que I’équation x + In(x) = k a une unique solution x, € R. Montrer que
In(k) N <1n(k)
0

(zx) admet un développement asymptotique en +oo du type : x, = ak + bln(k) + ¢ p ?

) (en déterminant

les constantes a, b, c).

Exercice 64 (Mines)

1. Soit n € N*. Montrer que 1’équation tan x = v/z admet une unique solution dans l'intervalle [nm — /2, nm + /2.
Elle est notée u,,.

2. Donner un développement asymptotique & quatre termes de la suite (up)n>1-
Exercice 65 (Mines) Soit n € N. Montrer que I’équation  — nln(x) = 0 a deux solutions z, < y, € R. Donner un

développement asymptotique en +oco de (z,) en — ; puis donner un équivalent de y,.
n

Exercice 66 (Centrale) Montrer que pour tout n € N, il existe un unique w,, € RY tel que u;, —u, —1 = 0. Etudier
la monotonie et la convergence de la suite. Puis donner un développement asymptotique & deux termes de cette suite.



