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Soit (un), une suite de nombres réels qui converge vers a. On cherche a préci-

ser la vitesse de convergence en comparant la suite d,, = |u, — a|] & des suites de
référence. L’objectif de ce probleme est d’étudier différentes méthodes d’accéléra-
tion de convergence qui consistent & remplacer la suite (u,,) par une suite (v,,) qui
converge toujours vers le méme réel a mais telle que la nouvelle erreur €, = |v, —al
soit plus petite que, et si possible négligeable devant, ’ancienne &,,.
On l'utilisera notamment pour améliorer ’approximation de deux réels particuliers,
In2 d’une part et la constante d’Euler v d’autre part. Dans une premiere partie,
on exprime ces constantes comme limites de suites et on évalue leurs vitesses
de convergence. Dans la deuxiéme partie, on étudie la transformation binomiale
qui nous servira a introduire dans une troisiéme partie la transformation d’Euler
qui est utilisée pour accélérer la convergence de séries alternées. On pourra ainsi
Pappliquer & Papproximation de In(2). Pour certaines suites, cette approximation
peut étre améliorée encore; c’est I'objet de la quatrieme partie. Enfin pour des
suites a convergence lente, on étudiera dans une cinquieme partie la méthode
d’accélération de Romberg-Richardson que I'on pourra appliquer a .

I. Une premieére expression de In2 et v

(1) En appliquant une formule de Taylor & la fonction z — In(1 + ) définie
pour = > —1, montrer que :
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ln2—z 1 la formule

k=0

(2) Quelle premiére majoration de 'erreur §,, =

de Taylor nous fournit-elle 7
(3) On définit la suite de terme général w, pour n > 1 par la relation :
n
1
Uy = Z 7~ Inn. Montrer que pour tout n € N, u,, € [0,1] et que la
k=1
suite (uy)nen converge vers y €0, 1].

(4) Montrer que u, — up+; est laire de D, ou D, =
1 1
) eR? n<x< 1 et —<y<=%.
{(xy) n<z<n+ e n—l—l_y_x}

1 1 1
(5) Montrer que l'aire de D,, est comprise entre 3 (n—i— 1~ n—|—2> et

N
2\n n4+1)

(6) En déduire encadrement suivant de la constante d’Euler valable pour
tout n € N :

1 1
<v<uy,

nTogn == 7%+2n(n+1)

(7) En déduire un équivalent de e, = |y — uyp|.

N 1 . o — .
(8) Si on pose u, = u, — o expliquer que la suite (u,) converge toujours
n

- 1
vers v et que la nouvelle erreur e, = |u, —v| = O (2) .
n

II. Dérivée discreéte et transformation binomiale

On définit A Popérateur opérant sur une suite quelconque u = (ug)gen par la
relation :

VkeN, (Au)k = Uk4+1 — Uk-

En outre, on note A" la puissance itérée n-itme de I'opérateur A : A = Id
et pour tout n € N, A" = Ao A",

(1) Montrer que pour toute suite u, et pour tous k et n dans N, on a :
" n
(A™u)y, = Z(—l)”ﬂ (Z>Uk+l
i=0

La transformée binomiale d’une suite u = (uy )y, notée T'(u) = (sy,), est
définie par s, = (—1)"(A"u)o.

(2) Montrer que pour toute suite u, la suite T(u) = (s,), vérifie : pour
n
n
neN, s, = g_o(_l)k (k)uk

(3) Démontrer que cette transformation est une involution, c¢’est-a-dire 7" o
T = Id. On pourra par exemple utiliser que P — P(1 — X) est une
involution de R, [X].

(4) On considére (ar)ren une suite réelle convergente vers 0 et (Ag)ren une

suite de réels strictement positifs telle la série de terme général \j, diverge

n
o AkQ
vers 4+00. Montrer que : lim M —=0.
n—+oo Ek:o /\k

(5) Soit (ag)ren une suite réelle convergente vers 0. Montrer que :
— anfixédans N, lim (A"a)r =0
k——+oo

— a k fixé dans N, lim M

n——+o0o 2n

=0.
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III. Transformation d’Euler

Dans cette partie, on considére une suite (ax)ren décroissante et convergente
vers 0.

(1) Expliquer que Z:(—l)ka;€ converge. On note S la somme de cette série.

=15 (-1*a
k=0

(2) On définit pour tous k et n dans N :

De quelle majoration de 9, dispose-t-on ?

(~1)
2n+1

an,k:( 1)n(An ) —

on (AnJrl a) k-

Montrer, a k fixé dans N, que la série de terme général (au, k)nen est
convergente avec pour somme :

—+oo
§ On k= Qf ,
n=0

et, & n fixé dans N, que la série de terme général ((fl)kamk)keN est
convergente avec pour somme :

Jri:oo(*l)kozn k= ELMAa),

2n+1
k=0

On note T'(a) = (sn)n la transformée binomiale de la suite (a, ). Et on

n s n ( 1)
pose S, = Z 2pil = Z op+1 (Ap )

p=0 p=0
“+ o0
On note pour p € N, r, = Z(—l)kak.
k=p

n+1
1 1
(3) Montrer que S — S, = 2n+1 (";‘ )rp.

(4) En déduire que S = Z avec convergence de la série.

op+1’

(5) On suppose en outre que la suite (ag)ren peut s’écrire sous la forme
ar = f(k), ou f est une fonction appartenant & C*° (R4, R) complétement
monotone, c’est-a-dire telle que :

VkeN, Ve e Ry, (1) f®(z)>0.

Montrer dans ce cas que pour tout n € Net tout k € N, (—=1)"(A"a)r > 0
(on dit que la suite a est complétement monotone).

(6) Montrer (toujours sous cette hypothese) que pour tout m € N,

Sm ap
0 S 2m+1 — 2m+1 ’
+oo s
. . D 2 1.
(7) Donner une majoration de €, = |S — S,| = Z 5p+1 | ot en déduire
p=n-+1

que la convergence est géométrique.

(8) Dans le cas particulier ou ap = les hypotheses de la question

1
E+1’
IT15 sont-elles vérifiées ? Donner une majoration de la nouvelle erreur ¢,
obtenue et comparer & ’erreur initiale ?
1
IV. Nouvelle expression et amlioration quand aj, = / 2Fw(z) dz
0

Dans toute cette partie, (ag)ren désigne une suite réelle pouvant s’écrire pour
tout k € N :

1
ak :/ 2Fw(z) dzx
0
ol w est une fonction réelle continue et positive sur [0, 1].

(1) Montrer que la suite (ag)ren est décroissante et convergente vers 0.

+oo
On continue de noter S = Z(—
k=0
2) Mont S = dt.
(2) Montrer que / 1+t

(3) Montrer que la suite a est complétement monotone, c’est-a-dire pour tout
(n, k) € N2, (=1)"(A"a) > 0.

1EX P r1—\?
(4) Montrer que S = 3 Z/ <2> w(t) dt.
p=00

+oo
(5) Retrouver dans ce cas que S = Z
p=0
On notera (S,,) les sommes partielles de cette série.
(6) En déduire que :
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(7) Montrer que |S — S,| < On retrouve la convergence géométrique.

2n+1 :
On cherche a améliorer encore cette approximation. Pour cela, on se
donne aussi une suite de polynomes a coefficients réels (P, )nen telle que,
pour tout n, P,(—1) # 0. Pour tout n € N, on pose :

1 L P, (—1) = Pu(t)
T, = Bl /0 17 w(t) dt.

(8) a. Montrer que : S — T, = /1 Pni(t)w(t) de
| A L
. SM, |
b. En déduire que : |S —T),| < 7= ou M,, = sup |P,(1)].
[P (1) tef0.1]

(9) a. Démontrer I’existence et I'unicité d’une suite de polynémes (Pp,)nen
vérifiant les conditions suivantes :

Vn € N,degP,, = n et Vt € R, P,(sin® t) = cos(2nt).

b. Calculer P,(—1) pour tout n € N.
c. Donner une majoration explicite de |S — T;,| pour ce choix de poly-

nomes.

V. Méthode d’accélération de Romberg-Richardson pour les conver-
gences lentes

On suppose dans cette partie que la suite (u,) converge vers [ € R. Et on

suppose disposer un développement asymptotique de la forme u,, =1+ — +

na
1
O(ﬁ>,avec)\€R* et 0 < a<pf.
n
2%U9y, — Up,
On pose v, = ﬁ
1
(1) Montrer que (vy,) converge vers [ et v, — = O (ﬁ) .
n
n
(2) Dans le cas de u,, = P Inn, définie question I3, on la remplace
k=1

d’abord par u, de la question I8. Quel v,, doit-on considérer ensuite ?
Quel est 'ordre de grandeur de l'erreur ?




