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Feuille d’exercices : Topologie et espaces vectoriels normés

Normes et normes équivalentes

Exercice 1 (CCP) On se place sur E “ RrXs. Pour tout polynôme P “

n
ÿ

k“0

akX
k (où n ě degP ), on définit

N1pP q “
n
ÿ

k“0

|ak| et N2pP q “ max
0ďkďn

|ak|.

1. Démontrer succintement que N1 et N2 sont des normes sur E.

2. Démontrer que tout ouvert pour la norme N2 est ouvert pour la norme N1.

3. Démontrer que les normes N1 et N2 ne sont pas équivalentes.

4. Soit N P N fixé. On considère N 11 et N 12 les restrictions de N1 et N2 au sous-espace vectoriel F “ RN rXs. Sont-elles
équivalentes sur F ?

Exercice 2 (Mines) On définit pour P P E “ RrXs, N1pP q “ max
0ďtď1

|P ptq| et N2pP q “

d

P p0q2 `

ż 1

0

P 12ptq dt.

1. Démontrer succintement que N1 et N2 sont des normes sur E.

2. Sont-elles équivalentes ?

Exercice 3 (Mines)

1. On considère l’espace l1 muni de la norme N1 habituelle. On se fixe une suite bornée pαnqnPN P RN.

On considère N :

$

&

%

l1 Ñ R`
u “ punqn ÞÑ Npuq “

ÿ

nPN
|αnun| .

(a) Vérifier que N est bien définie. À quelle condition (CNS) sur pαnqnPN est-ce une norme sur l1 ?

(b) Dans ce cas, cette norme est-elle équivalence à N1 ?

2. On considère maintenant E “ l8 l’espace des suites bornées, muni de la norme N8. Soit α “ pαnqnPN P l
1.

On considère N :

$

&

%

E Ñ R`
u “ punqn ÞÑ Npuq “

ÿ

nPN
|αnun| .

(a) Vérifier que N est bien définie. À quelle condition (CNS) sur pαnqnPN est-ce une norme sur E ?

(b) Dans ce cas, cette norme est-elle équivalence à N8 ?

Exercice 4 (X) Soit N une norme sur un R-espace vectoriel E. On suppose qu’elle vérifie l’identité du parallélogramme.
Montrer que N provient d’un produit scalaire.

Exercice 5 (ENS) Trouver un espace vectoriel E, deux normes N1 et N2 sur E et une suite pxnq d’éléments de E
convergeant vers `1 pour N1, `2 pour N2 avec `1 ‰ `2.

Exercice 6 On se place sur E “ RrXs. Donner une norme pour laquelle la suite pXnqn converge vers 0, puis une
autre norme pour laquelle elle converge vers 1. Pour tout P P RrXs, existe-il une norme N sur E pour laquelle la suite
pXnqn converge vers P ?

Exercice 7 (SR) Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie.

1. Soient φ1 et φ2 deux produits scalaires sur E ; on note N1 et N2 les normes euclidiennes associées. On suppose :

@px, yq P V 2, φ1px, yq “ 0 ô φ2px, yq “ 0.

(a) Montrer : @px, yq P V 2, N1pxq “ N1pyq ñ N2pxq “ N2pyq.

(b) Montrer qu’il existe c ą 0 tel que N1 “ cN2 et φ1 “ c2 φ2.

2. On munit V d’un produit scalaire. Soit u P LpV q telle que pour tout px, yq P V 2, x et y sont orthogonaux si et
seulement si upxq et upyq sont orthogonaux. Montrer que u est une similitude.

Exercice 8 (Mines/Centrale) Soit n ě 2.

1. Montrer qu’une norme N sur E “MnpCq ne peut pas vérifier : p@pA,Bq P E2, NpABq “ NpBAqq p1q.
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2. Montrer qu’une norme N sur E “ MnpCq ne peut pas vérifier : @pA,P q P E ˆ GlnpCq, NpPAP´1q “ NpAq 2.
On pourra exhiber une matrice A semblable à 2A.

3. Soit N : E Ñ R` une semi-norme, i.e

#

@pα,Aq P Rˆ E, NpαAq “ |α|NpAq
@pA,Bq P E2, NpA`Bq ď NpAq `NpBq

telle que p2q. Montrer que

N est lipschitzienne, puis que p1q est vraie.

4. Montrer que AÑ |TrpAq| convient.

5. Montrer que @B P E, pNpBq “ 0q ñ p@A P E, NpA`Bq “ NpAqq.

6. En déduire toutes les N possibles. (On pourra montrer que (@i ‰ j, NpEi,jq “ 0) puis que (@A P E, TrpAq “ 0 ñ
NpAq “ 0.)

Topologie

Exercice 9 *(CCP/TPE) Soit pE,Nq un espace vectoriel normé. Soit F un sous-espace vectoriel de E d’intérieur non
vide. Montrer que F “ E.

Exercice 10 (Mines) Soit C une partie convexe d’un espace normé. Montrer que l’adhérence et l’intérieur de C sont
convexes.

Exercice 11 (X) Soit C une partie convexe dense de Rd. Montrer que C “ Rd.

Exercice 12 (Mines) Soient pE,Nq un espace normé réel, B “ tx P E ; Npxq ă 1u. Montrer que E et B sont
homéomorphes.

Exercice 13 (IMT) On considère E un espace vectoriel normé, A un ouvert de E et B une partie quelconque de E.

1. Montrer que AXB “ AXB.

2. Contre-exemple dans le cas où A est quelconque ?

Exercice 14 (Mines) Soient E un espace vectoriel normé et A une partie de E. On considère l’ensemble des parties
que l’on peut obtenir en appliquant successivement des passages à l’intérieur ou à l’adhérence à partir de A.

1. Montrer qu’il y en a au plus 7.

2. Donner une partie A telle qu’il y en ait exactement 7.

Exercice 15 (Mines) Soient pE, } }q un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E. Soit f : x P E ÞÑ

dpx,Aq “ inft}x´ a}, a P Au.

1. Montrer que f est 1-lipschitzienne.

2. Montrer que A est fermé si et seulement si A “ f´1pt0uq.

3. Montrer que tout fermé de E est intersection décroissante d’ouverts.

4. Montrer que tout ouvert est union croissante de fermés.

Exercice 16 (Centrale-X)

1. Quelle est la nature topologique de l’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite dans un espace vectoriel normé ?

2. Soit punqnPN telle que lim
nÑ`8

un`1 ´ un “ 0. Montrer que l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite est un

intervalle de R.

Exercice 17 (X-Mines)

1. Montrer que l’ensemble D “
"

k

2n
, n P N, k P rr0, 2nss

*

est dense dans r0, 1s.

2. Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Prouver que f est convexe sur I si et seulement si pour tout

px, yq P I2, f

ˆ

x` y

2

˙

ď
1

2
pfpxq ` fpyqq .

Exercice 18 *(X) Soit d P N˚. On munit RdrXs de sa topologie usuelle, on note Ud l’ensemble des polynômes unitaires
de degré d de RdrXs et Ad l’ensemble des polynômes de Ud simplement scindés sur R.

1. Montrer que Ad est ouvert dans Ud pour la topologie induite.

2. Déterminer l’adhérence de Ad.

Exercice 19 (SR) On appelle parfait de R toute partie non vide de R fermée sans point isolé. Montrer qu’un parfait
de R n’est pas dénombrable.
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Exercice 20 (ENS L) On veut montrer que R ne peut s’écrire comme union dénombrable de segments disjoints. On
suppose par l’absurde que R est l’union disjointe des ran, bns, pour n P N, où an ď bn. On pose E “ tan, n P NuYtbn, n P
Nu.

1. Montrer que E est fermé.

2. Montrer que E ne possède aucun point isolé.

3. Conclure.

Exercice 21 (Ulm)* Déterminer les polynômes P P RrX1, . . . Xns qui s’annulent sur une partie d’intérieur non vide
de Rn.

Exercice 22 (ENS) Soit pH, 〈 , 〉q un espace préhilbertien réel. On dit que punq converge faiblement si et seulement
s’il existe u P H tel que, pour tout v P H, 〈un, v〉Ñ 〈u, v〉.

1. Comparer la convergence faible et la convergence pour la norme euclidienne.

2. On pose dans la suite H “ `2pRq. Montrer que de toute suite bornée de H on peut extraire une sous-suite
convergeant faiblement.

3. Soient penq une famille orthonormée totale de H, panq P RN et, pour n P N, xn “ anen.

(a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que pxnq converge pour la norme hilbertienne.

(b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que pxnq converge faiblement.

Exercice 23 (ENS) Une partie A d’un espace normé est dite séparable si elle contient une partie dense au plus
dénombrable.

1. Montrer qu’un espace normé de dimension finie est séparable.

2. Montrer que, si A est une partie séparable d’un espace normé et B une partie de A, B est séparable.

3. Soient A une partie séparable d’un espace normé, pΩiqiPI une famille d’ouverts de A dont la réunion est A. Montrer
que l’on peut extraire de pΩiqiPI un recouvrement au plus dénombrable de A.

4. Étudier la réciproque de la question précédente.

Suites et fonctions

Exercice 24 (Mines) Soit f P LpRn,Rpq. Montrer que f est surjective si et seulement si l’image de tout ouvert par f
est un ouvert.

Exercice 25 (Ulm) Soient E et F deux espaces euclidiens. Soit f : E Ñ F telle que :

@r Ps0, 1s, @x P E, B
´

fpxq,
r

2

¯

Ă fpBpx, rqq Ă Bpfpxq, 2rq.

1. Montrer que f est continue et surjective.

2. Que peut-on dire de l’image par f d’un ouvert ? D’un fermé ?

3. Soit γ un chemin continu de r0, 1s dans F . Montrer qu’il existe un chemin c continu de r0, 1s dans E tel que
f ˝ c “ γ.

Exercice 26 (Lyon) On considère E un evn, X inclus dans E, et pour x dans E, on pose

ΠXpxq “ ty P X, @z P X, }z ´ y} ď }z ´ x}u .

1. Pour quelle partie Y incluse dans E peut-on trouver X et x tel que Y “ ΠXpxq ?

2. Si dpx,Xq “ 0 (et X ‰ txu), montrer que ΠXpxq est vide.

3. La réciproque de la question précédente est-elle vraie ?

4. On suppose que E possède aussi un produit scalaire. On suppose X convexe borné. Trouver l’ensemble des x tel
que ΠXpxq est vide.

Exercice 27 (Lyon) Soit f : Rn Ñ Rn qui est L-lipschitzienne pour la norme infinie avec L ă 1. On suppose que f
admet un point fixe x˚.

1. Montrer que toute suite définie par xn`1 “ fpxnq converge vers x˚.

2. Soit I une partie de J1, nK. On définit la fonction fI par pfIpxqqj “

#

pfpxqqj si j P I

pxqj sinon
. Montrer que fI est

1-lipschitzienne.
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3. On définit pIkqkPN un suite de partie de J1, nK telle que pour tout i P J1, nK, il existe une infinité de k P N tels que

i P Ik. On définit alors la suite pxkq comme la suite définie par récurrence par x0 P Rn et xk`1 “ fIkpxkq. Étudier
la convergence de pxkq.

Exercice 28 (Lyon) Soit E un espace préhilbertien.

1. Soit f P FpE,Eq ; on pose g : x ÞÑ
1

2
px ´ fpxqq. Montrer que f est 1-lipschitzienne si et seulement si @x, y P E,

xgpxq ´ gpyq|x´ yy ě }gpxq ´ gpyq}2,

On considère f P FpE,Eq 1-lipschitzienne, x1 P E. On suppose que f admet un point fixe x˚, et on pose

xn`1 “
1

2
pxn ` fpxnqq.

2. Montrer que @n P N, }fpxnq ´ xn} ď
2
?
n
}x1 ´ x

˚}.

3. Montrer que p}fpxnq ´ xn}q est décroissante et que p}xn ´ x
˚}q est décroissante.

Topologie réelle

Exercice 29 (X) Soit f une fonction de R dans R. On dit que f est semi-continue inférieurement (s.c.i.) si, pour tout
α P R, f´1ps ´ 8, αsq est fermé dans R.

1. Montrer que, si f est continue, alors f est s.c.i.

2. Donner un exemple de f s.c.i. mais non continue.

3. Montrer que f est s.c.i. si et seulement si, pour tout x P R et tout ε P R`˚, il existe un voisinage V de x dans R
tel que, pour tout y P V , fpyq ą fpxq ´ ε.

Exercice 30 (X) On note F l’ensemble des fonctions de r0, 1s dans r0, 1s, C l’ensemble des fonctions continues de F .
On note aussi

I “ tf P F, @a P r0, 1s, tx P r0, 1s, fpxq ď au est ferméu et

S “ tf P F, @a P r0, 1s, tx P r0, 1s, fpxq ě au est ferméu .

Enfin on note pour f P F et n P N, l’élément de F défini par :

@x P r0, 1s, Lnpfqpxq “ inf
yPr0,1s

fpyq ` n|x´ y|.

1. Montrer que C “ I X S.

2. Montrer que si f P F , Lnpfq est une suite croissante d’applications continues.

3. Soit f P F . Montrer que f P I si et seulement si il existe une suite de fonctions fn P C telles que pour tout
x P r0, 1s, fpxq “ sup

nPN
fnpxq.

Exercice 31 (X) Soit pa, bq P R2 avec a ď b. Pour tout x P ra, bs, on se donne εx ą 0 et on note Ix “sx´ εx, x` εxr.
Montrer que ra, bs est recouvert par un nombre fini de Ix.

Topologie sur les espaces de matrices

Exercice 32 *(Mines-X) On note E “MnpCq. Soit 0 ď p ď n. Soient Sp “ tM P E, rgpMq ě pu, Ip “ tM P E, rgpMq ď pu,
et Ap “ tM P E, rgpMq “ pu.

1. Montrer que Sp est ouvert, et Ip est fermé dans E.

2. Montrer que Ap n’est ni ouvert, ni fermé mais que Ap “ Ip (que retrouve-t-on dans le cas p “ n ?).

3. Donner l’intérieur et l’adhérence de chacun des ensembles ci-dessus.

Exercice 33 (IMT) (K “ R ou C)

1. Montrer que GlnpKq est un ouvert dense dans MnpKq.
2. Montrer que tM PMnpKq, M nilpotente u est un fermé non-compact, d’intérieur vide.

Exercice 34 *(Centrale) Soit A PMnpCq telle que pAkqkPN soit bornée. Pour tout p P N˚, on pose Bp “
1

p

p´1
ÿ

k“0

Ak.

1. Dans le cas où la suite pAkqk converge, que peut-on dire de la limite ?

2. Dans le cas général, montrer que la suite pBpqp admet au moins une valeur d’adhérence C. Puis montrer que
AC “ C.
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3. Montrer que C2 “ C puis que kerC “ ImpA ´ Inq et ImC “ kerpA ´ Inq (en identifiant les matrices aux
endomorphismes de Cn canoniquement associés).

4. Montrer que la suite pBpqp converge.

Exercice 35 (X) Soit A P MnpCq dont toutes les valeurs propres sont de module strictement inférieur à 1. Montrer
que la suite de terme général Ak tend vers 0.

Exercice 36 *(X-Mines-Centrale-ENS) Soient n P N˚, } } une norme sur Cn. On note }.}op :

$

’

&

’

%

MnpCq ÝÑ R`

A ÞÝÑ sup
XPCnzt0u

}AX}

}X}

appelée norme d’opérateur associée à }.}.
Pour A PMnpCq, on note ρpAq “ maxt|λ|, λ P SppAqu.

1. Montrer que pour toute matrice A ρpAq ď }A}op.

2. Montrer que ρpAkq “ ρpAqk pour k P N˚. Montrer que ρpAq ď }Ak}1{kop pour k P N˚.

3. Montrer que } }op est sous-multiplicative : @A,B PMnpCq, }AB}op ď }A}op}B}op.
4. Donner un exemple de norme sur MnpCq qui ne soit pas une norme d’opérateur.

5. Soit } }8,op la norme d’opérateur associée à la norme infinie } }8 sur Cn.

Soit A “ pai,jq1ďi,jďn PMnpCq. Montrer que }A}8,op “ max
1ďiďn

n
ÿ

j“1

|ai,j |.

6. Soit T P MnpCq triangulaire supérieure. Pour µ ą 0 réel, on pose Qµ “ Diagp1, µ, . . . , µn´1q. Calculer la limite
de }QµTQ

´1
µ }8,op quand µ tend vers `8.

7. Soient A PMnpCq et ε ą 0. Montrer qu’il existe une norme d’opérateur N sur MnpCq telle que NpAq ď ρpAq` ε.

8. Montrer que ρpAq “ lim
kÑ`8

}Ak}1{kop .

9. En déduire l’équivalence entre :
— lim

kÑ8
Ak “ 0

— @X PMn,1pCq, lim
kÑ8

AkX “ 0

— ρpAq ă 1.
— il existe sur Cn une norme } } telle que la norme d’opérateur subordonnée }A}op| ă 1
— il existe M semblable à A telle que }M}8,op ă 1 avec }.}8,op la norme subordonnée à } .}8.

Exercice 37 (Mines) Soient n P N˚, pAkqkě0 et pBkqkě0 deux suites d’éléments de MnpRq convergeant respectivement
vers A et B.

1. On suppose que, pour tout k P N, Ak et Bk sont semblables. Les matrices A et B sont-elles semblables ?

2. Que dire si, pour tout k P N, Ak et Bk sont orthogonalement semblables ?

Exercice 38 (Mines)

1. Soit P P RrXs unitaire de degré n P N˚. Montrer que P est scindé sur R si et seulement si :

@z P C, |P pzq| ě |Impzq|n.

2. Montrer que l’ensemble des matrices de MnpRq trigonalisables est fermé.

3. Quelle est l’adhérence de l’ensemble des matrices diagonalisables de MnpRq ?

Exercice 39 *(Centrale-X)

1. Montrer que dans MnpCq l’ensemble des matrices diagonalisables est dense.

2. Montrer que dans MnpRq l’ensemble des matrices diagonalisables est dense dans l’ensemble des matrices trigona-
lisables.

3. Quel est l’intérieur des matrices diagonalisables dans MnpCq ? (* Et dans MnpRq ?).

Exercice 40 (Mines)

1. Si n P N˚, montrer que GLnpRq est dense dans MnpRq.
2. Montrer que, pour n “ 2 et n “ 3, OnpQq est dense dans OnpRq. Que dire pour n quelconque ?

Exercice 41 *(X-ENS-Mines) Pour M PMnpCq, on pose SpMq “
 

P´1MP, P P GLnpCq
(

.

1. Montrer que pour tout réel ε ą 0, il existe T P SpMq triangulaire supérieure dont tout coefficient hors-diagonal
est de module inférieur à ε.
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2. Montrer que M est diagonalisable si et seulement si SpMq est fermé dans MnpCq.
3. Montrer que M est nilpotente si et seulement si la matrice nulle est adhérente à SpMq.

4. Caractériser les matrices A pour lesquelles SpAq est borné.

Exercice 42 (SR) On munit GLnpCq de la norme subordonnée à la norme } }8. Déterminer le plus petit a ą 0 tel
qu’il existe un sous-groupe non trivial de GLnpCq inclus dans la boule fermée BpIn, aq.

Exercice 43 (X) Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n ą 0.

1. Montrer que pour tout u P GLpEq il existe un unique polynôme Iu P CrXs de degré minimal tel que u´1 “ Iupuq,
et justifier que deg Iu ă n.

2. Étudier la continuité de u P GLpEq ÞÑ Iu P Cn´1rXs.

Exercice 44 *(U) Soit n P N˚. Déterminer l’ensemble des points de continuité de l’application de MnpCq dans CnrXs
qui à une matrice associe son polynôme minimal.

Topologie sur les espaces de suites et de fonctions

Exercice 45 * (Centrale) On considère E “ tpunqnPN P RN, suite bornéeu munie de la norme infinie N8.

1. L’ensemble G des suites nulles à partir d’un certain rang est-il un ouvert de E ? Un fermé ?

2. On note G0 “ V ecttep, p P Nu. Montrer que G “ G0.

3. Déterminer l’adhérence de G.

Exercice 46 (Mines) On considère l1 muni de la norme N1. Soit F “ tx P l1, @n P N, xn ě 0u. Montrer que F est un
fermé d’intérieur vide.

Exercice 47 (Mines) Soit E “ C0pr0, 1s,Rq muni de la norme infinie.

1. Soit F “ tf P E, fp0q “ fp1q “ 0u. Déterminer l’adhérence et l’intérieur de F .

2. Répondre à la même question si E est muni de la norme }}1.

3. Montrer que A “ tf P E, fp0q “ 0 et

ż 1

0

fpxq dx ě 1u est fermé.

4. Déterminer dp0, Aq et montrer que celle-ci n’est pas atteinte.

Exercice 48 (Mines) On considère l1 et F la sphère unité de l1 pour la norme N1. Dans pl1, N8q, F est-il ouvert ?
Fermé ? Compact ? Borné ?. Et la boule unité de l1 ?

Exercice 49 (X) Soit pεnqn une suite qui tend vers 0. K “
 

panqn P l
2, @n, |an| ď εn

(

Ă l2 . Montrer que K est

compact si et seulement pεnq P l
2 ?

Exercice 50 (U) On munit l’espace E des suites réelles bornées de la norme } }8. On note F le sous-espace vectoriel
des suites réelles convergentes et G le sous-espace vectoriel des suites qui tendent vers 0.

1. Existe-t-il un isomorphisme linéaire bicontinu de pF } }8q sur pG, } }8q ?

2. Existe-t-il un isomorphisme linéaire isométrique de F sur G ?

Exercice 51 (ENS) Soit panqnPN une suite de réels strictement positifs tendant vers `8. On note E l’ensemble des
suites dont la série est absolument convergente, et F l’ensemble des suites réelles u telles que la série des punanqnPN soit

absolument convergente. Pour u P E, on pose N1puq “
ÿ

nPN
|un|, et pour u P F on note N2puq “

ÿ

nPN
|anun|.

1. Montrer que F est une partie de E dense pour N1.

2. Montrer que la boule unité fermée de pF,N2q est compacte dans l’espace pE,N1q.

Applications linéaires continues

Exercice 52 (CCP) Soit pE, }}q un espace vectoriel normé. On note B le sous-espace vectoriel de EN formé de suites
bornées d’éléments de E. On munit B de la norme suivante :

@u “ punqnPN, ~u~ “ sup
nPN

}un}.

On considère φ :

#

B Ñ B

x “ pxnqnPN ÞÑ pxn`1 ´ xnqnPN
. Montrer que φ est un endormorphisme continu de E.
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Exercice 53 * (Mines) Montrer qu’un hyperplan de E est dense ou fermé dans E.

Exercice 54 (Ulm) Donner un exemple de forme linéaire non continue.

Exercice 55 *(X-Mines) Soit E un espace vectoriel normé et φ P E˚. Montrer que φ est continue si et seulement si
kerφ est fermée.

Exercice 56 *(Mines) Soit E un espace vectoriel normé, dont la sphère unité est notée S, et soit u P LpEq. Montrer
l’équivalence entre les conditions suivantes :

(i) u est continue

(ii) u´1pSq est un fermé de E

(iii) l’image par u de toute suite bornée est une suite bornée ;

(iv) l’image par u de toute suite convergeant vers 0 est une suite convergeant vers 0.

Exercice 57 (Mines) Soient n P N˚ et } } une norme sur MnpRq. Pour u P L pMnpRqq, on pose

Npuq “ sup

"

}upMq}

}M}
, M PMnpRqzt0u

*

.

Soient φ : M P MnpRq ÞÑ M ` tM , ψ : M ÞÑ M ´ tM . Pour M “ pmi,jq1ďi,jďn dans MnpRq, on pose }M}1 “

max
1ďi,jďn

|mi,j | et }M}2 “ max
1ďiďn

n
ÿ

j“1

|mi,j |. Calculer Npφq et Npψq pour ces deux normes sur MnpRq.

Exercice 58 *(Mines) Soit E “ C0pr´1, 1s,Rq muni de la norme de la convergence uniforme. Pour f P E on pose

ϕpfq “

ż 1

0

fptq t. ´

ż 0

´1

fptq t..

1. Montrer que ϕ est une forme linéaire continue sur E et calculer |||ϕ|||.

2. Existe-t-il f unitaire telle que |ϕpfq| “ |||f ||| ?

Exercice 59 (Mines) Soient E un R-espace vectoriel normé et f : E Ñ E bornée sur la boule fermée unité et telle
que : @px, yq P E2, fpx` yq “ fpxq ` fpyq. Montrer que f est une application linéaire continue.

Exercice 60 (Mines) Soient a ď x0 ă ¨ ¨ ¨ ă xn ď b, E “ C0
`

ra, bs,R
˘

muni de la norme infinie, et En le sous-espace
vectoriel constitué des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal à n.

1. Soit f P E. Montrer qu’il existe un unique P P En tel que : @i P rr0, nss, P pxiq “ fpxiq.

2. Montrer que l’application φ : E Ñ En ainsi définie est continue.

3. Montrer qu’il existe Q P En tel que }f ´Q}8 “ inf
 

}f ´R}8 , R P En
(

.

Exercice 61 (ENS-X) On considère les espaces E “ l8 muni de la norme }.}8, et l1 muni de la norme }.}1. On notera
également c0 le sous-espace vectoriel de E constitué des suites qui tendent vers 0.

Pour tout a “ panqn P l
1, on note φa :

$

’

&

’

%

E Ñ C

u “ punqn ÞÑ

8
ÿ

n“0

anun
.

1. Montrer que φa est bien définie, linéaire et continue sur E. Que vaut }φa} “ sup
xPEzt0Eu

|φapxq|

}x}8
?

2. On note ψa la restriction de φa à c0. Montrer que l’application ψ :

#

l1 Ñ Lcpc0,Cq
a ÞÑ ψa

est une isométrie bijective.

Exercice 62 (L) Soit n P N˚ et soit p ą 1.

1. Montrer que la norme x ÞÑ }x}p est une norme sur Rn.

2. On veut montrer que l’ensemble des formes linéaires continues pour cette norme est isométrique à un autre evn.
Avez-vous une idée duquel il s’agit ? Le justifier.

Exercice 63 (L) Soit n P N˚.

1. Montrer que pX,Y q ÞÑ xX,Y y “ TrpXTY q définit un produit scalaire sur MnpRq. On note ‖¨‖Tr la norme associée.

2. Soit M PMnpRq. Montrer que

L :

#

MnpRq Ñ LpMnpRqq
M ÞÑ pX ÞÑMXq

est un morphisme d’algèbre injectif.
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3. On note |||¨|||Tr la norme triple associée à ‖¨‖Tr. Si M PMnpRq, montrer que |||LpMq|||Tr ď |||M |||2 (norme subor-
donnée à la norme 2 sur Rn).

Exercice 64 (X) Soit E “

"

f P C0pr0, 1s,Rq,
ż 1

0

f “ 0

*

.

Pour f P E, on pose Φpfq : x P r0, 1s ÞÑ

ż 1

0

t fptq dt`

ż x

0

fptq dt.

1. Soit f P E. Montrer que Φpfq est dans E.

2. Montrer que Φ est continue pour } }8.

3. Soit C tel que : @f P E, }Φpfq}8 ď C}f}8. Montrer que C ě 1{4. Déterminer la constante C optimale.

Exercice 65 (ENS) Si pE1, N1q et pE2, N2q sont deux espaces normés réels, une application linéaire T de E1 dans E2

est dite compacte si, pour toute suite pxnqně0 bornée de pE1, N1q, la suite pT pxnqqně0 admet une valeur d’adhérence
dans pE2, N2q. Montrer que, si f P LpE1, E2q est compacte, elle est continue. Que dire de la réciproque ?

Exercice 66 (X) Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, F un sous-espace vectoriel strict de E et φ
une forme linéaire sur F vérifiant : @x P F , |φpxq| ď }x}.

1. Montrer que pour tous x, z dans F et pour tout y P E, φpxq ´ }x´ y} ď }y ` z} ´ φpzq.

2. Montrer que l’on peut prolonger φ en une forme linéaire ψ sur E telle que : @x P E, |ψpxq| ď }x}..

Exercice 67 (PLSR) On fixe un entier n ě 1.

1. Déterminer les plus petites constantes C et C 1 telles que @X P Rn, }X}2 ď C }X}8 et }X}8 ď C 1 }X}2.

2. Soit A PMnpRq telle que @X P Rn, }AX}2 ě }X}8. Montrer qu’il existe X P Rn telle que }AX}2 ě
?
n }X}8.

3. Pour deux espaces vectoriels normés E et F de dimension finie, et f P LpE,F q, on note }f} “ sup
xPE, }x}E“1

}fpxq}F .

Lorsque dimE “ dimF , on note dpE,F q “ inf
 

}f} ˆ }f´1}, f P LpE,F q isomorphisme
(

. Déterminer dpE,F q
lorsque E “ Rn est muni de } }2, et F “ Rn muni de } }8.

Exercice 68 (Ulm) Soient n P N et A P MnpRq qui vérfie que ses lignes sont unitaires, et qu’il existe ε ą 0 tel que
pour tout i, dpLi, V ectj‰ipLjqq ą ε. Montrer que :

1. A est inversible

2. sup
‖x‖1“1

‖A´1x‖2 ď
1

ε
.

Compacité

Exercice 69 (Mines) Soient E un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel de dimension finie.

1. Montrer que : @x P E, Dy P F, dpx, F q “ }y ´ x}.

2. On suppose que F ‰ E. Montrer qu’il existe u P E tel que dpu, F q “ }u} “ 1.

3. En déduire que Bf p0, 1q est compact si et seulement si E est de dimension finie.

Exercice 70 (Mines) Déterminer les sous-groupes compacts de C˚.

Exercice 71 (Mines)

1. Soient f une fonction continue de Rn dans R et N une norme sur Rn. Montrer l’équivalence entre :
(i) |fpxq| Ñ `8 lorsque Npxq Ñ `8 ;
(ii) l’image réciproque de tout compact par f est un compact.

2. Soit f une fonction continue de Rn dans Rn. On suppose que l’image réciproque de tout compact par f est un
compact. Montrer que l’image directe de tout fermé par f est un fermé.

3. La réciproque du résultat précédent est-elle vraie ?

Exercice 72 (X) Soient A et B deux parties d’un espace vectoriel normé E.

1. Si A et B sont compactes, montrer que A`B est compact.

2. Que dire si A et B sont fermées ?

Exercice 73 *(Centrale-ENS) Soit E un espace vectoriel normé.

1. Si K1 et K2 sont des parties compactes non vides, montrer que dpK1,K2q est atteinte.

2. On suppose que E est un espace vectoriel normé de dimension finie. Expliquer que dans ce cas, la distance entre
un compact et un fermé est atteinte.
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3. Soient K un compact et F un fermé de E. Montrer (avec un contre-exemple) que la distance dpK,F q n’est elle
pas toujours atteinte.

4. Soient K un compact et F un fermé de E. On suppose que K X F “ H. Montrer que dpK,F q ą 0.

5. Donner l’exemple de deux fermés disjoints (par exemple dans R2) F1 et F2 tels que dpF1, F2q “ 0.

Exercice 74 * (X-Centrale)

1. Montrer que si pKnqnPN est une suite décroissante de compacts non vides alors
č

nPN
Kn est un compact non vide.

2. On considère E “ C0pr0, 1s,Rq muni de la norme infinie. Soit D “ prnqnPN une partie dénombrable dense de r0, 1s.

On considère Fn “

"

f P E, }f}8 ď 2, @k P rr0, nss, fprkq “ 0, et

ż 1

0

fptq dt “ 1

*

. Montrer que les Fn sont des

fermés bornés convexes embôıtés non vides. Déterminer
č

nPN
Fn.

Exercice 75 *(Mines) Soient pE, } }q un espace vectoriel normé, K une partie compacte non vide de E.

1. Soit pLnqně0 une suite décroissante de fermés non vides inclus dans K. Montrer que
č

nPN
Ln ‰ H.

2. Soit pfnq une suite décroissante de fonctions continues de K dans R qui converge simplement vers une fonction
continue g : K Ñ R. Montrer que la convergence est uniforme.

Exercice 76 (Centrale) Soient pE,Nq et pE1, N 1q deux espaces vectoriels normés. Soit d P N. Pour P pXq “ p0 `
p1X ` ¨ ¨ ¨ ` pdX

d P RdrXs on pose }P } “ maxp|p0|, ..., |pd|q.

1. Vérifier que l’application } } est une norme sur RdrXs.
2. Soit pynqnPN une suite d’éléments de E, convergeant vers ` P E. Montrer que l’ensemble Y “ tyn, n P Nu Y t`u

est compact.

3. Soit f : E Ñ E1 continue telle que, pour tout compact K de E1, f´1pKq est un compact de E. Montrer que, si F
est un fermé de E, alors fpF q est un fermé de E1.

4. Soit P P RdrXs un polynôme unitaire. Montrer que, si x P R est une racine de P telle que |x| ą 1, alors
|x| ď }P } ` 1. En déduire que l’ensemble des polynômes unitaires et scindés de RdrXs est fermé dans RdrXs.

Exercice 77 (Centrale) Soient E et F deux espaces normés réels de dimension finie, f une application continue de E
dans F . On dit que f est propre si, pour tout compact K de F , f´1pKq est un compact de E.

1. On suppose que f est propre. Montrer que l’image par f d’un fermé de E est un fermé de F .

2. Montrer que f est propre si et seulement si }fpxq} ÝÑ
}x}Ñ`8

`8.

Exercice 78 *(Mines-Centrale)

1. Soient C un compact non vide d’un espace normé pE, } }q et f : C Ñ C vérifiant, pour x ‰ y, }fpxq ´ fpyq} ă
}x´ y}. Montrer que f possède un unique point fixe, que l’on note z.

2. Soit pxnqnPN P K
N telle que @n P N, xn`1 “ fpxnq. Montrer que pxnqnPN converge vers z.

3. Que peut-on dire si on remplace l’inégalité stricte par une inégalité large ?

4. (PLSR) Soient C un compact convexe non vide d’un espace normé pE, } }q et f : C Ñ C vérifiant, pour tous x, y,
}fpxq ´ fpyq} ď }x´ y}. Montrer que f possède un point fixe.

Exercice 79 *(X) Soient u un endomorphisme continu d’un espace vectoriel normé E et K un compact, convexe, non

vide de E, stable par u. On pose pour tout n P N˚, vn “
1

n

n´1
ÿ

k“0

uk.

1. Montrer que vnpKq Ă K.

2. Majorer indépendamment de x P K, }upvnpxqq ´ vnpxq}.

3. En déduire que u admet un point fixe dans K.

Exercice 80 (ENS) On se donne un espace euclidien E dont la norme est notée N , et G un sous-groupe compact de
GLpEq. Pour x P E, on pose }x} “ sup

gPG
Npgpxqq.

1. Montrer que } } est une norme sur E.

2. Montrer que }gpxq} “ }x} pour tout x P E et tout g P G.

3. Montrer que } } est strictement convexe, i.e. que l’inégalité triangulaire n’est une égalité que pour un couple de
vecteurs positivement colinéaires.
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4. Soient K un compact convexe non vide de E, f P LpEq telle que fpKq Ă K. Montrer que f a un point fixe dans

K. Ind. Fixer a P K et considérer, si k P N, xk “
1

k ` 1

k
ÿ

i“0

f ipaq.

5. On suppose à présent que K est stable par tous les éléments de G. Montrer que les éléments de G ont un point
fixe commun dans K. On admettra la propriété de Borel-Lebesgue : si pFiqiPI est une famille de fermés de K dont
toute intersection finie est non vide, alors XiPIFi est non vide.

Exercice 81 (Mines) Soient n ě 2, K un compact de Rn et ε ą 0. Une partie A Ă K est ε-séparée si, pour tous x,
y P A tel que ‖x´ y‖ ă ε, on a x “ y.

1. Montrer qu’il existe un entier Mpεq tel que toute partie ε-séparée de K est de cardinal inférieur à Mpεq et il existe
une partie ε-séparée de K de cardinal Mpεq.

2. Soit f : K Ñ K. On suppose que, pour tous x, y P K, ‖fpxq ´ fpyq‖ “ ‖x´ y‖. Montrer que f est surjective.

Exercice 82 (Mines-Centrale) Soit K un compact d’un espace vectoriel normé. Soit f une application continue de K
dans K telle que pour tout px, yq P K2, }fpxq ´ fpyq} ě }x´ y}. Montrer que f est un homéomorphisme. Puis montrer
que f est une isométrie.

Exercice 83 (X) Soit F (resp. K) une partie fermée (resp. compacte) d’un espace vectoriel E de dimension finie. Si A
est une partie de E, on appelle enveloppe convexe de A le plus petit convexe contenant A.

1. L’enveloppe convexe de F est-elle nécessairement fermée ?

2. L’enveloppe convexe de K est-elle nécessairement compacte ?

Exercice 84 (X) Soient ρ ą 1 et Aρ “

#

`8
ÿ

n“1

εn
ρn
, pεnqně1 P t´1, 1uN

˚

+

. Montrer que Aρ est un compact de R.

Exercice 85 *(PLSR-X) Soient E un R-espace vectoriel de dimension n et px1, . . . , xmq une famille de vecteurs de E.

1. Montrer que toute combinaison linéaire à coefficients positifs des xi peut s’écrire comme combinaison linéaire à
coefficients positifs d’une sous-famille libre des xi.

2. Montrer que toute combinaison linéaire convexe, c’est-à-dire à coefficients positifs et de somme égale à 1, des xi
peut s’écrire comme combinaison linéaire convexe de n` 1 vecteurs de E (Théorème de Carathéoodory.)

3. Montrer que l’ensemble F des combinaisons linéaires à coefficients positifs des xi est fermé.

4. Soit A une partie compacte de E. Montrer que l’enveloppe convexe de A est compacte.

5. Soit f P C0pr0, 1s,Rnq. Montrer qu’il existe des nombres t1 . . . , tn`1 dans r0, 1s, des nombres réels positifs λ1, . . . , λn`1

tels que λ1 ` ¨ ¨ ¨ ` λn`1 “ 1 et

ż 1

0

f “
n`1
ÿ

i“1

λifptiq.

6. Soit f : r0, 1s Ñ R2 continue. Montrer que

ż 1

0

fptq dt appartient au segment formé par deux points de l’image de

f .

Espaces de fonctions sur K compact

Exercice 86 *(X-ENS) On considère A l’anneau Cpr0, 1s,Rq. Pour c P r0, 1s, on note Ic “ tf P A ; fpcq “ 0u.

1. Soit pFiqiPI une famille de fermés de r0, 1s telle que, pour toute partie finie J de I, on ait XiPJFi ‰ H. Montrer
que XiPIFi ‰ H.

2. Soit I un idéal de l’anneau C0
`

ra, bs,R
˘

, distinct de C0
`

ra, bs,R
˘

. Montrer qu’il existe x0 P r0, 1s tel que, pour
toute f P I, fpx0q “ 0, soit I Ă Ix0

.

3. Montrer que Ic est un idéal de A et que les seuls idéaux de A contenant Ic sont A et Ic.

4. Montrer que Ic n’est pas de la forme fA pour un f de A.

5. Montrer que Ic n’est pas de la forme f1A` ¨ ¨ ¨ ` fmA où m P N˚ et où les fi sont des éléments de A.

Exercice 87 (ENS) Soit K une partie d’un espace vectoriel normé E. On suppose que pour toute famille pUiqiPI
d’ouverts de E telle que K Ă

ď

iPI

Ui, il existe une partie finie J de I telle que K Ă
ď

jPJ

Uj . Déterminer les morphismes

d’anneaux continus de C0pK,Rq vers R.

Exercice 88 (X) Soient C l’algèbre des fonctions continues de r0, 1s dans R, A une sous-algèbre de C, A l’adhérence
de A pour la norme } }8.
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1. Montrer que, si f et g sont dans A, il en est de même de minpf, gq. On admettra que si f P A, alors |f | P A, voir
chapitre suite de fonctions.

2. Soient m P N˚, f1, . . . , fm dans A. Montrer que minpf1, . . . , fmq et maxpf1, . . . , fmq sont dans A.

On suppose désormais que A sépare les points : pour a et b dans r0, 1s distincts, il existe f P A telle que fpaq ‰ fpbq.

3. Soient a et b deux éléments distincts de r0, 1s, α et β deux nombres réels. Montrer qu’il existe f P A tel que
fpaq “ α et fpbq “ β.

On admet que, de tout recouvrement ouvert de r0, 1s, on peut extraire un recouvrement fini.

4. Soit f P C. Montrer que, pour ε P R`˚ et x P r0, 1s, il existe gx P A telle que gxpxq “ fpxq et gx ď f ` ε.

5. Montrer que A “ C.

Espaces complets

Exercice 89 (X-Centrale) Soit pE, } }q un espace vectoriel normé. On dit qu’une suite pxnqně0 d’éléments de E est
une suite de Cauchy si : @ε ą 0, DN P N, @n,m ě N , }xn ´ xm} ď ε. On dit que pE, } }q est un espace de Banach

si toute suite de Cauchy est convergente. On note `1 l’ensemble des suites pxnq P RN telles que
ÿ

|xn| converge. Pour

x “ pxnqnPN P `
1, soit }x}1 “

`8
ÿ

n“0

|xn|.

1. Montrer que p`1, } }1q est un espace de Banach.

2. On note `8 l’espace de suites bornées pxnq P RN. Pour x “ pxnqnPN P `
8, soit }x}8 “ supt|xn| ; n P Nu. Si φ est

une forme linéaire continue sur `1, on pose

}φ}op “ sup
 

|φpxq| ; x P `1, }x}8 “ 1
(

. Pour x “ pxnqnPN P `
8, soit θx l’application de `1 dans R définie par

@y “ pynqnPN P `
1, θxpyq “

`8
ÿ

n“0

xnyn. Montrer que x ÞÑ θx est une isométrie linéaire et bijective de `8 sur l’espace

des formes linéaires continues sur `1, ce dernier espace étant muni de la norme } }op.

Exercice 90 (X) Soit pE,Nq un espace vectoriel normé. On dit qu’une suite pxnqně0 d’éléments de E est une suite
de Cauchy si : @ε ą 0, Dp P N, @n,m ě p, Npxn ´ xmq ď ε. On dit que pE,Nq est un espace de Banach si toute suite
de Cauchy est convergente. On suppose dans la suite que pE,Nq un espace de Banach.

1. Soit pUnqně1 une suite d’ouverts denses de E. Montrer que
`8
č

n“1

Un est dense dans E.

2. Soient pF,N 1q un espace normé réel, pTiqiPI une famille d’applications linéaires continues de E dans F . On
suppose que, pour tout x P E, la famille pTipxqqiPI est bornée. Montrer que p}Ti}opqiPI est bornée, où }Ti}op “
sup

 

N 1pTipxqq ; x P E, Npxq “ 1
(

.

Ind. Considérer, pour n P N˚, Un “

"

x P E ; sup
iPI

N 1pTipxqq ą n

*

.

Exercice 91 (X) On munit E “ C0pr0, 1s,Rq de la norme de la convergence uniforme. On admet que, dans cet espace
normé, toute intersection dénombrable d’ouverts denses est dense dans E. En déduire que l’ensemble des fonctions
continues nulle part dérivables est dense dans E.

Exercice 92 (X) Soient A une C-alèbre et }.} une norme sur A. On suppose, sauf pour la question bq que : @px, yq P
A2, }xy} ď }x}}y}. Pour a P A, on définit Spaq “ tλ P C, a´ λ1A R A

˚u, où A˚ désigne le groupe des inversibles de A.

1. On se place dans le cas A “ RX avec X un ensemble fini non vide. Soir f P A. Montrer que Spfq est fini et
l’expliciter.

2. On considère ici A une sous-algèbre de MnpCq et }M} “ max
1ďiďn

n
ÿ

j“1

|mi,j |. Soit M P A. Montrer que SpMq est fini.

3. On suppose A de dimension finie. Montrer que Spaq est compact pour tout a P A.

4. On suppose que dans A toute série absolument convergente est convergente. Montrer que Spaq est compact pour
tout a P A.

5. On revient au cas où A est de dimension finie. Montrer que tout morphisme d’algèbres de A dans C est 1-
lipschitzien.

Connexité par arcs

Exercice 93 Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie n ě 2. Si H est un hyperplan EzH est-il connexe
par arcs ? Si F est un sous-espace vectoriel de dimension inférieure ou égale à n´ 2, EzF est-il connexe par arcs ?
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Exercice 94 (Ulm) Soit E un espace vectoriel réel normé, et soit H un hyperplan de E. Montrer que EzH est connexe
par arcs si et seulement si H n’est pas fermé.

Exercice 95 *(ENS-Mines) Soit n P N˚.

1. Est-ce que GLnpCq est connexe par arcs ?

2. Et GLnpRq ? Déterminer ses composantes connexes par arcs.

Exercice 96 Montrer que l’ensemble des matrices de MnpRq diagonalisables est connexe par arcs.

Exercice 97 (Mines) Montrer que l’ensemble des matrices de MnpKq nilpotente est connexe par arcs.

Exercice 98 (Mines) Soient C une partie convexe d’un espace normé réel E, D une partie de E telle que C Ă D Ă C.
Montrer que D est connexe par arcs.

Exercice 99 (Mines) Montrer que OnpRq est une partie compacte de MnpRq ; en déterminer les composantes connexes
par arcs.

Exercice 100 (X) Soit M PM2pRq. Montrer que la classe de similitude de M est connexe par arcs si et seulement si
M est diagonalisable.

Exercice 101 *(X-Mines) Soient n P N˚, Sn “ tA P MnpRq ; A2 “ Inu. Déterminer les composantes connexes par
arcs et les points isolés de Sn.

Exercice 102 (ENS) On fixe n P N˚. Une matrice M de MnpRq est dite bistochastique lorsque tous ses coefficients
sont positifs ou nuls et que la somme de ses coefficients sur une ligne ou une colonne quelconque vaut 1. On note DnpRq
l’ensemble formé par ces matrices. Montrer que DnpRq est compact et connexe par arcs.

Exercice 103 (X) On munit Rd d’une norme }.} et on pose pour M PMdpRq, |||M ||| “
ÿ

}x}“1

}Mx}.

1. Montrer que |||.||| est une norme sous-multiplicative.

2. Soit punqn P RN telle que la série
ÿ

|un ´ 1| converge. Montrer que
ź

nPN
un converge.

3. Soit pMnq P pMnpRqqN telle que
ÿ

nPN
|||Mn ´ Id||| converge et σ une bijection de N dans N. On pose, pour n P N,

un “Mσp0q . . .Mσpnq. Montrer que la suite punqn converge vers une limite uσ.

4. On pose P “ tuσ, σ bijection de N dans Nu. Est-il fermé dans MdpRq ?

5. Soit k P N˚. Existe-il pMnqn P pMdpRqqN telle que P possède exactement k composantes connexes (infinies) ?

Exercice 104 (U) Soient pKnqn une suite décroissante de compacts connexes par arcs de Rd. Est-ce que
č

nPN
Kn est

nécessairement connexe par arcs ?
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