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Si f est une fonction continue de R dans C, 2w-périodique, on définit, pour tout
n € 7, son n-ieme ceefficient de Fouriet par
~ 1 ™
fln) =

= t)e” "t dt.
o | T)e

On admettra que si deux fonctions f et g continues de R dans C, 2w-périodiques,
ont les mémes coefficients de Fourier, alors elles sont égales.
On note D(0, R) le disque fermé du plan complexe de centre 0 et de rayon R.

a. Soit g une fonction de R dans C continue, 27-périodique. Montrer

que la fonction h définie sur R par

h(x) L

=5 | K09t di

est continue, 2m-périodique et que ses coefficients de Fourier fz(n)
vérifient

e the stipule h(n) = K(n)g(n).
a,b] x [c,d] alor H(z,y) d dx = H(z,y) dz | dy. 11
[a,8] x e, d] alors /a (/C () y) /c (/a (=.9) ) Y b. Montrer que lim |k(n)| =0 et que |f(n)| = (f )|

On pourra utiliser le théoreme de Fubini qui stipule que si H est continue sur

On pourra enfin se servir du résultat suivant (inégalité de Hadamard), admis n—r0o n?
sans démonstration : si A = (a;;)1<ij<n est une matrice carrée de taille n & c¢. Montrer que si z € C est tel que pour tout n € Z, zK(n) # 1,
coefficients complexes, alors I’équation (F) posseéde une et une seule solution dont on donnera le
n développement en série de Fourier.
| det AJ < n = (szu ]p |ai7j|) ’ (3) Considérons I’équation intégrale de parametre z € C et de fonction in-

connue ¢, : R — C de classe C! :
I. Premiére partie : étude de quelques équations intégrales

(1) Un premier exemple : Soit f : [0,1] — C une fonction continue. Consi-
dérons 1’équation intégrale de parametre z € C, z # 1, et de fonction
inconnue ¢, : [0,1] — C continue :

(H.)  ¢u(x) — z/o bu(t) dt = e,

Montrer que si ¢, est solution de (H,), ¢, vérifie une équation différen-
1 ey tielle linéaire du premier ordre a coefficients constants.
(E.) b= (z) — Z/o e Y. (y) dy = f(x). En déduire les solutions de (H.).

a. Considérons ¢, une solution de cette équation. Posons &, = II. Deuxiéme partie : quelques considérations d’algebre linéaire

1
e_quZ (y) dy. Ecrire une relation simple exprimant &, en fonc- (1) a. Soit A un endomorphisme d’un C-espace vectoriel E vérifiant A% =
A. On note Idg l'identité de E. Montrer que lorsque z # 1, ’endo-

0
tion de z et f. morphisme Idg — zA de E est inversible et donner son inverse.

b. En déduire que si z # 1, (E,) posséde une et une seule solution que

Pon explicitera. b. On note C([0,1],C) lespace des fonctions continues sur [0, 1] & va-

leurs complexes. Considérons I’application

(2) Soient f et K deux fonctions de R dans C, 27-périodiques, f étant de ([0,1,C) — ¢([0,1],C)

classe C? et K de classe C*. Considérons Péquation intégrale de pa- A- 1
rametre z € C et de fonction inconnue ¢, : R — C continue et 27- 1) — Ag:x— A¢(x) :/ " Y(y) dy.
périodique : 0
z [T Montrer que A est linéaire et vérifie A2 = A. Montrer que si z # 1,
(£2) ¢x(2) — o K(z —t)¢:(t) dt = f(z) Id — zA est inversible et retrouver le résultat de la question 1b.
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(2) On note Car (R, C) I'espace des fonctions continues sur R, & valeurs com-
plexes et 2m-périodiques. Plagons nous sous les hypotheses de la question
12, et considérons I'opérateur

Cor(R,C) — C2:(R,C)
A ) »—>141<;5:3v»—>A(;5(ac):i

o= | K(@—0)é() dt.

—T
a. Montrer que A est linéaire et que ses valeurs propres sont les K (n),
n € 7.

b. Supposons que pour tout n € Z, K (n) # 1. Proposer une condition
suffisante pour que Id — zA soit inversible.

III. Troisieme partie : équations intégrales, le cas général
Dans la suite du probléme, on considére un intervalle fermé borné [a, b], une
fonction continue f : [a,b] — C, et une fonction continue N : [a,b] X [a,b] —

C. On note M = sup  |N(z,y)|. On considere I’équation intégrale de
(z,y)€lab]?
parametre z € C et de fonction inconnue ¢, : [a,b] — C :

b
L) éu(x) = / Nz 1) (4) dy = f(z)

Posons pour (z,y) € [a, b]?,

No(x,y):L Nl(x,y):N(x,y),

b
et par récurrence, pour tout entier k > 2, Ni(x,y) = / N(x,$)Ni_1(s,y) ds.
o a
Posons pour z € C, z,y € [a,b], A(z,y,2) = Z Ni(x,y)zF1L
k=1

(1) a. Montrer que les fonctions Ny sont bien définies et continues.

b. Montrer qu’il existe un réel R > 0 tel que la série de fonctions
définissant A(x,y, z) converge normalement sur [a, b]?> x D(0, R). (On
pourra majorer |Ng(z,y)| indépendamment de = et y dans [a,b] en
fonction de la constante M introduite plus haut.)

c. Pour tout 2 € D(0,R) et * € [a,b], posons t,(x) =

b
/ A(z,t,z)f(t) dt. Montrer que 1, est bien définie, continue sur
a

[a,b] et que

: / Nz, 9)6-(y) dy = s (x) — / Nz, ) f(t) dt.

En déduire que pour tout z de module strictement plus petit que R,
o.(x) = f(x) + 210, (z) est solution de I’équation (I).
Le but de la fin du probléme est de montrer 'existence (sous certaines
conditions) d’une solution de (I,) en dehors du disque {z € C,|z| < R}.
Soit n un entier naturel non nul. Notons pour z;,y;,¢ = 1,...,n dans

lintervalle [a, b],
N< Llyeeoy Ty )
Yty -y Yn

le déterminant de la matrice dont le coefficient de la k-ieme ligne et
l-iéme colonne est N (xg,y;).

Montrer que

Zr,S81,...,8 S1,...,8
N I I )’ n — N(x,y)N ) »on
Y,S15---55n S1y-+-55n
Slyeeeeeennn , Sn
Y, 815+ 3Sk—1,Sk+1y---,5n
et en déduire que
T,81,...,8n . 81,...,8n
N = N(z,y)N
Y,81y---58n S1y..-458n

n
SkyS1yee+ySk—1,S —_3
72 :N(.T,Sk)N< ky°ol, yOk—1y9k+1 yon >

=1 Yy 5155 Sk—1,Sk+15---+Sn

Définissons C’T(Lj) pour tout entier naturel non nul n, et tout entier j,
1<j <n,par

C’r(Ln)(:L'7y781,...7Sn):N< Ty81y.-+,5n )

Yy 8155 8n

et, pour tout k=1,...,n—1,

b
Crgn_k) (.’E, Y,S15---, Snfk) = / Cr(Ln_IH_l)(xv Yy Sty 0y 5n7k+1)dsn7k+1'
a



MP*2 LLG DM 23 : sujet d’entrainement 1

2024/2025

Posons aussi co(z,y) = N(z,y) et si n > 1, cp(z,y) =
b

[ et as

¢ b

puisag =1,etsin>1, a, = / cn—1(8,s) ds.

a

Montrer que pour tout n > 1,

b
cn(z,y) = N(z,9)a, — n/ N(z,$)cn—1(s,y) ds.

(On intégrera chacun des termes de la formule obtenue en question 1112
par rapport a des variables judicieusement choisies, dans un ordre judi-
cieusement choisi.)
—+o0
Montrer que la série entiere D(x) = Z(fl)"%z” a un rayon de conver-
n=0
gence infini. ( On pourra majorer |a,| en partant de la majoration de
|N(z,y)| < M et utiliser I'inégalité de Hadamard rappelée dans le pré-
ambule).

cn(z,y) o,

On fixe R > 0. Pour tout entier m, majorer T
n!

pour tout

(z,y, 2) € [a,b)> x D(0, R) par une constante m,, qui soit le terme général
d’une série convergente.

Considérons la série entiere S, ,(z) = Z(—l)”w .
Etablir 'égalité S, ,,(z) = N(z, )+ 2 / N(z,58)S8s4(2) ds.
En déduire que pour tout z € C tel que D(z) # 0,
o-a) = )+ [ D gy g
U o D(2)

est 'unique solution de 1’équation intégrale (I,).




