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I. Premiére partie : étude de quelques équations intégrales

(1) Un premier exemple :
a. Comme ¢, est solution, pour tout z € [0,1], ¢,(z) = ze"E, + f(x).

b. Les solutions éventuelles de (E,) sont donc de la forme z — kze® +

f(@).
1

Soit hy une telle fonction. Pour tout = € [0, 1], / e Yhi(y)dy =
0

1 1 1
T T—y _ T —y
/0 e kzdy+/0 " Vf(y)dy =e <kz+/0 e f(y)dy).

Dans le cas ou z # 0, hy solution est équivalent & :

1
Ve e [0,1], ke® =e" (kz +/O e_yf(y)dy> ,

1
ce qui se rééerit : k(1 — z) = z/ e ¥ f(y)dy.
0

Alnsi, si z # 1, (E.) posséde une et une seule solution :

1
.00 1) +e 2 [ ey

. Ce résultat demeure vrai pour z = 0.

En déduire que si z # 1, (E,) posséde une et une seule solution que
lon explicitera.

(2) Soient f et K deux fonctions de R dans C, 27-périodiques, f étant de
classe C? et K de classe C*. Considérons Péquation intégrale de pa-
rametre z € C et de fonction inconnue ¢, : R — C continue et 27-
périodique :

z s
(F) o) - 5= [ Ko )o.0) dt = (o)
a. Soit g une fonction de R dans C continue, 27-périodique. On consi-

derela fonction A définie sur R par

) = = [ K@=t a.

T o o

On applique le théoreme de continuité des intégrales a parameétres.

Comme l'intégrale est sur un segment, on peut dominer par des fonc-

tions constantes (qui sont bien intégrables sur le segment [—m,7]).

Pour cela, comme K et g sont continues et 27-périodiques, elles sont

bornées et on peut définir My = sup |g| et M2 = sup |K|. On vérifie
R R

alors les hypotheses :
o Vt € [—m, 7|, x — K(x,t)g(t) est continue sur R.
o Vx € R, t — K(z—t)g(t) est continue par morceaux sur [—, 7).
o V(z,t) € R x [—m,m], |[K(x —t)g(t)] < M1 Ms = ¢(t) ou la fonc-
tion (constante) ¢ est intégrable sur [—, 7.
On peut donc bien conclure que h est bien définie et continue sur R.
Pa; ailleurs pas périodicité de K, pour tout x € R, h(z + 27) =

s
K(x+2r—t)g(t) dt = K(z —t)g(t) dt = h(x).
- -
Ainsi h est 2m-périodique et on peut définir ses ceefficients de Fourier.
On utilise le théoréme de Fubini rappelé par I’énoncé (les fonctions

intégrées sont bien continues sur [—m, 7] X [—m,7]). Soit n € Z,

/w ( ﬂ K(z —1)g(t) dt) T 4y

—T —T

/ﬂ g(t) < ’ K(z —t)e ™ dx) dt

—T —T

_ /_ : g(t) ( /_ : K (u)e— i) du) d

Comme la fonction u +— K (u)e™"™" est 27n-périodique, on en déduit
que :

(2m)*h(n)

(27)2h(n) = /ﬂ g(t)e ™ < i K (u)e™ du) dt = (2m)2§(n) K (n).

—T —T

Finalement, h(n) = K (n)j(n).

. Lerésultat lim |K(n)| = 0n’est en fait que le lemme de Riemann-
n—£oo

Lebesgue. L’hypotheése K C* nous permet de ne faire que la démons-
tration simple avec une IPP (¢f Td-Cours). Le résultat est en fait
vrai méme si K est simplement continue.

Comme f est de classe C?, en réalisant deux IPP et on obtient

()
fn) = G

ce qui permet de conclure.
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c. On procede par analyse-synthese. Soit ¢, une solution éventuelle de
K(x — t)¢.(t) dt, comme ¢, est
solution, ¢, = zh + f. D’apres la question 1(2)a (avec g = ¢,), et
par linéarité du calcul des coefficients de Fourier :
Vn € Z, ¢.(n) = zh(n) + f(n) = 2K (n)$.(n) + f(n).

Si de plus, pour tout n de Z, zK(n) # 1, on en déduit :

_m
1—2zK(n)

1
F,). E tant h : z — —
(F,). En notan x 5

Vn€Z, .(n)

Ainsi, deux solutions éventuelles ont les mémes coefficients de
Fourier; et comme elles sont continues, elles sont égales. Une
solution éventuelle est donc unique.

Suite & l'analyse ci-dessus, on définit pour tout n de Z , ¢, =
f(n)
1—2K(n)
Cinefint +Cn€int.
Or d’apres la question précédente, sup|on| < |e—n| + |en] =
R

, puis on pose g : t +— cg et pour n € N, ¢, : t —

1 . L , L. .
On—oo 2 ) qui est le terme général d’une série convergente. Ainsi,

ka série g ©n, converge normalement, donc uniformément sur R vers

une fonction ¢. Par continuité des ¢,, et convergence uniforme, ¢ est
continue sur R et par convergence simple, elle est 2m-périodique.

Comme la convergence de la série est uniforme sur le segment
[—7, w]x, cela permet les interversions somme-intégrale : pour tout
pEZL,

T +oo

! P(t)e™ Pt dt :/ D en(t)e " dt

T n=0

+oo g
= Z/ On(t)e™ Pt dt.
n=0"v "7
00 T
Z Cn/ eint o=t gt
—Tr

n—=—oo

2rp(p) =

(On utilise que / ettt dt = 0k.0-)

1 ™

Or, si on pose h(z) = 2—/ K(x —t)¢p(t) dt, par la question I(2)a
™ — T

(avec g = ¢) on a :

Vp € Z, qg(n) — zﬁ(n) =c¢, —2K(n)c, = f(n).

Ainsi, la fonction z — ¢(x) — 2i K(x —t)o(t)dt est élément de
™ —T

Cor (R, C) et a les mémes coefficients de Fourier que f. Elle est donc
égale & f et ¢ est solution de (F}).

(3) Soit z € C. On considere ¢, une solution de (H,); ainsi elle est de classe

C* et vérifie pour tout z € R, ¢.(z) — 2z [ ¢.(t)dt = e*. En dérivant,

on obtient : Vo € R, ¢, (z) — 2¢(z) =
I'équation différentielle (E) : y' — zy = €*.

0
e®. Ainsi, ¢, est solution de

x

. . C e €
Si z # 1, une solution particuliere est x — 1 .
-z

La solution générale de (F) est donc x — ke** + c_
—z
Réciproquement soit ¢ : x — ke** + 16
x
Un calcul direct donne : ¢p(z) —z [ @(t)dt —e* =k — : 1
P

0
Donc si z # 1, (H.) posséde une seule solution sur R définie par

X zZT

e

¢=(z) =

— ze
1—=2

Dans le cas z = 1, par le méme raisonnement, on obtient que nécessaire-
ment ¢(x) = e”(z + k). Et réciproquement ¢, est solution si seulement
si k = 1. Finalement,

b1(2) = e*(a + 1).
II. Deuxiéme partie : quelques considérations d’algebre linéaire

(1) a. Soit A un endomorphisme d’un C-espace vectoriel F vérifiant A% =
A. On note Idg lidentité de E. Soit z # 1. Et on considere B
Idg — zA. Ainsi Idg — B = zA et donc (Idg — B)? = 22A4% = 2°A =
z(Idg — B). On obtient ainsi un polynéme annulateur de B (qui



MP*2 LLG

DM 23 corrigé

2024/2024

n’admet pas 0 comme racine) puisque : B>+(z—2)B—(z—1)Idg = 0.
Ainsi (comme z # 1),

B <(211)B+ (z:%h@ = Idp = <(Zi1)3+ é:f)fd,;) B.

1 z—2
EES VRN

D’ott B est inversible d’inverse B~! =

Idg =

z

Idg — A.

z—1
On note E = C([0,1],C). La linéarité de A découle de la linéarité
de l'intégrale.

Pour ¢ € E, ¢ est continue est bornée sur [0, 1] et on montre donc
avec le théoreme des intégrales a parametres, comme a la quezstion
12 que A¢ est continue et donc un élément de E. L’application A est
donc bien un endomorphisme de E.

Soit ¢ € E.
Pour tout x € R,

A(Ad)(z) = /O g ( /O 1 eVt () dt> dy.

En utilisant le théoreme de Fubini (Papplication intégrée est bien
continue sur [0, 1] x [0, 1], on obtient :

e” /01 (/Ole_tqb(t) dt) dy

1
x -y
c / eVé(y) dy

A(Ag)(x) =

/0 T h(y) dy = Ad(z).

On a bien montré A2 = A ainsi pour z # 1, Id — zA est donc
inversible.

Or, (E.) & ¢ — zA¢p = f. Le probléme a donc une solution unique

donnée par : ¢, = B~L(f) = f — %Af —f+ %Af, Cest-i-
z — —Z

dire ¢, : x — f(z) +

1
z
. Ze“’/ e Y f(y) dy, ce qu'on avait obtenu
- 0

a la question I1b.

(2)

III. Troisiéme partie :

(1)

a. On consideére dans cette question F = Ca, (R, C). Une fois encore, la
linéarité découle de la linéarité de I'intégrale et se montre de maniére
directe. On avait montré en question 12 que pour ¢ € E, Ap € E;
A est donc bien un endomorphisme de E.

L’énoncé rappelle que deux fonctions de E sont égales si et seulement
si elles ont la méme suite de coefficients de Fourier. On en déduit pour
tout ¢ € E et A € C les équivalences :

Ap=Xp < VneZ Ap(n) = \p(n)
& VYneZ, g(n)K(n) = rp(n)

Ainsi, si A une valeur propre de A et ¢ € E un vecteur propre
associé (nécessairement non nul), ¢ a nécessairement un coefficient
de Fourier non nul (sinon elle aurait la méme suite de coefficients
que Papplication nulle) ; en posant p € Z tel que g{)(p) 2 0, comme
K(p)d(p) = Ad(p), on a nécessairement A = K (p).

On va montrer que réciproquement les K (p) pour p € Z sont bien
valeurs propres. Soit p € Z. On considere ¢, : ¢t — et par le calcul
habituel, on obtient que pour tout n € Z, qu(n) = dpn. Alnsi, on a
bien, avec A = K (p), pour tout n € Z, ¢,(n)K (n) = Ad,(n), et donc
par les équivalences ci-dessus, Ag, = A¢p.

On a bien établi que I’ensemble des valeurs propres de A est l'en-

semble {k(n),n S Z}.

b. On suppose que pour tout n € Z, zK(n) = 1. Les valeurs propres de

l'opérateur Id — zA sont les 1 — zf((n), n dans Z et par hypothese,
elles sont toutes non nulles, donc B = Idg — zA est injective. Mais
d’apres la question 12, B est également surjective. Elle est donc bien
inversible.

équations intégrales, le cas général

a. On montre par récurrence sur k € N que les fonctions Vi sont bien
définies et continues. C’est bien le cas de Ny et N7 par hypothese.
Soit k > 2 telle que Ny_; soit définie et continue sur [a,b]?. On
utilise le théoreme de continuité des intégrales a parametres.

— Pour tout s € [a,b], (z,y) — N(z,8)Nr_1(s,y) est continue,
puisque N et Ni_1 le sont.

— Pour (z,y) € [a,b]?, la fonction s — N(x,s)Ny_1(s,y) est conti-
nue donc continue par morceaux sur [a, b|.
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— Les fonctions IV et Nj_1 sont continues sur le compact [a,b]Q,
donc bornées par M et My_; respectivement. Ainsi,

Vs € [aab]v V(ac,y) € [avb]2v [N(xvs)Nkfl(sﬂy” S MxMy_1 = 90(8)

avec ¢ intégrable sur le segment [a, b].

Le théoreme de continuité des intégrales a parametres s’applique et
N}, est bien définie et continue sur [a, b]?.

. Si on reprend les notations ci-dessus, on constate que pour tout
(z,y) € [a,b)?, |Np(z,9)] < (b—a)M x My_1, et donc M, < (b—
a)M x My, avec My = M. On en déduit par récurrence rapide que
pour tout k > 1, My < (b— a)k_le. Si M = 0, tous les Ny, pour
k > 1, sont nuls et le résultat est évident.

1
Si M # 0, on choisit 0 < R < m. Ainsi
sup |Ng (2, 9) 2" < ((b— a)MR)*'M, qui est le
(@,y,2)€la,b]> xD(0,R)
terme général d’une série convergente par choix de R.

. Comme pour tout k¥ € N, (z,9,2) — Ng(z,y)2""1 est conti-

nue sur [a,b]? x D(0,R); d’aprés la question précédente, la série
converge a fortiori uniformément ; et A est donc bien continue sur
[a,b]? x D(0, R). Cela va permettre d’appliquer de nouveau le théo-
reme de continuité des intégrales a parametres. Pour cela, on com-
mence par remarquer que comme A est continue sur un compact, elle
est bornée; et f est bornée en tant que fonction continue sur un seg-
ment. On peut donc de nouveau dominer par une fonction constante
et conclure. Ainsi, ¢, est bien définie et continue sur [a, b].

Par ailleurs, en appliquant le théoreme de Fubini et en utilisant la
convergence normale, donc uniforme, sur un segment qui permet

d’intervertir / et Z on obtient :

b t=b [+o0 y=b
s [ Neweway = (sz [ NN dy> 7t) at
a t=a k=1 y=a

b [+oo
/ <Zz’ka+1(x,t)> () dt
@ \k=1

b
/ (A(z,t,2z) — Ni(2,t)2°) f(t) dt

b
Yo (7) — / N(z,t)f(t) dt.

Notons alors ¢, = f + z1,.

b b
: / N, y)o. (y)dy = / N 9)(F () + 20 (4))dy
b b b
: / N, y): (y)dy = = / Nz, y)f (y)dy-+= (wz@)— / N(x,wf(t)dt)

2 / N, 9): (9)dy = 246 (y) = 62(2) — f(2)

On vérifie donc que si |z| < 1/(M(b— a)), ¢, est solution de (I.).
que

b b
s [ Nty = v.@0) - [ Nof@a
En déduire que pour tout z de module strictement plus petit que R,

@.(x) = f(x) + 21, (x) est solution de I’équation (I,).

Le but de la fin du probleme est de montrer existence (sous certaines
conditions) d’une solution de (I,) en dehors du disque {z € C, |z| < R}.

Soit n un entier naturel non nul. Notons pour z;,y;,¢ = 1,...,n dans
lintervalle [a, b],
N Tlye-ey Xy
Yty ooy Yn

le déterminant de la matrice dont le coefficient de la k-ieme ligne et
[-iéme colonne est N(xg, y;).
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(2) Montrer que (3) On fixe R > 0. Pour tout entier m, majorer M"y)z" pour tout
n!
N TS — Nz y)N S1y...,8n (z,y,2) € [a,b)* x D(0, R) par une constante m,, qui soit le terme général
Yy S1y. v, 8n o nY S1,...,5n d’une série convergente.
. - cn(2,y)
—1)k Blyereeeeees »5n 4) Considérons la série entiere S = —)m L
+Z( 1) N(x’Sk)N< Y, 515+ 5k—1,5k+1,--+,5n ( ) Iy( ) Z( ) n!
et en déduire que Etablir I'égalité S, ,,(2) = N(z, )+ z/ N(x,5)Ssy(2)ds.
N[ TS — N(z,y)N S1y+-+55n (5) En déduire que pour tout z € C tel que D(z) # 0,
y7317~--;5n ’ 517"'7571
n b S:C S(Z)
_ZN(x )N Sky 81y o5 Sk=1; k415 -5 8n ) o.(z) = f(x) + 2 7D f(s)ds
1 ’ Yy S1y- -5 Sk—1,Sk+15---+;Sn a (Z)

i . . est I'unique solution de I’équation intégrale (I ).
Définissons C’ﬁf ) pour tout entier naturel non nul n, et tout entier j, 1 < j < n, d d Hntee ()

par
(n) _ XTyS1ye-.y8n
CyV(x,y,81, -+, Sn) N(y,sl,...,sn

et, pour tout k=1,... n—1,

b
an_k) (xa Y, 81500, snfk) = / C’Eln—k-‘rl)(x’ Yy Sty 8n7k+1)d8nfk+l~
a

b
Posons aussi ¢p(z,y) = N(z,y) et sin > 1, ¢,(z,y) = / CWM(x,y, s1)ds1,
b a
puisag=1,etsin>1, a, = / Cn—1(8,s)ds.
(1) Montrer que pour tout n > 1,
b
enli.9) = N g)an —n [ N s)en-a(s,0)ds.
a

( On intégrera chacun des termes de la formule obtenue en 7 par rapport
a des variables judicieusement choisies, dans un ordre judicieusement

choisi.)
+oo a
2) Montrer que la série entiere D(x) = —1)"—" 2™ a un rayon de conver-
1 Y
n!
n=0

gence infini. ( On pourra majorer |a,| en partant de la majoration de
|N(z,y)] < M et utiliser l'inégalité de Hadamard rappelée dans le pré-
ambule).




