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Problème 1 Le théorème taubérien fort
Pour chaque suite (an)n∈N ∈ CN, on définit (sn)n∈N la suite des sommes partielles

de la série de terme général an : pour tout n ∈ N, sn =

n∑
k=0

ak.

À toute suite (an)n∈N de rayon de convergence supérieur ou égal à 1, on associera

f :


]− 1, 1[ → C

x 7→
+∞∑
n=0

anx
n .

Dans ce problème, le rayon de convergence de la série entière
∑

anx
n sera supposé

égal à 1.

I. Introduction

(1) Rappeler l’énoncé du lemme radial d’Abel (dans le cas d’une rayon de
covnergence égal à 1).

(2) Expliquer la réciproque est en générale fausse, i.e. que l’on peut avoir

lim
x→1−

f(x) = l ∈ R mais
∑

an diverge.

On souhaite désormais montrer cette réciproque dans le cas particulier où

an = On→∞

(
1

n

)
.

II. Démonstration du théorème Taubérien fort de Littlewood

Soit (an) ∈ CN telle que an = On→∞

(
1

n

)
. On introduit K > 0 tel que pour

tout n ∈ N (n+ 1)|an| ≤ K.

On note f :


]− 1, 1[ → C

x 7→
+∞∑
n=0

anx
n , et on suppose dans cette partie que

lim
x→1−

f(x) = 0.

On notera pour tout n ∈ N, Sn : x →
n∑
k=0

akx
k. Et on introduit a : R+ → C

définie par :

∀n ∈ N, ∀t ∈ [n, n+ 1[, a(t) = an.

Soit ε > 0.

(1) On définit g : [0, 1] → R par : g(x) =

{
0 si x ∈ [0, e−1[

1 si x ∈ [e−1, 1]
. Montrer que

pour tout n ∈ N∗,
n−1∑
k=0

ak = sn−1 = n

∫ +∞

0

a(nt)g(e−t) dt (en justifiant

la convergence de l’intégrale).

(2) On note h :

]0, 1[ → R

x 7→ g(x)− x
x(1− x)

. Expliquer que h est prolongeable en

un fonction continue par morceaux sur [0, 1].

(3) En déduire l’existence d’un polynôme P ∈ R[X] tel que

∫ 1

0

|h(x) −

P (x)| dx ≤ ε

K
.

Un tel polynôme P étant trouvé, on pose Q = X + X(1 − X)P =
d∑
k=1

ckX
k.

(4) Montrer que

∣∣∣∣∣sn−1 −
d∑
k=1

ckn

∫ +∞

0

a(nt)e−kt dt

∣∣∣∣∣ ≤ ε.
(5) Montrer que

∫ +∞

0

a(t)e−st dt =
1− e−s

s
f(e−s).

(6) En déduire que la série
∑

an converge et que

+∞∑
k=0

ak = 0.

(7) Montrer le théorème Taubérien fort de Littlewood : soit (an)n∈N ∈ CN,

telle que an = O

(
1

n

)
. On suppose que le rayon de convergence de∑

anx
n est supérieur ou égal à 1 et que la somme de cette série entière

vérifie lim
x→1−

f(x) = l ∈ C. Montrer que la série
∑

an converge et que sa

somme vaut l.

III. Théorème d’Abel non tangentiel

On souhaite dans cette partie généraliser le lemme radial d’Abel et en déduire
une application de ce résultat..

(1) Soit (an)n∈N ∈ CN telle que
∑

an converge. On note pour z ∈ C telle

que |z| < 1, f(z) =

+∞∑
n=0

anzn. Pour 0 ≤ θ0 <
π

2
, on note ∆θ0,r ={

z ∈ C, |z| < 1, ∃ρ ∈]0, R], ∃θ ∈ [−θ0, θ0], z = 1− ρeiθ
}

. Montrer que
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pour un r > 0 suffisamment petit, la convergence de la série entière∑
anz

n est uniforme sur ∆θ0,r.

(2) En déduire que lim
z→1

z∈∆θ0,r

f(z) =

+∞∑
n=0

an.

(3) Retrouver un résultat de la première partie.

(4) Application : On va en déduire que pour tout t ∈ ]0, 2π[,

+∞∑
k=1

sin(kt)

k
=

π − t
2

.

Pour cela, pour tout 0 < r < 1, on note gr(t) =

+∞∑
k=1

sin(kt)

k
rk.

a. En dérivant gr, montrer que pour tout t, gr(t) = arctan
r sin t

1− r cos t
.

b. En appliquant le théorème d’Abel à la série entière ft(z) =
+∞∑
k=0

sin(kt)

k
zk, conclure.

IV. Théorème taubérien de Hardy-Littlewood

On souhaite dans cette partie montrer un autre théorème taubérien (qui per-
met de déduire d’informations sur f des informations sur la suite (an)n).

(1) Soient f : [0, 1] −→ R continue par morceaux et ε > 0. Montrer qu’il

existe P et Q dans R[X] avec P ≤ f ≤ Q et

∫ 1

0

(Q− P ) ≤ ε.

(2) Soit (an)n≥0 ∈ R+N
telle que

+∞∑
n=0

anx
n ∼
x→1−

1

1− x
. Pour f : [0, 1] −→ R

continue par morceaux, montrer que lim
x→1−

(1−x)

+∞∑
n=0

anx
nf(xn) =

∫ 1

0

f.

(3) Montrer que

n∑
k=0

ak ∼
n→+∞

n. On pourra considérer g1 : [0, 1] → R avec

g1(x) = 0 si x ∈ [0, 1/e] et 1/x sinon.


