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I.i Les séries ca explose

Une série est la donnée d’une suite (a, ) € CY et
d’une priere.

n
Z|an| < 400
k=0

Convergence non-assuree

Semi-convergence vs congergence absolue

Composition pas toujours possible
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I.i1 Nos amis de confiance

On fixe A un anneau pour la suite. A [ X] est stable
par :
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I.i1 Nos amis de confiance

On fixe A un anneau pour la suite. A[ X] est stable
par :

Somme

Produit

Composition

Dérivation

Primitivation (parfois)

Mélange

Les polyndémes offrent un cadre pour étudier les
suites a support fini dans un anneau quelconque !
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IL.iii A la limite...

Une série entiere c’est juste un polyndéme infini !
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Liii A la limite...
Une série entiere c’est juste un polyndéme infini !

On peut prendre la [imite projective des
polynomes quand le degré tend vers +oo.

A[[X]) = lim A, [X]

Par conservation des lois par la limite projective”,

A[[X]] admet une structure d’anneau compatible
avec celles de A[X].

On conserve de surcroit toutes les propriétés
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Les séries ¢a explose
Nos amis de confiance
A la limite...

Dénombrons !
Jouer aux LEGO™

Nombres de Catalan

Exponentielle
Théoréeme de
Faulhaber

Lemme d’Arden

Analyse a la
rescousse ?
Especes négatives

Voyage dans le temps

4/17



Liii A la limite...
Une série entiere c’est juste un polyndéme infini !

On peut prendre la [imite projective des
polynomes quand le degré tend vers +oo.

A[[X]) = lim A, [X]

Par conservation des lois par la limite projective”,

A[[X]] admet une structure d’anneau compatible
avec celles de A[X].

On conserve de surcroit toutes les propriétés
sympa des polynomes™.

En bonus, on peut munir A[[X]]| d’une structure
d’espace ultramétrique.

Critere (Cauchy formel) : Si (c,,) € A[[X]]N est
une suite de séries formelles,

o, converge < «,, 1 — o, — 0

* Les A,, [ X] forment un systeme projectif de la catégorie des anneaux (voire plus), leur
limite est donc aussi un anneau (voire plus).
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I1.i Dénombrons !

Définition (Espéce combinatoire) : -
Les séries ¢a explose

« un ensemble € Nos amis de confiance

« une fonction de poids p : € — N A 1a limite. .
- une suite donnée par c,, := #p 1(n)

- une série formelle C := ™" ¢, X"

Dénombrons !

Une espéce combinatoire compte combien il ex- Jouer aux LEGO™
Nombres de Catalan

iste d’objets de chaque poids.

Exemples :
+ C les arbres binaires, p le nombre de noeuds Exponentielle

« € une population de lapins, p 'année de nais-  Théoréme de
sance Faulhaber
Lemme d’Arden

Analyse a la
rescousse ?
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I1.i Dénombrons !

Définition (Espéce combinatoire) :

« un ensemble €

« une fonction de poids p : € — N

- une suite donnée par c,, := #p 1(n)

o oo
+ une série formelle C' := ) " ¢, X"

Une espéce combinatoire compte combien il ex-
iste d’objets de chaque poids.

Exemples :

+ C les arbres binaires, p le nombre de noeuds

« € une population de lapins, p 'année de nais-
sance

Correspondance : Une espéce combinatoire (mod-
ulo isomorphisme) est entierement déterminée

par #p 1 : N — N.

La construction plus naturelle (et équivalente) serait de considérer qu’une espéce combi-
natoire est un endofoncteur de la catégorie des ensembles finis restreinte aux bijections.
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IL.ii Jouer aux LEGO™

Blocsdebase: &:=0 2Z:={x} N:=N*
Somme: A+ B+ AUB
Produit: A x B+ A x B

On a bien un anneau avec &, £ les neutres.

Composition :

Ao B | J{{a} x B*@ :a € A}
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IL.ii Jouer aux LEGO™

Blocsdebase: &£:=0 Z:={x} N:=N*

Somme: A+ B & ALIB
Produit: A Xx B+ A x B

On a bien un anneau avec &, £ les neutres.

Composition :
Ao B | J{{a} x B*@ :a € A}

En posant A les arbres binaires,

A A XN AoN
* * 1
* * * %, 3 2 1
* Kk x Kk Kk x % 3 1
* ok * 2
*

Quelques éléments de poids 10...

Les séries ¢a explose
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I1.iii Nombres de Catalan

On note A la classe combinatoire des arbres

.. Les séries ca los
binaires. €S Serles ¢a explose

Nos amis de confiance

A=E+ 2+ 242 A la limite...

XA?2 - A+1=0

Dénombrons !
A= 1+ v1—4X Jouer aux LEGO™
2 Nombres de Catalan
or A(0) =1 donc
1 —+/1—4X Exponentielle
A= 2 Théoréme de
= 1 Faulhaber
_ _ = 2 \/ ek Lemme d’Arden
2 ()40
n=1
o0 1 m N Analyse a la
— Z n+1\n X rescousse ?
n=1 Especes négatives

Voyage dans le temps
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IIl.i Exponentielle

Série formelle ?
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IIl.i Exponentielle

Théoréme :Sil+ [ a = o, alors o = exp.
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IIl.i Exponentielle

Théoréme :Sil+ [ a = o, alors o = exp.

Les séries ¢a explose

On travaille dans 'anneau £(C[[X]]). Nos amis de confiance
A la limite...

Attention : X est l'identité “multiplicative”!

Observation : la norme opérateur de [ est < 1.

Dénombrons !
[ Jouer aux LEGO™
B Nombres de Catalan
(X — / ) a=1
2T
o=
X— Exponentielle
o nk Théoreme de
= ( / X ) 1 Faulhaber
k=0 Lemme d’Arden
o0 k
=3 [1
k=0 Analyse a la
B io: X_k rescousse ?
e~ k! Espéces négatives
a = exp Voyage dans le temps
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II1.ii Théoreme de Faulhaber

Théoreme (Faulhaber) :

Les séries ¢a explose

Nos amis de confiance

Vd € N, da € @d+1[X]7 Vn €N, Z k= a(”’) A la limite...
k=1

[ O Soit n € N, on pose A:=3 " Z:;ll kX", 1l suffit

d’exprimer a,; comme a4(n). Dénombrons !
i Jouer aux LEGO™
A= Z ( kd) X4 Nombres de Catalan
d=0 \ k=1
n—1 o) d
(kX)
=) d) o
k=1  d=0 :
X4 Exponentielle
=d') e =4q! (e X> _1 Théoreme de
e J—
= Faulhaber
A A AR Lemme d’Arden
= 2 | X
k=0 (=0

S~ ( 1 d k41 ) yd lvse 4 1
:ZZ m(k)bd_knJr X Analyse a la

d=0 k=0 rescousse ?
(] Especes négatives
Voyage dans le temps
On pose donc o := ZZ:O ﬁ(g)bd_k(X + 1)k+L, | yag P
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II1.iii Lemxme d’Arden

Lemme (Arden) : Soient A, B C ¥*, ¢ ¢ A.

Les séries ca explose

X=AX+RB Nos amis de confiance

A la limite...

admet une unique solution X = A* B,

Dénombrons !
Jouer aux LEGO™
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Théoreme de

Faulhaber
Lemme d’Arden

Analyse a la
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II1.iii Lemxme d’Arden

Lemme (Arden) : Soient A, B C ¥*, ¢ ¢ A.
X=AX+1B

admet une unique solution X = A*B.

[ Analyse : On travaille dans F,[[X]].
X=AX+Bdonc (¢—A)X =8B

et enfin

5
e— A

X = B = ZA"’ B = A*B
k=0

L’inversion un peu cavaliére est justifiée en considérant ¥* C T, [[X]].

Synthese :

A*B=AA*B+ B = (AA* +¢)B = A*B

Les séries ¢a explose
Nos amis de confiance
A la limite...

Dénombrons !
Jouer aux LEGO™
Nombres de Catalan

Exponentielle

Théoréme de
Faulhaber

Lemme d’Arden
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rescousse ?
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IV.i Analyse a la rescousse ?

Théoreme (Espéce implicite): S1 H est une es-
péce a deux parameétres telle que H(0,0) = O et
0, H(0,0) = 0, alors ’équation d’inconnue A

VX, AX) = H(X, A(X))

admet une unique solution telle que A(0) = 0.

Les séries ¢a explose
Nos amis de confiance

A la limite...

Dénombrons !
Jouer aux LEGO™

Nombres de Catalan

Exponentielle
Théoréeme de
Faulhaber

Lemme d’Arden

Analyse a la
rescousse ?
Especes négatives

Voyage dans le temps
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IV.i Analyse a la rescousse ?

Théoreme (Espece implicite): Si H est une es- o
Les séries ¢a explose

péce a deux parameétres telle que H(0,0) = O et

Nos amis de confiance
0, H(0,0) = 0, alors ’équation d’inconnue A A la limite. .

VX, AX) = H(X, A(X))

admet une unique solution telle que A(0) =0.| Dénombrons !
Jouer aux LEGO™
Exemples: Nombres de Catalan

o Listes non-vides

H(X, Y) =X+ XY Exponentielle
Théoréme de
Faulhaber

L_|_(X) = X(l + L+<X)> — XL(X) — L(X) _ 1 Lemme d’Arden

type 'x y = One of 'x | Cons of 'x * vy

 Arbres binaires non-vides Analyse 4 la
. 5 rescousse ?
H(X’ Y) T X(]‘ + Y) Especes négatives

type 'x y = I of 'x Voyage dans le temps

| II of 'x * y option * y option
14/ 17



IV.i Analyse a la rescousse ?

Les especes définies par point fixe ont des pro-

priétés calculatoires intéressantes. Les séries ca explose

Nos amis de confiance

A/(X) = (91H<X,A<X)) + A’(X)82H<X,A(X)) A la limite...
A'=0,H(X,A)+ A0,H(X,A)
9, H(X, A)

A = Dénombrons !
1— 82H(X, A) Jouer aux LEGO™
A — 31H<X, A) Lo 82H(X, A) Nombres de Catalan

Exponentielle

Théoréme de
Faulhaber

Lemme d’Arden

Analyse a la
rescousse ?
Especes négatives

Voyage dans le temps
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IV.i Analyse a la rescousse ?

Les especes définies par point fixe ont des pro-
priétés calculatoires intéressantes.

A(X)=08,H(X,A(X)) + A (X)0,H (X, A(X))
A =8, H(X,A) + A8,H(X,A)
v _OH(X 4
1— 0,H(X,A)
A =8, H(X,A) - Lod,H(X,A)

Exemple :
L =1+L, X Ly, =L+X-L,

On obtient une nouvelle équation implicite avec
H(X,Y):=L+ XY desolution L - L.

Qu’est-ce que ¢a peut représenter ?

Les séries ¢a explose
Nos amis de confiance
A la limite...

Dénombrons !
Jouer aux LEGO™

Nombres de Catalan

Exponentielle
Théoréeme de
Faulhaber

Lemme d’Arden

Analyse a la
rescousse ?
Especes négatives
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IV.i Analyse a la rescousse ?

Les especes définies par point fixe ont des pro-

priétés calculatoires intéressantes. Les séries ca explose
Nos amis de confiance

A/(X) = 31H<X,A<X)) + A’<X>82H<X,A(X)) A la limite...
A'=0,H(X,A)+ A0,H(X,A)

A — 81H(X7 A) Dénombrons !
1— 82H(X, A) Jouer aux LEGO™
A — 31H<X, A) Lo 82H(X, A) Nombres de Catalan
Exemple :
Exponentielle

L'),=1+L. X L', =L+X-L

Théoréme de
Faulhaber

On obtient une nouvelle équation implicite avec
v ! p v Lemme d’Arden

H(X,Y):=L+ XY desolution L - L.

Qu’est-ce que ¢a peut représenter ? Analyse a la

rescousse ?

b Sy 7 b /’ b ’ ’ ' . ) )
C’est I’état d’une traversée d’un élément de LJr L Especes négatives

Voyage dans le temps

L éléments vus L reste a voir
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IV.ii Especes négatives

A force de passer des choses sous le tapis on voit

la bosse... Les séries ca explose

Nos amis de confiance

Construction de Grothendieck : Si E admet Ala limite...

une somme non-inversible, on pose sur E? la

relation d’équivalence ~ :
Dénombrons !

déf o
(CL,b)N(C,d)@ﬂk,a+d+kzc+b+k Jouer aux LEGO

Nombres de Catalan

Alors la somme est inversible sur E2/ ~

Lemme fondamental : (A, B) <~ A — B. Exponentielle
Exemple : Théoréme de
Faulhaber
« ®:=C — A les cycles “moins” les arbres Lemme d’Arden
» &+ = € — X les cycles non-singletons
» &~ = A4 — X les arbres non-singletons Analyse a la

rescousse ?
On passe d’'un ensemble sans sens a une décom-  Espéces négatives

position en deux ensembles interprétables. Voyage dans le temps

Quitte a choisir les bons irréductibles, la décomposition dite moléculaire en partie positive
et négative est unique !
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IV.ii Voyage dans le temps

Il convient™ souvent d’interpréter les objets avec

leurs constructeurs / destructeurs. Les séries ca explose

Nos amis de confiance
Produits:p :=a * b A la limite...
« Constructeur (,) : a ->b ->p
« Destructeur(s) fst : p -> a,snd : p -> b

Dénombrons !
Sommes:s := A of a | B of b Jouer aux LEGO™
 Constructeur(s)A : a ->s,B : b -> s Nombres de Catalan
« Destructeur match ... with
Opposés:d := -a?

Exponentielle

Théoréme de
Faulhaber

Lemme d’Arden

Analyse a la
rescousse ?
Especes négatives

Voyage dans le temps
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IV.iii Voyage dans le temps

Il convient™ souvent d’interpréter les objets avec
leurs constructeurs / destructeurs.

Produits:p :=a * b
« Constructeur (,) : a ->b ->p
« Destructeur(s) fst : p -> a,snd : p -> b

Sommes:s := A of a | Bofb
« Constructeur(s)A : a -> s,B : b -> s
o Destructeur match ... with

Opposés:d = -a?
« Constructeur : Arriver a une absurdité (0)
« Destructeur : Revenir avant la création de a

On peut interpréter les types négatifs comme ddu
backtracking (retour sur trace).

Les séries ¢a explose
Nos amis de confiance
A la limite...

Dénombrons !
Jouer aux LEGO™

Nombres de Catalan

Exponentielle
Théoréeme de
Faulhaber

Lemme d’Arden

Analyse a la
rescousse ?

Especes négatives

Voyage dans le temps
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IV.iii Voyage dans le temps

Il convient™ souvent d’interpréter les objets avec

leurs constructeurs / destructeurs. Les séries ca explose

Nos amis de confiance
Produits:p :=a * b A la limite...
o Constructeur (,) : a ->b ->p
o Destructeur(s) fst : p -> a,snd : p -> b

Dénombrons !
Sommes:s := A of a | B of b Jouer aux LEGO™
 Constructeur(s)A : a ->s,B : b -> s Nombres de Catalan
« Destructeur match ... with
Opposés:d := -a?

Exponentielle

« Constructeur : Arriver a une absurdité (0) o
Théoréme de

o Destructeur : Revenir avant la création de a
Faulhaber

On peut interpréter les types négatifs comme ddu Lemme d’Arden

backtracking (retour sur trace).
Analyse a la

1 A |

v d U rescousse ?

La+ <_a> T+ al Especes negatives
R : Voyage dans le temps
2 | a o

* Merci Curry, Howard et Lambek.
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