
3. Électrostatique

Introduction
L’électrostatique est la branche de la physique qui s’intéresse à la présence de charges électriques

en certains points de l’espace, et leurs effets physiques.
L’électrostatique ne s’intéresse pas aux déplacements des charges électriques et donc aux

courants électriques. En ce sens, une grande partie de l’électronique ne rentre pas dans le cadre de
l’électrostatique.

Les interactions électrostatiques jouent un rôle très important à l’échelle microscopique : ce
sont elles qui maintiennent la cohésion des atomes et conduisent à la formation de molécules ou de
solides cristallins. Elles peuvent aussi occasionnellement se manifester à l’échelle macroscopique,
par exemple dans un condensateur ou dans un orage.

Dans ce chapitre, nous allons proposer une description des charges électriques ponctuelles,
valable à l’échelle microscopique, puis une description continue plus adaptée à l’échelle macrosco-
pique. Dans le cours et le TD, nous expliquerons des phénomènes physiques tels que la foudre, la
solvatation des ions ou encore le fonctionnement d’un condensateur.

3.1 Champ électrique

3.1.1 La charge électrique
Définition — Charge électrique. La charge électrique est une propriété fondamentale de
la matière. Elle se mesure en Coulomb (C) est quantifiée par la charge élémentaire e = 1.6×
10−19C.

La charge électrique est portée par des porteurs élémentaires : les protons (charge +e) et les
électrons (charge −e). Quelques exemples :

— Les molécules sont neutres électriquement (autant de protons que d’électrons) ;
— Dans les métaux, les électrons se déplacent librement et permettent la propagation de courant

électrique ;
— Les ions constituent des porteurs de charge fixes dans les solides cristallins ;
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— En solution aqueuse, les ions peuvent se déplacer et ainsi permettre la circulation de courant
électrique.

FIGURE 3.1 – Importance des interactions électrostatiques dans la nature. A gauche : vision
classique de la structure interne de l’atome (source biologie101.fr). A droite : les interactions
électrostatiques entre les ions sont responsables de la structure cristalline cubique du sel (source
theory.labster.com)

3.1.2 Force électrostatique

Théorème — Loi de Coulomb. Une charge q1 localisée en M1 exerce sur une charge q2
localisée en M2 une force électrostatique :

#»
F 1→2 =

q1q2

4πε0r2
#»er (3.1)

où l’on a défini r =
∥∥∥ #         »

M1M2

∥∥∥ et #»er =
#        »
M1M2

∥ #        »
M1M2∥ .

La force est répulsive si les charges sont de même signe et attractive sinon.

M1

M2

#»
F 1→2

#»
F 2→1

q1 > 0; q2 > 0

M1

M2
#»
F 1→2

#»
F 2→1

q1 > 0; q2 < 0

FIGURE 3.2 – La force de Coulomb, pour des charges de même signe et de signe opposé.

R La force de Coulomb a été découverte expérimentalement et n’a pas de fondement théorique :
il s’agit d’une loi empirique. Cette force est formellement analogue à la force gravitationnelle.
Ainsi, on constatera de nombreuses similarités entre ce chapitre d’électrostatique et les
propriétés de la gravitation en mécanique classique.

Encart — L’expérience de Coulomb. Après avoir passé 8 ans comme ingénieur en Mar-
tinique, Coulomb s’installe à Paris pour mener des recherches et réalise de nombreuses ex-
périences. En particulier, il met au point la balance de Coulomb, qui fonctionne à l’aide du
phénomène de torsion d’un fil. Comme vu en MPSI, un fil tordu d’un angle θ exerce à ses
extrémités un couple proportionnel à cet angle Γ =Cθ .
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q1

q2
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R
d

#»
F 1→2

Γ =−Cθ

Ce phénomène est utilisé dans la balance de Coulomb : deux charges sont mises en contact
et l’une d’entre elles est attaché à une barre en rotation libre autour de l’axe du fil. On note R
la distance entre le fil et la boule. A l’équilibre, le couple de torsion du fil s’équilibre avec le
couple de la force électrostatique :

Cθ =
q1q2

4πε0d2 R (3.2)

Coulomb affirme avoir, dans ses expériences, obtenu un angle θ qui varie proportionellement à
1/d2. Ce résultat a été mis en doute par la communauté, car dans son article original Coulomb a
très peu décrit son expérience et personne n’a réussi à reproduire ses résultats avec ce dispositif (y
compris avec les techniques modernes). Ceci pourrait être dû à la présence de fuites électriques,
et plusieurs articles scientifiques suggèrent que Coulomb a peut-être sélectionné les résultats
qui confirmaient le mieux sa prédiction théorique. Quoi qu’il en soit, si à l’époque l’idée que
deux corps puissent exercer une force l’un sur l’autre sans se toucher était très mal accueillie,
l’intuition de Coulomb était effectivement la bonne et la loi a depuis été démontrée par d’autres
dispositifs.

Encart — Quelques ordres de grandeur. La charge élémentaire vaut e = 1,6×10−19 C. La
permittivité diélectrique du vide, ε0, est une constante physique fondamentale. Elle caractérise
l’intensité des interactions électriques dans le vide.

La force électrostatique est beaucoup plus intense que la force gravitationnelle. Supposons
par exemple que vous vous trouvez à environ d = 1 m d’une autre personne. En supposant que
vous pesez m1 = m2 = 65 kg, la force gravitationnelle qui vous attire l’un l’autre est donnée
par :

|| #»
F grav||= G

m1m2

d2 ≈ 3×10−7N (3.3)

ce qui correspond au poids d’un objet de masse µ = || #»
F grav||/g = 10−8 kg, c’est-à-dire le poids

d’une dizaine de grains de sable. La force gravitationnelle est très faible et n’est généralement
ressentie que lorsqu’au moins l’un des deux corps concernés a une masse très importante.

Intéressons nous maintenant aux ordres de grandeur de la force électrostatique. En supposant
que vous êtes constitués d’eau, la masse molaire de l’eau étant de MH2O = 18 g·mol−1, vous
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contenez environ un nombre de molécules d’eau égal à :

N =
NAm1

MH2O
≈ 2×1027 (3.4)

En supposant que vous donniez les électrons de 1% de vos molécules d’eau à votre voisin, vous
allez perdre une charge totale égale à :

q =
1

100
Ne ≈ 3×106C (3.5)

Votre voisin sera alors chargé de la charge opposée −q. La force électrostatique qui vous attirera
sera alors :

|| #»
F elec||=

q2

4πε0d2 ≈ 8×1022N (3.6)

Ceci correspond au poids d’un objet de masse µ = || #»
F elec||/g ≈ 1022 kg, soit environ la masse

de Pluton !
Autrement dit, la force électrostatique est une force extrêmement intense ! Elle a tendance

à rassembler les charges positives et négatives sur des distances très courtes, et à créer des
ensembles électriquement neutres. C’est en particulier la force électrostatique qui maintient
les électrons autour des atomes, qui explique la structure des cristaux et leur solidité, et plus
généralement qui est responsable de la cohésion des solides et des liquides.

La force de gravitation est beaucoup plus faible et n’a une importance que pour les objets
massifs qui sont électriquement neutres.

3.1.3 Champ électrique
De manière analogue à la gravitation, l’existence d’une interaction à distance entre deux corps

chargés électriquement se traduit par l’existence d’un champ de vecteurs :

Définition — Champ électrique. Le champ électrique, noté
#»
E , indique en tout point la force

électrostatique subie par une particule ponctuelle immobile de charge unité. Il se mesure en
Volts-mètres (V·m). Une particule de charge q se trouvant dans un champ électrique

#»
E subit

alors une force électrostatique
#»
F = q

#»
E .

R Rappel de MPSI : dans le cas où la particule est en mouvement et soumise à un champ
magnétique, elle subit également une force magnétique

#»
F mag = q #»v ∧ #»

B . La somme de la
force électrique et magnétique correspond à la force de Lorentz :

#»
F = q(

#»
E + #»v ∧ #»

B) (3.7)

Pourquoi définir le champ électrique ? Il nous permet de décrire la force subie par une particule
chargée sans avoir besoin de connaître la position de toutes les charges électriques positives et
négatives situées autour de la particule qui nous intéresse.

Le champ électrique est un outil particulièrement utile en raison de sa propriété d’additivité : la
force électrostatique est linéaire en fonction de la charge qui exerce cette force. Ainsi, le champ
électrique produit par une particule est proportionnel à la charge de cette particule. Cette propriété
se généralise au cas où deux particules produisant le champ électrique sont placées à des endroits
différents :
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Propriété — Principe de superposition pour des charges ponctuelles. Soient deux parti-
cules chargées M1 et M2, produisant respectivement des champs électriques

#»
E 1 et

#»
E 2. Le champ

électrique produit par l’ensemble des deux particules {M1,M2} est
#»
E 1 +

#»
E 2.

De manière analogue au champ gravitationnel, nous définissons les lignes de champ :

Définition — Lignes de champ. Une ligne de champ électrique est une ligne parallèle en tout
point au vecteur champ électrique

#»
E . Les lignes de champ sont orientées dans le sens du champ

électrique.

■ Exemple — Lignes de champ produites par une charge ponctuelle. Considérons le champ
électrique produit par une charge ponctuelle q. On se place dans le système de coordonnées polaires
ayant pour origine l’emplacement de la charge ponctuelle. Le champ électrique s’écrit, en utilisant
la forme de la force électrostatique :

#»
E =

q
4πε0r2

#»er (3.8)

En tout point de l’espace,
#»
E est colinéaire au vecteur unitaire #»er , ainsi les lignes de champ sont des

demi-droites partant de l’origine et orientées vers l’extérieur. ■

FIGURE 3.3 – Lignes de champ produites par une charge ponctuelle (à gauche) et par 3 charges
ponctuelles (à droite). Les lignes partent des charges positives et se terminent sur les charges
négatives. Source : université de technologie de Compiègne.

3.1.4 Potentiel électrique
Calculons le travail de la force électrique le long de la trajectoire d’une particule chargée. Soit

une particule ponctuelle chargée d’une charge q et parcourant un chemin infinitésimal
#»

dℓ. Le travail
élémentaire exercé par la force électrique sur la particule le long de ce déplacement est donné par :

δW =
#»
F · #»

dℓ= q
#»
E · #»

dℓ (3.9)

si bien que le travail de la force le long d’un chemin macroscopique Γ reliant deux points A et B
s’écrit :

W =

ˆ
Γ

q
#»
E · #»

dℓ (3.10)

Cette intégrale correspond à ce que l’on nomme la circulation du champ électrique :
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Définition La circulation du champ électrostatique
#»
E le long d’un chemin Γ correspond à

l’intégrale du champ électrique le long de ce chemin :

C =

ˆ
Γ

#»
E · #»

dℓ (3.11)

■ Exemple Calculons le travail issu du déplacement d’une particule M de charge q au voisinage
d’une particule charge q0 située sur l’origine. La particule M est soumise à la force électrostatique
de Coulomb et on a :

W =

ˆ
Γ

q
#»
E · #»

dℓ (3.12)

=

ˆ
Γ

qq0

4πε0r2
#»er ·

#»

dℓ (3.13)

=
qq0

4πε0

ˆ
Γ

dr
r2 (3.14)

=
qq0

4πε0

(
1
rA

− 1
rB

)
(3.15)

■

On constate que le travail de la force électrostatique ne dépend que de la position initiale et de
la position finale de la particule : il est indépendant du chemin suivi. Nous avons vu cela pour une
charge ponctuelle, mais le résultat se généralise à tout champ électrique produit par un ensemble de
charges :

Propriété — Conservativité de la force électrique. La force électrostatique est une force
conservative.

Dans le cas d’une seule particule chargée, la force électrique dérive d’un potentiel, en effet il
est possible d’écrire son travail comme une différence d’énergie potentielle électrique :

W =−∆Epot = Epot,A −Epot,B (3.16)

avec

Epot =
qq0

4πε0r
+C (3.17)

C est une constante que l’on prend généralement égale à zéro afin d’avoir une énergie potentielle
électrique nulle en l’absence d’interaction avec d’autres charges (r → ∞).

Définition — Potentiel électrique. On définit le potentiel électrostatique V (M) comme l’éner-
gie potentielle électrostatique qu’aurait une charge unité si elle était placée au point M.

L’énergie électrostatique d’une particule de charge q s’écrit alors :

Epot = qV (3.18)

Le potentiel électrostatique se mesure en Volts (V).

Pour visualiser le potentiel électrique, on dessine souvent des surfaces équipotentielles (ou
lignes équipotentielles si le problème est à deux dimensions) :

Définition Une surface équipotentielle est une surface sur laquelle le potentiel électrique a une
valeur constante.



3.1 Champ électrique 7

Propriété Le champ électrique est opposé au gradient du potentiel électrique :

#»
E =− #     »

grad(V ) (3.19)

■ Démonstration Le travail élémentaire de la force électrique le long d’un chemin
#»

dℓ peut s’écrire
d’une part :

δW =
#»
E · #»

dℓ (3.20)

et d’autre part :

δW =−dEpot =−qdV =−q
#     »

grad(V ) · #»

dℓ (3.21)

par propriété de l’opérateur gradient. Par identification, on en déduit :
#»
E · #»

dℓ=− #     »

grad(V ) · #»

dℓ (3.22)

Ceci étant vrai pour tout élément
#»

dℓ on en déduit que :
#»
E =− #     »

grad(V ) (3.23)

■

De la même manière que pour le champ gravitationnel, cette relation implique les propriétés
géométriques suivantes :

Propriété Les surfaces équipotentielles et les lignes de champ sont orthogonales.

Propriété L’intensité du champ électrique est inversement proportionnelle à la distance entre
les équipotentielles.

A travers la lecture d’une carte de lignes équipotentielles, on peut donc retrouver la direction et
l’intensité du champ électrique en tout point de l’espace.

FIGURE 3.4 – Lignes de champ et équipotentielles produites par une charge ponctuelle (à gauche)
et par 3 charges ponctuelles (à droite). Les équipotentielles sont perpendiculaires aux lignes de
champ. Source : université de technologie de Compiègne.

Pour une charge ponctuelle, le potentiel électrique V ne dépend que du rayon r, les équipoten-
tielles sont donc des sphères centrées sur la charge concernée. Le champ électrique étant plus fort
au voisinage de la charge, les équipotentielles y sont plus rapprochées.
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Encart — Analogie entre potentiel électrostatique et topographie. La carte topographique
fournit une bonne analogie pour les équipotentielles et les lignes de champ. En effet, l’énergie
potentielle de pesanteur s’écrit, pour une masse m :

Ep = mgz (3.24)

si bien que les isolignes d’altitude correspondent aux équipotentielles. Les "lignes de champ"
correspondent à la trajectoire d’une particule libre soumise au champ de pesanteur. Elles sont
matérialisées par le tracé des cours d’eau. On constate sur les cartes topographiques que les
cours d’eau sont toujours orientés perpendiculairement aux isolignes, de la même manière qu’en
électrostatique les équipotentielles sont perpendiculaires aux lignes du champ électrique. On
le voit très bien sur la carte suivante de la montagne de la Capesterre (source Géoportail). Les
isolignes (équipotentielles) sont en marron, et le réseau hydrographique (lignes de champ) est
en bleu :

De la même manière que l’on peut orienter les lignes de champ en électrostatique mais pas les
équipotentielles, on peut orienter le tracé des cours d’eau sur une carte, mais pas les isolignes.

Une conséquence importante de cette propriété est l’effet de pointe. Si une pointe se trouve
dans un champ électrique donné, elle va dévier et resserrer les équipotentielles à son voisinage,
créant ainsi un champ électrique plus intense au voisinage de la pointe, comme cela est visible sur
la figure 3.5.

Encart — L’effet de pointe et l’arbre à fèves Tonka. Une étude publiée en mai 2025, et
menée dans un institut de recherche tropical à Panama par Evan Gora, Helene Muller-Landau
et Katherine Cushman et leurs collègues internationaux, a montré que l’effet de pointe est
aussi utilisé dans la forêt tropicale par l’arbre à fève Tonka. Il est résistant à la foudre et
est également plus haut que les autres. Via l’effet de pointe, il renforce le champ électrique
autour de lui et augmente sa probabilité d’être frappé par un éclair. Ceci lui permet de tuer
les lianes qui l’infestent et ses voisins (qui ne sont pas résistants à la foudre) et favorise son
développement. Les scientifiques suggèrent que la résistance de l’arbre aux éclairs pourrait être
due à une résistance électrique R de l’arbre plus faible. Etant donné que la puissance dissipée
par le passage d’un éclair d’une intensité I est donnée par P = RI2, une résistance plus faible
permettrait donc de limiter le dégagement de chaleur par effet Joule et d’empêcher la combustion
de l’arbre.
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Référence de l’article scientifique : Gora, Evan M., et al. "How some tropical trees benefit from
being struck by lightning : evidence for Dipteryx oleifera and other large-statured trees." New Phytologist
246.4 (2025) : 1554-1566.

FIGURE 3.5 – En haut à gauche : Effet de pointe autour d’un arbre. Les équipotentielles sont
représentées, ainsi que le champ électrique qui est perpendiculaire aux équipotentielles et d’autant
plus important que celles-ci sont resserrées. En haut à droite : photo d’un arbre à fèves Tonka. En
bas : observations faites par les scientifiques. Les arbres à fève Tonka sont plus hauts, et attirent la
foudre qui les débarrasse de leurs voisins et des lianes.

3.2 Dipôle électrostatique
Dans la nature, les charges électriques isolées sont très rares. La force électrostatique est très

puissante et a tendance à rassembler les charges de signe opposées pour créer des ensembles neutres
à l’échelle macroscopique. C’est le cas notamment des atomes, et plus généralement des molécules.
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Le cas le plus simple que l’on puisse imaginer est celui du dipôle électrostatique : un ensemble
de deux charges ponctuelles de signe opposé (+q et −q) séparées par une distance a. En raison de
la symétrie du problème, on se place dans un système de coordonnées sphériques en orientant l’axe
(Oz) autour du dipôle.

3.2.1 Champ créé par un dipôle électrostatique
Dans cette partie, nous allons nous intéresser au champ créé par un dipôle électrostatique. Pour

cela, nous allons raisonner en termes de potentiel électrostatique : en effet, le potentiel V est une
grandeur scalaire alors que le champ

#»
E est vectoriel. On minimise donc les calculs en utilisant le

potentiel V (même si cela reste assez calculatoire...).

Potentiel électrostatique créé par un dipôle

x

y

z

r

r+

r−

#»er

#»eθ

#»eϕ

O

M

H

+q

−q

a

ϕ

θ

z

O

M

H

+q

−q

r+

r−
r z

h

a
2

a
2

FIGURE 3.6 – Le dipôle électrostatique est composé de deux charges +q et −q. On utilise un
système de coordonnées sphériques pour étudier le problème. Figure de gauche : dipôle et système
de coordonnées. Figure de droite : représentation dans le plan (OMH).

Le potentiel électrostatique généré par le dipôle est donné par la somme des potentiels créés
par chacune des deux charges, en vertu du principe de superposition :

V =
q

4πε0

(
1

r+
− 1

r−

)
(3.25)

Or en utilisant le schéma de droite on remarque que :

h2 = r2 − z2 = r2
+−

(
z− a

2

)2
(3.26)

D’où :

r2
+ = r2 +

(
z− a

2

)2
− z2 (3.27)

= r2 −az+
a2

4
(3.28)

= r2 −ar cosθ +
a2

4
(3.29)

où l’on a utilisé z = r cosθ .
On fera ce que l’on appelle l’approximation dipolaire :
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Définition On parle d’approximation dipolaire lorsque l’on étudie le champ créé à une distance
grande devant la taille caractéristique du dipôle : r ≫ a

Dans ce cas, on peut négliger le dernier terme et on obtient :

r2
+ ≈ r2 −ar cosθ (3.30)

Alors en faisant un développement limité à l’ordre 1 :

1
r+

= (r2
+)

− 1
2 =

1
r

(
1− a

r
cosθ

)− 1
2 ≈ 1

r

(
1+

a
2r

cosθ

)
(3.31)

De même on trouve :

1
r−

≈ 1
r

(
1− a

2r
cosθ

)
(3.32)

Si bien que l’on obtient au final un potentiel total :

V =
qacosθ

4πε0r2 (3.33)

On constate ici que ce potentiel ne dépend que du produit entre la charge portée par les éléments
du dipôle et la distance entre ces éléments ; on appelle cette quantité le moment dipolaire.

Définition — Moment dipolaire. Soient M+ et M− deux points portant des charges opposées,
respectivement +q et −q. On appelle le moment dipolaire électrique de ce dipôle électrostatique
la quantité #»p = q

#            »
M−M+

R Cette définition coïncide avec la définition vue en chimie avec des charges partielles lorsqu’on
a deux charges partielles opposées. Le TD comprend quelques applications d’électrostatique
à la chimie (voir notamment l’exercice de solvatation du cuivre). En chimie, on n’a pas
forcément une seule charge et dans ce cas, pour un ensemble de charges qi tel que ∑qi = 0
on définira le moment dipolaire comme #»p = ∑qi

#»ri (par exemple pour la molécule d’eau qui
comprend une charge −2δ et deux charges +δ ).

On constate alors que θ n’est autre que l’angle entre le dipôle électrostatique et le vecteur
position, si bien que aqr cosθ = #»p · #»r . Ainsi on obtient une expression générale pour le potentiel
électrostatique créé par un dipôle :

Propriété — Potentiel créé par un dipôle. Le potentiel électrostatique créé par un dipôle de
moment dipolaire #»p placé à l’origine O du repère sphérique (r,θ ,φ) est donné par :

V =
#»p · #»r

4πε0r3 (3.34)

Champ électrique créé par un dipôle
On peut également calculer le champ électrique provoqué par le dipôle. Pour cela, on pourrait

réutiliser le principe de superposition mais cette fois-ce sur le champ électrique. Mais il est plus
direct d’utiliser la relation

#»
E = − #     »

grad(V ). On utilise en particulier l’expression du gradient en
coordonnées sphériques :

#     »

grad =
∂

∂ r
#»er +

1
r

∂

∂θ

#»eθ +
1

r sinθ

∂

∂ϕ

#»eϕ (3.35)



12 Chapitre 3. Électrostatique

Ici le potentiel ne dépend que de θ et de φ et le champ
#»
E est donc donné par :

#»
E =− #     »

grad
(

qacosθ

4πε0r2

)
(3.36)

=− qa
4πε0

(
cosθ

∂

∂ r

(
1
r2

)
#»er +

1
r3

∂ cosθ

∂θ

#»eθ

)
(3.37)

=
qa

4πε0r3 (2cosθ
#»er + sinθ

#»eθ ) (3.38)

R L’expression de ce champ n’est pas à connaître par coeur, mais il faut savoir la redémontrer
à partir du potentiel, voire même depuis le début (dans ce dernier cas, au concours, la
démonstration est souvent guidée par plusieurs questions).

Equipotentielles et lignes de champ
Nous pouvons maintenant calculer l’équation des lignes de champ et des équipotentielles, afin

de représenter l’allure du champ électrique produit par le dipôle.
Pour les équipotentielles, il suffit d’écrire que V est constant, ce qui implique que :

cosθ

r2 =C (3.39)

où C est une constante. Autrement dit, on obtient l’équation polaire des équipotentielles :

r = K
√
|cosθ | (3.40)

Elle nous indique que les équipotentielles partent et arrivent en r = 0 avec un angle θ =±π/2, et
entre les deux tournent en atteignant leur éloignement maximal du dipôle pour θ = 0 ou θ = π .
Comme la fonction

√
|cosθ | varie très vite lorsque |cosθ | est petit, les équipotentielles s’éloignent

rapidement du dipôle pour θ proche de ±π/2.
Les lignes de champ sont colinéaires en tout point au champ électrique. Pour calculer l’équation

des lignes de champ, nous utilisons l’équivalence entre la colinéarité et un produit vectoriel nul :
#»
E ∥ #»

dℓ⇔ #»
E ∧ #»

dℓ=
#»
0 (3.41)

Le champ E⃗ n’ayant pas de composante selon #»eϕ il en est de même des lignes de champ. En écrivant
#»

dℓ= dr #»er + rdθ
#»eθ nous obtenons, après produit vectoriel :

2r cosθdθ − sinθdr = 0 (3.42)

On utilise une séparation des variables :

dr
r
= 2

dθ

tanθ
(3.43)

et on obtient après intégration :

lnr = 2ln(sinθ)+C (3.44)

où C est une constante multiplicative. Ceci est équivalent à :

r = K sin2
θ (3.45)

où K est une constante multiplicative. On a ainsi l’équation polaire des lignes de champ qui sont
des courbes fermées passant par l’origine. Elles partent et arrivent en r = 0 avec un angle θ = 0 ou
θ = π , et entre les deux tournent en atteignant leur éloignement maximal du dipôle pour θ =±π/2.
Comme la fonction sin2

θ varie lentement lorsque sinθ est petit, les lignes de champ s’éloignent
lentement du dipôle pour θ proche de 0 ou π .
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R Les équations polaires des équipotentielles et des lignes de champ ne sont pas à connaître,
mais il est utile de connaître la méthode pour les retrouver.

On peut maintenant tracer les lignes de champ pour le champ électrique produit par le dipôle,
et également en déduire l’allure des équipotentielles qui sont perpendiculaires aux lignes de champ.
La formule du potentiel nous indique que celui-ci est positif dans la partie supérieure du plan et
négatif dans la partie inférieure.

FIGURE 3.7 – Lignes de champ électrique (en noir) et équipotentielles (en kaki) pour un dipôle
électrostatique. La figure de gauche est plus rapprochée du dipôle, et la figure de droite montre ce
qui se passe plus loin du dipôle. Dans l’approximation dipolaire (figure de droite), les équations
polaires que nous avons établies sont valables. Ceci n’est plus vrai si l’on se rapproche trop du
dipôle (figure de gauche). Figures adaptées à partir d’images issues de Wikimedia Commons.

R L’allure des lignes de champ et équipotentielles créées par un dipôle est à connaître par coeur.

3.2.2 Dipôle dans un champ extérieur
Nous pouvons maintenant nous poser la question de la réponse d’un dipôle électrostatique à

un champ électrique extérieur. Dans toute la suite, nous allons supposer que les deux charges sont
solidaires l’une de l’autre (elles sont "attachées" de manière rigide). Elles peuvent représenter, par
exemple, une molécule d’eau qui a un moment dipolaire donné. Nous supposons à nouveau que les
charges +q et −q se trouvent aux points M+ et M−. Le dipôle associé #»p = q

#            »
M−M+ se trouve au

point O.

Cas d’un champ uniforme
Si un champ

#»
E uniforme est appliqué, alors les deux charges sont soumises à des forces égales

et opposées :

#»
F =

# »
F++

# »
F− = q

#»
E +(−q)

#»
E =

#»
0 (3.46)

Et la résultante des forces qui s’applique sur le dipôle est nulle. En revanche, le moment de ces
forces par rapport au point O situé au centre du dipôle est non nul :

#  »

M =
#     »

M++
#     »

M− =
#       »
OM+∧q

#»
E +

#       »
OM−∧ (−q)

#»
E (3.47)
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O

M+

M−

#»p = q
#            »
M−M+

#»
F+

#»
F−

#»
E

FIGURE 3.8 – Dipôle électrostatique soumis à un champ électrique
#»
E .

Or on a par la relation de Chasles
#       »
OM+− #       »

OM− =
#            »
M−M+ et en utilisant la définition du moment

dipolaire on trouve l’expression suivante pour le moment de la force électrique sur un dipôle :

Propriété — Moment des forces électriques sur un dipôle. Le moment des forces électro-
statiques qui s’appliquent sur un dipôle électrostatique de moment dipolaire #»p situé dans un
champ environnant

#»
E est donné par :

#  »

M = #»p ∧ #»
E (3.48)

R Nous avons calculé le moment par rapport au point O mais en pratique le moment est le
même par rapport à n’importe quel point car la somme des forces qui s’appliquent au dipôle
est nulle.

Ce moment est nul lorsque le dipôle est aligné avec le champ, ainsi les dipôles électrostatiques
vont avoir tendance à s’aligner dans le sens du champ. Les charges électriques positives vont avoir
tendance à se placer dans les zones de faible potentiel électrique, et inversement.

On peut, enfin, calculer l’énergie potentielle électrostatique du dipôle électrostatique :

Ep = qV+−qV− (3.49)

Dans le cadre de l’approximation dipolaire, la distance entre les deux charges du dipôle est faible
devant la taille caractéristique d’évolution du champ électrique, et on peut raisonnablement supposer
que

V (M+)−V (M−) =

ˆ M+

M−

− #»
E · #»

dℓ≈− #»
E · #            »

M−M+ (3.50)

On en déduit alors l’expression suivante pour l’énergie électrostatique d’un dipôle placé dans un
champ extérieur :

Propriété — Energie potentielle du dipôle électrique. L’énergie potentielle électrique d’un
dipôle électrostatique #»p placé dans un champ

#»
E est donnée par :

Ep =− #»p · #»
E (3.51)

On constate que le minimum d’énergie potentielle est atteint lorsque le dipôle est aligné dans le
sens du champ.
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Champ non uniforme
Dans le cas d’un champ non uniforme, la force subie par les deux charges peut être légèrement

différente. Comme la force de Coulomb est conservative, on peut calculer directement cette force
en utilisant le fait qu’elle dérive de l’énergie potentielle électrique :

#»
F =− #     »

grad(Ep) =
#     »

grad( #»p · #»
E ) (3.52)

Comme les dipôles s’alignent spontanément dans le sens du champ ( #»p · #»
E > 0), cette force est

orientée vers les zones de champ les plus forts. Ainsi les dipôles sont déviés vers les zones de
champ fort.

R C’est cette force qui est utilisée aujourd’hui pour manipuler des atomes individuels : on crée
une zone de champ électrique très fort avec un laser. Les molécules sont alors attirées vers
la zone de champ fort et donc piégées au sein du faisceau. On parle de pince optique. Un
exercice du TD aborde ce phénomène de manière plus approfondie.

3.3 Description macroscopique des charges
Les outils décrits précédemment sont très utiles pour décrire les effets des forces électriques

à l’échelle microscopique, par exemple dans un atome ou un cristal, ou sur une molécule avec
l’exemple du dipôle.

En revanche, à l’échelle macroscopique, un très grand nombre de charges est présent dans
l’espace. Lorsque l’on s’intéresse aux effets du champ électrique à notre échelle, plutôt que de
décrire le champ électrique comme la somme de champs créés par des champs individuels, on
utilise un approche dite macroscopique.

3.3.1 Distribution de charges
En particulier, nous allons nous intéresser à une grandeur analogue à la densité, qui décrit la

quantité de masse par unité de volume, mais cette fois-ci pour l’électrostatique. Pour cela, nous
travaillons à une échelle intermédiaire, dite mésoscopique et définie comme suit :

Définition — Volume mésoscopique. Un volume mésoscopique (souvent noté dτ) est un
volume qui contient un grand nombre de particules élémentaires N ≫ 1, mais dont la taille ℓ est
petite devant la taille caractéristique L du système macroscopique que l’on étudie : ℓ≪ L.

On prend typiquement ℓ≈ 1 µm. L’utilisation de l’échelle mésoscopique nous permet d’avoir
une description continue de la matière : à cette échelle et aux échelles plus grandes, la présence de
particules chargées distinctes n’est pas importante. On peut alors définir la densité volumique de
charge ρ :

Définition — Densité volumique de charge. La densité volumique de charge, notée ρ ,
indique la charge nette présente par unité de volume en un point de l’espace. Dans un volume
mésoscopique dτ contenant une charge dq, on aura ainsi :

ρ =
dq
dτ

(3.53)

La densité volumique de charge est un champ scalaire : elle dépend de la position dans l’espace.
Elle peut également dépendre de temps.

■ Exemple Considérons le noyau d’un atome de plomb, qui contient Z = 82 protons et N = 126
neutrons. La charge totale contenue dans l’atome est :

Q = Ze (3.54)
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Par ailleurs, le rayon d’un nucléon est d’environ rn = 1.2 fm (1 fm= 10−15m). Ceci implique que
le volume total du noyau est donné par :

V = (Z +N)× 4
3

πr3
0 (3.55)

On peut supposer que les protons et neutrons sont relativement bien mélangés dans le noyau, et
comme N+Z ≫ 1, on peut également supposer que le noyau est grand devant la taille des nucléons.
On peut donc décrire ce noyau par une distribution continue de charges, constituée d’une sphère
uniformément chargée avec une densité volumique de charges :

ρ =
Q
V

≈ 1025 C ·m−3 (3.56)

■

R Dans la plupart des solides et solutions aqueuses autour de nous, la densité volumique de
charges est nulle : les charges positives et négatives s’équilibrent à l’échelle de l’atome qui
est bien plus petite que l’échelle mésoscopique. Ainsi, en général, la description de seuls
quelques objets chargés macroscopiquement suffit à bien décrire le champ électrique.

On peut retrouver la charge totale d’une distribution de charges simplement en intégrant la
densité volumique de charges :

Propriété — Charge totale d’une distribution volumique. La charge totale d’une distribution
de densité volumique de charges ρ contenue dans un volume V s’écrit :

Qtot =

˚
V

ρdτ (3.57)

Densité surfacique de charges
Dans les conducteurs, on peut observer une accumulation de charges sur la surface du conduc-

teur. Ceci va nous permettre de définir une densité surfacique de charges σ :

Définition — Densité surfacique de charges. La densité surfacique de charges, notée σ ,
correspond à la charge contenue par unité de surface en un point d’une surface chargée. Si dS
est un élément mésoscopique de surface qui porte une charge infinitésimale dq, alors la densité
surfacique de charge est :

σ =
dq
dS

(3.58)

Propriété — Charge totale d’une distribution surfacique. La charge totale d’une distribution
de densité surfacique de charges σ répartie sur une surface S s’écrit :

Qtot =

¨
S

σdS (3.59)

Densité linéique de charges
Enfin pour décrire certaines situations comme un fil, on peut être amené à utiliser une description

simplifiée et à faire intervenir la densité linéique de charges :
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Définition — Densité linéique de charges. La densité linéique de charges, notée λ , corres-
pond à la charge contenue par unité de longueur en un point d’un segment chargé. Si dℓ est
un élément mésoscopique du segment qui porte une charge infinitésimale dq, alors la densité
linéique de charge est :

λ =
dq
dℓ

(3.60)

■ Exemple Considérons un fil correspondant à un cylindre de rayon a, avec une densité volumique
de charges uniforme ρ . Pour simplifier le modèle, on peut supposer que le rayon a est petit. Alors
on modélise le fil par un fil infiniment fin portant une densité linéique de charge λ . Par définition
de la densité volumique de charges, la quantité de charge le long d’un segment dℓ est donnée par :

dq = πa2dℓ×ρ (3.61)

On en déduit la densité linéique de charges :

λ = πa2
ρ (3.62)

■

Propriété — Charge totale d’une distribution linéique. La charge totale d’une distribution
de densité linéique de charges λ répartie le long d’un chemin C s’écrit :

Qtot =

ˆ
C

λdℓ (3.63)

3.3.2 Principe de superposition
Le principe de superposition, qui était vrai pour des charges ponctuelles, l’est aussi pour des

distributions de charges quelconques :

Théorème — Principe de superposition pour des charges ponctuelles. Soient deux dis-
tribution de charges D1 et D2, produisant respectivement des champs électriques

#»
E 1 et

#»
E 2. Le

champ électrique produit par l’ensemble des deux distributions D1 ∪D2 est
#»
E 1 +

#»
E 2.

Ainsi, lorsqu’on résout un problème électrostatique, on a intérêt à découper la distribution de
charges en contributions simples, et on peut ensuite utiliser le principe de superposition pour en
déduire des informations sur l’ensemble de la distribution.

3.3.3 Principe de Curie
Nous avons maintenant mis en place des outils qui permettent de décrire une distribution

macroscopique de charges, via la densité volumique, surfacique ou linéique de charges.
Pour déduire des informations sur le champ électrique, on peut utiliser les propriétés de symétrie

de la distribution de charges, en utilisant le principe de Curie :

Théorème — Principe de Curie. Les effets ont les symétries des causes.

Plans de symétrie et antisymétrie
Ce principe a des conséquences directes concernant les plans de symétrie et d’antisymétrie de

la distribution de charges :
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Propriété — Plan de symétrie de la distribution de charges. Un plan de symétrie de la
distribution de charges est aussi un plan de symétrie du champ électrique. En particulier, le
vecteur champ électrique en tout point de ce plan est contenu dans le plan.

Propriété — Plan d’antisymétrie de la distribution de charges. Un plan d’antisymétrie de
la distribution de charges est aussi un plan d’antisymétrie du champ électrique. En particulier, le
vecteur champ électrique en tout point de ce plan est normal à ce plan.

Ces deux propriétés peuvent être facilement comprises à travers les exemples géométriques
présentés dans la figure 3.9.

FIGURE 3.9 – A gauche : Champ électrique produit par deux charges électriques de signe égal
situées en P et P′, séparées par le plan de symétrie Πs. Le plan est aussi un plan de symétrie du
champ électrique. En particulier, le vecteur champ électrique en tout point de ce plan est contenu
dans le plan. A droite : idem, mais pour des charges de signe opposé. Le plan Πa est maintenant un
plan d’antisymétrie. Dans les deux schémas, les vecteurs de même couleur ont même norme, car
la norme du champ électrique ne dépend que de la valeur de la charge source q et la distance à la
source r. Images reproduites du poly de cours d’Etienne Thibierge.

Nous allons maintenant utiliser ces propriétés pour en déduire des informations sur la direction
du champ électrique dans différentes configurations classiques, comme représenté sur la figure 3.10.
Les propriétés issues de l’analyse de la figure 3.10 ne sont pas essentielles à connaître (elles ne sont
donc pas encadrées), ce sont plutôt leurs démonstrations qu’il faut savoir refaire. Elles donnent un
exemple de la manière dont on peut utiliser les plans de symétrie et d’antisymétrie pour déterminer
la direction du champ électrique.

Propriété — Direction du champ en cas d’invariance par translation. Si la distribution de
charges est invariante par translation le long d’un axe, alors le champ électrique est en tout point
perpendiculaire à cet axe.

■ Démonstration Cette situation est rencontrée dans les schémas de gauche et du milieu de la
figure 3.10. Nous nous plaçons dans un repère cartésien tel que l’axe d’invariance soit porté par
#»ez . Soit M un point quelconque de l’espace, et Π1 le plan passant par M et normal à #»ez . Puisque la
distribution de charges ne dépend pas de z, Π est un plan de symétrie de la distribution de charges.
Comme M ∈ Π, le champ électrique

#»
E (M) est contenu dans le plan Π1 et donc, par définition du
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Π1

#»
E

z

D

Π1Π2

#»
E
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D

Π1Π2

#»
E

z

FIGURE 3.10 – Plans de symétrie de différentes distributions de charges, et conséquences sur la
direction du champ électrique. Certains plans de symétrie sont indiqués, en tout point de ces plans
le champ électrique est contenu dans le plan. Lorsqu’il y a plusieurs plans de symétrie, le champ
électrique

#»
E est contenu dans la droite D à l’intersection des deux plans. Gauche : invariance par

translation selon #»ez . Milieu : symétrie cylindrique. Droite : symétrie sphérique.

plan Π1, est perpendiculaire à #»e z. Ceci étant vrai pour tout point M on en déduit que le champ
électrique est en tout point de l’espace perpendiculaire à #»ez . ■

Propriété — Direction du champ en cas d’invariance par rotation autour d’un axe. Si
la distribution de charges est invariante par rotation autour d’un axe (Oz) alors dans le repère
cylindrique (r,θ ,z) défini par cet axe, la composante tangentielle du champ électrique est nulle.

■ Démonstration Cette situation est rencontrée dans les schémas du milieu et de droite de la figure
3.10. Soit un point M et soit Π2 le plan contenant à la fois M et (Oz). Comme la distribution de
charges est à symétrie cylindrique autour de Oz, Π2 est un plan de symétrie de la distribution de
charges. Le champ électrique au point M est donc contenu dans ce plan, ce qui implique que la
composante tangentielle est nulle. ■

Propriété — Direction du champ en cas de symétrie sphérique. Si la distribution de charges
est invariante par rotation autour du point O, alors le champ électrique est radial.

■ Démonstration Cette situation est rencontrée dans le schéma de droite de la figure 3.10. Soit
un point M et un plan quelconque passant par O et M. Comme la distribution de charges est à
symétrie sphérique autour de O, ce plan est un plan de symétrie de la distribution de charges. Le
champ électrique est donc contenu dans ce plan. Ceci étant vrai pour tout plan contenant O et M
(par exemple Π1 et Π2 sur le schéma), le champ électrique est parallèle à (OM), et donc est orienté
selon #»er . ■

Invariances

Du principe de Curie découle une autre propriété importante, liée aux invariances de la distribu-
tion de charges par des translations ou des rotations :

Propriété — Invariance par translation. Si la distribution de charges est invariante par
translation le long d’un axe, alors le champ électrique est indépendant de la coordonnée portée
par cet axe.



20 Chapitre 3. Électrostatique

Propriété — Invariance par rotation autour d’un axe. Si la distribution de charges est
invariante par rotation autour d’un axe (Oz) alors dans le repère cylindrique (r,θ ,z) défini par
cet axe, les composantes du champ électrique sont indépendantes de θ .
Attention ! Le champ électrique dépend de θ car les vecteurs #»er et #»eθ dépendent de θ .

Propriété — Invariance par rotation autour d’un point. Si la distribution de charges est
invariante par rotation autour d’un point O, alors, dans le repère (r,θ ,φ) d’origine O, les compo-
santes du champ électrique ne dépendent que de r.
Attention ! Le champ électrique dépend de θ et φ car les vecteur #»er , #»eθ et #»eϕ dépendent de θ et
φ .

■ Démonstration Par le principe de Curie, si la distribution de charges est invariante par rotation
autour de O, les composantes du champ électrique le sont aussi. Elles ne dépendent donc pas de θ

et de ϕ et ne dépendent ainsi que de r. ■

Forme générale du champ dans des cas de symétrie particuliers
En combinant les propriétés de symétrie et d’invariance, on obtient la forme générale du

champ électrique pour différentes distributions de charges. Il faut être capable de retrouver et de
redémontrer ces formes générales.

Propriété — Symétrie sphérique. Si la distribution de charges est invariante par rotation autour
d’un point O, alors, dans le repère (r,θ ,φ) d’origine O, le champ électrique est de la forme
#»
E = E(r) #»er .

■ Démonstration Nous avons vu qu’en cas d’invariance par rotation autour d’un point, le champ
est radial :

#»
E = E(r,θ ,ϕ) #»er (3.64)

Par ailleurs, nous avons aussi vu que ses composantes ne dépendent que de r, d’où la forme finale
#»
E = E(r) #»er . ■

Nous pouvons également étudier la symétrie cylindrique, qui est définie comme suit :

Définition — Symétrie cylindrique. Une distribution de charges est dite à symétrie cylindrique
autour d’un ace (Oz) si elle est invariante à la fois par translation le long de cet axe et par
rotation autour de cet axe.

Propriété — Symétrie cylindrique. Si la distribution de charges est à symétrie cylindrique dans
le repère (r,θ ,z) d’axe (Oz) alors le champ électrique est de la forme

#»
E = E(r) #»er

■ Démonstration Plaçons nous dans le repère (r,θ ,z) d’axe (Oz). La distribution de charges
étant invariante par translation de long de (Oz), le champ électrique est indépendant de z et
perpendiculaire à #»ez si bien que :

#»
E = Er(r,θ) #»er +Eθ (r,θ) #»eθ (3.65)

Or le champ électrique est également invariant par rotation autour de (Oz), il est donc radial, et ses
composantes ne dépendent pas de θ . On en déduit :

#»
E = E(r) #»er (3.66)

■
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Encart — Les symétries : comment faire en pratique?. Il est facile de se perdre dans ces
multiples propriétés. Elles sont incluses dans le polycopié pour que vous ayez une vue générale
de toutes les situations de symétrie classique.

Comment faire le jour du concours? Il est important de citer le principe de Curie et
d’utiliser uniquement les propriétés qui en découlent directement, qui sont encadrées dans ce
poly :

— Pour identifier la direction du champ, on utilise les propriétés liées aux plans de symétrie
et d’antisymétrie ;

— Dans le cas d’une invariance par translation, le champ est indépendant de la coordonnée
le long de l’axe correspondant ;

— Dans le cas d’une invariance par rotation, les composantes du champ sont indépendantes
de la/des coordonnée(s) angulaire(s) caractérisant cette rotation.

Il ne faut pas utiliser les propriétés qui ne sont pas encadrées : elles sont présentes dans ce
polycopié surtout pour que vous sachiez comment les démontrer.

Exemple Supposons qu’un exercice demande d’établir la forme du champ pour un fil infini
chargé. Nous nous plaçons dans le système de coordonnées cylindriques (r,θ ,z) tel que l’axe
(Oz) coïncide avec le fil. Soit M un point quelconque de l’espace.

1) Symétries : considérons le plan Π1 passant par M et perpendiculaire à (Oz). Ce plan
est un plan de symétrie de la distributions de charges. Par le principe de Curie, ce plan est
également un plan de symétrie du champ électrique, et donc en tout point de ce plan le champ
#»
E est contenu dans ce plan. En particulier,

#»
E (M) est contenu dans ce plan et donc

#»
E · #»ez = 0.

Considérons maintenant le plan Π2 passant par M et contenant l’axe (Oz). Ce plan est également
un plan de symétrie de la distribution de charges, et donc de la même manière

#»
E (M) est contenu

dans ce plan. On en déduit
#»
E · #»eθ = 0. On en déduit que le champ est de la forme :

#»
E = E(r,θ ,z) #»er (3.67)

2) Invariances : la distribution de charges est invariante par translation selon #»ez. Ainsi, par
le principe de Curie, le champ

#»
E ne dépend pas de z. De même, la distribution de charges est

invariante par rotation autour de (Oz), donc les composantes du champ
#»
E ne dépendent pas de

θ . On en déduit que E(r,θ ,z) = E(r).
Conclusion : le champ est de la forme :

#»
E = E(r) #»er (3.68)

3.4 Flux du champ électrique
Une fois les symétries du problème analysées, nous sommes capables de déterminer la forme

générale du champ électrique. Nous souhaitons maintenant déterminer précisément le champ
électrique créé par une distribution continue de charges. Pour cela, nous allons utiliser le concept
du flux d’un vecteur à travers une surface.

3.4.1 Flux d’un champ de vecteurs à travers une surface
Ce concept de flux a déjà été vu en première année, pour un champ uniforme

#»
A traversant une

surface plane S qui lui est perpendiculaire, le flux du vecteur
#»
A à travers cette surface est donné

par :

Φ =
#»
A ·S #»n = AS (3.69)

où #»n est la normale par rapport à la surface.
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FIGURE 3.11 – Exemple de calcul d’un flux du champ de vitesses à travers la section d’une rivière
pour mesurer un débit (cf encart). a) Schéma général de la situation. b) Situation lorsque la surface
est perpendiculaire à l’écoulement. c) et d) situation générale. Les images sont reproduites du poly
de cours de Daniel Buskulic.

Encart — Lien entre flux et débit. La notion de flux se comprend le plus facilement à partir
de l’exemple du courant dans une rivière s’écoulant à la vitesse #»v , comme cela est visible sur
la figure 3.11. Dans le cas d’une section plane, le volume d’eau qui traverse une section dS
perpendiculaire à l’écoulement pendant dt est donné par :

dV = vdt ×dS (3.70)

Le débit d’eau élémentaire est ainsi donné par :

dQ =
dV
dt

= vdS (3.71)

Intéressons-nous maintenant au cas où la section n’est plus perpendiculaire à l’écoulement mais
quelconque. Dans ce cas, comme indiqué sur le schéma de droite, il faut tenir compte de l’angle
α entre la vitesse de l’eau et la normale à la surface. Le volume qui traverse la section est
maintenant donné par :

dV = vdt ×dS× cosα = #»v · # »

dSdt (3.72)
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où l’on a défini un élément de surface orienté selon la normale #»n à la surface :

# »

dS = dS #»n (3.73)

Le débit total s’obtient par une intégrale sur la surface de tous les débits élémentaires :

Q =

¨
S

dQ =

¨
S

#»v · # »

dS (3.74)

Nous allons maintenant élargir ce concept pour une surface non plane et un champ
#»
A non

uniforme (c’est-à-dire, qui dépend de la position).
Pour cela, nous découpons la surface en éléments de surface élémentaires, notés

# »

dS, qui sont
petits devant le rayon de courbure de la surface. Ces éléments de surface sont orientés :

Définition — Vecteur élément de surface. Soit S une surface, et dS un élément de surface
petit par rapport à la taille caractéristique de la surface. On note #»n le vecteur normal à cet
élément de surface. Par convention, si la surface est fermée, le vecteur #»n est pris sortant de la
surface.

On définit alors le vecteur élément de surface :

# »

dS = dS #»n (3.75)

On peut alors calculer le flux élémentaire du champ
#»
A à travers cet élément de surface :

dΦ =
#»
A · # »

dS (3.76)

Le flux total est simplement la somme des flux élémentaires à travers chaque élément de surface,
ce qui nous amène à la définition suivante :

Définition — Flux d’un champ de vecteurs. Soit S une surface quelconque et
#»
A un champ

de vecteurs. Le flux du champ
#»
A à travers la surface S est donné par :

Φ =

¨
S

#»
A · # »

dS (3.77)

R Lorsque S est une surface fermée, on l’indique en plaçant un cercle sur l’intégrale double :

Φ =

‹
S

#»
A · # »

dS (3.78)

■ Exemple — Flux du champ électrique créé par une charge ponctuelle à travers une
sphère. Calculons, par exemple, le flux du champ électrique créé par une charge ponctuelle à
travers une sphère centrée sur l’origine. La situation est représentée sur la figure 3.12. Nous nous
plaçons dans le système de coordonnées sphériques centré sur l’origine. Si l’élément de surface est
pris suffisament petit il est localement plan et assimilable à un parallélépipède rectangle. Sa surface
est donnée par :

dS = rdθ × r sinθdϕ (3.79)

Par ailleurs, il s’appuie sur le verteur unitaire orthogonal à la surface et sortant, qui n’est autre que
#»er . On en déduit :

# »

dS = r2 sinθdθdϕ
#»er (3.80)
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FIGURE 3.12 – Calcul du flux du champ électrique créé par une charge ponctuelle à travers une
sphère. La figure de droite montre le détail du calcul de l’élément de surface. Sources : poly de
cours de Maxime Champion et tikz.net .

On peut alors calculer le flux du champ électrique produit par la charge, en remplaçant l’expres-
sion de

#»
E par celle obtenue via la loi de Coulomb et en utilisant la formule que l’on vient d’obtenir

pour
# »

dS :

Φ =

‹
S

#»
E · # »

dS (3.81)

=

‹
S

q
4πε0r2

#»er · r2 sinθdθdϕ
#»er (3.82)

=

ˆ
π

θ=0

ˆ 2π

ϕ=0

q
4πε0

sinθdθdϕ (3.83)

=
q

4πε0
×2π ×

ˆ
π

θ=0
sinθdθ (3.84)

=
q
ε0

(3.85)

Nous constatons que le flux du champ électrique à travers cette surface est proportionnel à la
charge contenue dans la sphère, ce qui n’est pas surprenant : plus la charge est importante et plus le
champ électrique qu’elle produit est intense.

■

3.4.2 Le théorème de Gauss
Nous avons vu que le flux du champ électrique autour d’une sphère centrée sur une charge

ponctuelle q est donné par :

Φ =
q
ε0

(3.86)

Ce flux est notamment indépendant du rayon choisi pour la sphère.
Cette propriété est remarquable étant donné qu’il n’y a pas de principe physique particulier

qui la contraint à être vraie. Nous avons démontré ce résultat uniquement pour une sphère. Mais
en réalité, il est valable pour une surface fermée de forme quelconque et pas seulement pour une
charge ponctuelle. Il se généralise sous la forme du théorème de Gauss (démonstration complexe et
hors programme) :
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Théorème — Théorème de Gauss. Soit V un volume contenant une charge électrique Qint et
délimité par une surface fermée Σ. En régime permanent, le flux du champ électrique

#»
E à travers

la surface Σ est donné par :

Φ =

‹
Σ

#»
E · # »

dS =
Qint

ε0
(3.87)

On constate que le flux du champ électrique à travers une surface fermée ne dépend que des
charges contenues à l’intérieur de cette surface. Il s’agit d’une propriété importante du champ
électrique.

3.4.3 Application aux régions vides de charge
Si nous appliquons ce théorème dans une région vide de charges, nous constatons que :

Propriété — Conservativité du flux du champ électrique. Dans une région vide de charges,
le flux du champ électrique

#»
E à travers une surface fermée Σ est nul. On dit que le champ

#»
E est

à flux conservatif.

La conservation du flux permet d’obtenir des informations qualitatives sur l’intensité du champ
électrique en un point donné. Pour cela, on introduit le concept de tube de champ :

Définition — Tube de champ. Un tube de champ est une surface fermée délimitée par un
ensemble de lignes de champ, tronqué par deux sections droites orthogonales.

FIGURE 3.13 – Tube de champ électrostatique. Source : université de technologie de Compiègne.

Le flux du champ électrique à travers un tube de champ est égal à la somme du flux sortant
des deux surfaces orthogonales. En effet, sur le reste de la surface,

#»
E · # »

dS = 0 car le vecteur
# »

dS est
orthogonal à la surface, qui est elle même colinéaire au champ électrique. On en déduit, en notant
Σin et Σout les surfaces par lesquelles le champ électrique entre et sort par le tube de champ, et en
appliquant le théorème de Gauss :¨

Σin

#»
E · # »

dS+
¨

Σout

#»
E · # »

dS = 0 (3.88)

Supposons maintenant que les sections du tube de champ soient prises petites devant les grandeurs
caractéristiques du problème. Dans ce cas, on peut considérer que le champ

#»
E est uniforme sur

chacune de ces surfaces. En notant Sin et Sout leurs aires respectives, et en se souvenant que le
vecteur

# »

dS est orienté vers l’extérieur, on obtient :

|| #  »
Ein||Sin = || #    »

Eout ||Sout = 0 (3.89)

Autrement dit, plus les lignes de champ électriques se rapprochent, plus la section du tube de
champ est faible, et plus le champ électrique est intense. C’est une propriété générale des champs à
flux conservatif.
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Propriété — Intensité et lignes de champ. Dans un champ à flux conservatif, l’intensité du
champ est d’autant plus importante que les lignes de champ sont resserrées.

3.4.4 Analogie avec la gravitation
On peut faire une analogie formelle entre l’électrostatique et la théorie de la gravitation, puisque

ces deux forces sont des forces centrales, conservatives, et newtoniennes, comme indiqué dans la
table 3.1.

Gravitation Electrostatique

Masse m [kg] Charge q [C]

Champ gravitationnel
#»
G [m·s−2] Champ électrique

#»
E [V·m−1]

Potentiel gravitationnel Φ [m2·s−2] Potentiel électrique V [V]

Force de gravitation Force de Coulomb
#»
F = G m1m2

r2
#»er

#»
F = q1q2

4πε0r2
#»er

Constante de gravitation universelle G − 1
4πε0

où ε0 est la permittivité diélectrique du vide
G = 6,67×10−11 m3·kg−1·s−2 ε0 = 8,85×10−12F·m−1

TABLE 3.1 – Analogies entre électrostatique et théorie classique de la gravitation universelle.

Nous avons notamment vu des similarités très fortes entre la structure des lignes de champ et
des équipotentielles autour d’une charge ponctuelle ou d’une masse ponctuelle.

Cette analogie formelle nous permet de déduire le théorème de Gauss gravitationnel :

Théorème — Théorème de Gauss gravitationnel. Soit V un volume contenant une masse
électrique Mint et délimité par une surface fermée Σ. Le flux du champ gravitationnel

#»

G à travers
la surface Σ est donné par :

Φ =

‹
Σ

#»

G · # »

dS =−4πGMint (3.90)

R Une différence fondamentale entre la gravitation est l’électrostatique est que la masse est
toujours positive. Il n’existe donc pas d’analogue au dipôle électrostatique en mécanique
classique.
En particulier, les lignes de champ gravitationnel convergent toujours vers un objet massique,
alors que les lignes de champ électrique peuvent soit converger soit diverger autour d’une
charge ponctuelle.

3.5 Deux applications importantes du théorème de Gauss
3.5.1 Sphère uniformément chargée en volume

Nous allons appliquer le théorème de Gauss et exploiter les symétries d’un problème afin
d’établir l’expression du champ électrostatique autour d’une boule uniformément chargée en
volume. Considérons une sphère S de rayon R, délimitant un volume V = 4

3 πR3. Nous supposons
que ce volume est chargé uniformément avec une charge totale Q. La densité volumique de charge
dans le volume est donc donnée par :

ρ =
Q

4
3 πR3

(3.91)
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ρ = Q
4
3 πR3

O
R

r

S

ρ = Q
4
3 πR3

R

Q
4πε0R2

E(r)

r

FIGURE 3.14 – Modèle de la sphère uniformément chargée en volume.

Ce modèle peut correspondre, par exemple, à la description d’un noyau atomique suffisamment
gros pour que la répartition des protons et des neutrons dans le noyau puisse être décrite de manière
continue. Il faut que le numéro atomique du noyau soit grand devant 1, c’est le cas par exemple de
l’atome de plomb (Z = 82).

R Attention, ce modèle ne correspond pas du tout à la description d’une boule métallique
chargée ! En effet, dans un conducteur, les électrons peuvent circuler librement entre les
parois et vont circuler jusqu’à annulation totale du champ électrique. Les charges électriques
sont donc localisées en surface. On verra cet exemple en TD.

Nous nous plaçons naturellement dans le système de coordonnées sphériques dont l’origine O
coïncide avec le centre de la sphère.

La distribution de charges est invariante par rotation autour de l’origine O. Par le principe de
Curie, le champ électrique est radial et sa composante selon #»er est invariante par rotation autour de
O :

#»
E = E(r) #»er (3.92)

Nous allons maintenant appliquer le théorème de Gauss. Pour cela, nous choisissons une surface
fermée qui va nous permettre d’exploiter la symétrie du problème. Nous prenons une sphère de
rayon r centrée sur l’origine. D’après le théorème de Gauss, le flux du champ électrique sortant de
la sphère est donné par :

Φ =

‹
S (r)

#»
E · # »

dS =
Qint(r)

ε0
(3.93)

où Qint(r) est la charge contenue dans la sphère S (r) de centre O et de rayon r.
On distingue alors deux cas de figure :

— Si r > R alors Qint =
4
3 πr3ρ =

( r
R

)3 Q
— Si r > R alors Qint = Q

Par ailleurs, on a
# »

dS = r2 sinθdθdϕ
#»er et l’on peut donc écrire :

Φ =

ˆ
π

θ=0

ˆ 2π

ϕ=0
E(r) #»er · r2 sinθdθdϕ

#»er = 4πr2E(r) (3.94)

On obtient donc, en utilisant le théorème de Gauss et l’expression de la charge à l’intérieur de la
sphère :

E(r) =
Qr

4πε0R3 si r < R (3.95)
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E(r) =
Q

4πε0r2 si r > R (3.96)

Le champ électrique augmente linéairement à l’intérieur de la sphère chargée et est maximal au
bord de la sphère, avec une intensité :

|| #»
E ||max =

Q
4πε0R2 (3.97)

A l’extérieur de la sphère, le champ diminue en 1/r2. Cette diminution en 1/r2 est une
conséquence directe de la conservation du flux dans une région vide de charges : elle compense
l’augmentation de la surface d’une sphère de rayon r, cette surface étant proportionnelle à r2.

R On constate que l’expression du champ électrique est identique au champ électrique produit
par une charge ponctuelle située au centre de la sphère. Il est remarquable que cette propriété
soit valide non seulement loin de la sphère, mais également au voisinage de la sphère. Ceci
justifie l’utilisation d’un modèle plus simple pour les noyaux électroniques, dans lequel on
les assimile à une charge ponctuelle +Ze.

3.5.2 Le condensateur plan

Nous allons maintenant utiliser le théorème de Gauss pour étudier un dipôle électrique bien
connu : le condensateur. Un condensateur est constitué de deux armatures qui sont en influence
totale et font partie de conducteurs.

Définition — Influence totale. Deux conducteurs sont dits en influence totale si toutes les
lignes de champ qui partent de l’un arrivent sur l’autre, et inversement.

Propriété Deux conducteurs en influence totale sont porteurs de charges opposées

■ Démonstration Par définition de l’influence totale, toutes les lignes de champ partant d’un des
deux conducteurs arrivent à l’autre, et vice-versa. Il est donc possible de construire un volume V
formé par l’ensemble des deux conducteurs en influence totale ainsi que par le tube de champ qui
est défini par les lignes de champ joignant les deux conducteurs. Puisque toutes les lignes de champ
partant d’un conducteur arrivent à l’autre, alors elles sont toutes à l’intérieur du tube de champ.
En conséquence, aucune ligne de champ ne sort du volume V et le flux du champ électrostatique
à travers la surface fermée délimitant V est nul. On en déduit, par le théorèmle de Gauss, que
la charge totale contenue dans V est nulle. Autrement dit, les deux conducteurs sont porteurs de
charges opposées. ■

Dans un condensateur, les deux conducteurs, typiquement, se font face et sont séparés par un
diélectrique. Nous allons considérer le modèle le plus simple de condensateur, constitué de deux
armatures planes de taille L séparées par un espace e. Nous adoptons le système de coordonnées
cartésien, dont l’origine se trouve entre les deux plaques.

En général, l’espace qui sépare les deux armatures est très faible devant la taille des armatures :
e ≪ L. Ceci nous permet de faire l’hypothèse que tout se passe comme si le condensateur était
infini dans la direction parallèle aux armatures.

Nous pouvons donc modéliser notre condensateur par deux plaques infinies, localisées en
z =± e

2 , chargées d’une densité surfacique uniforme ±σ .
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z

−σ

+σ

−e/2

e/2
−q
+q

i

i

u

FIGURE 3.15 – Modèles du condensateur plan. A gauche : modèle électrostatique étudié dans ce
cours. A droite : modèle simplifié utilisé en électronique.

z

σ

S

0

z

−z

H

FIGURE 3.16 – Etude d’une plaque infinie uniformément chargée en surface.

Plaque uniformément chargée en surface
Pour commencer, nous allons étudier une seule des deux armatures. Comme indiqué sur la

figure 3.16 nous supposons l’armature infinie et placée dans le plan z = 0.
Analysons les symétries du problème :

— Le problème est invariant par translation selon #»ex et #»ey, donc le champ électrique ne dépend
que de z :

#»
E =

#»
E (z).

— En tout point M(x,y,z), tout plan passant par M et contenant #»ez est un plan de symétrie de la
distribution de charges, si bien que le champ

#»
E (M) est contenu dans tous ces plans et est

donc orienté selon #»ez .
— Le plan z = 0 est un plan de symétrie de la distribution de charges, c’est donc un plan de

symétrie du champ électrique, ainsi
#»
E (−z) =− #»

E (z)
On en déduit que :

#»
E = E(z) #»ez (3.98)

et E(−z) =−E(z)
Choisissons maintenant une surface de Gauss appropriée. Soit V le volume délimité par un

pavé droit S dont la base est une surface carrée de taille H dans la dimension horizontale. Le pavé
est orienté selon l’axe #»ez et se trouve entre les altitudes −z et z.

Comme le champ électrique est orienté selon #»ez , cette surface est un tube de champ (quatre des
faces du parallélépipède sont colinéaires au champ). Le flux du champ électrique à travers le tube
est donné par la différence entre le flux du champ à travers la face supérieure et la face inférieure :

Φ =

‹
S

#»
E · # »

dS = H2(E(z)−E(−z)) (3.99)

En utilisant la propriété de symétrie, on obtient :

Φ = 2H2E(z) (3.100)
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Par ailleurs, d’après le théorème de Gauss :

Φ =
Qint(z)

ε0
(3.101)

où Qint(z) = σH2 est la charge contenue dans la surface de Gauss. On en déduit que :

#»
E (z) = +

σ

2ε0

#»ez si z > 0 (3.102)

#»
E (z) =− σ

2ε0

#»ez si z < 0 (3.103)

Application au condensateur plan
Nous revenons au modèle du condensateur plan présenté en figure 3.15. Il correspond à une

plaque chargée uniformément avec la densité surfacique de charge +σ , comme étudié précédem-
ment, et une plaque chargée uniformément avec la densité −σ pour laquelle la direction du champ
électrique est inversée. En utilisant le principe de superposition nous obtenons :

#»
E (z) = +

σ

2ε0

#»ez −
σ

2ε0

#»ez si z <− e
2

(3.104)

#»
E (z) =− σ

2ε0

#»ez −
σ

2ε0

#»ez si − e
2
< z <

e
2

(3.105)

#»
E (z) =− σ

2ε0

#»ez +
σ

2ε0

#»ez si z >
e
2

(3.106)

(3.107)

Ou, après simplification :
#»
E (z) =−σ

ε0

#»ez si |z|< e
2

(3.108)

#»
E (z) =

#»
0 sinon (3.109)

Le champ électrique est donc nul à l’extérieur du condensateur, et le champ électrique est
uniquement présent entre les deux armatures.

Lien avec les propriétés macroscopiques du condensateur
Il est possible maintenant de revenir à notre modèle du condensateur et d’utiliser ces résultats

pour étudier le comportement du condensateur à l’échelle macroscopique. En particulier, nous
allons démontrer la loi reliant courant et tension aux bornes d’un condensateur, qui a été admise en
première année.

Pour cela, on calcule la tension aux bornes du condensateur, qui n’est autre que la différence de
potentiel entre les armatures. La différence de potentiel est donnée par la circulation du champ le
long d’une ligne qui relie les armatures :

u =−
ˆ e

2

− e
2

#»
E ·dze⃗z =

σe
ε0

(3.110)

Autrement dit, le potentiel électrique est maximal sur l’armature chargée positivement.
Par ailleurs, si S est la surface des armatures (que l’on a supposée telle que

√
S ≫ e), la charge

totale portée par les armatures est q = σS.
Ainsi, il est possible de relier la charge portée par les armatures à la tension entre ces armatures

via la relation :

q =Cu (3.111)

et l’on obtient la capacité du condensateur plan :
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Propriété La capacité d’un condensateur plan, dont les armatures ont une surface S et sont
séparées par une distance e, est donnée par :

C =
ε0S
e

(3.112)

On peut remarquer que si l’on dérive temporellement la relation q =Cu. En effet, le courant qui
pénètre dans l’armature de charge positive correspond à la variation de charge de cette armature :

i =
dq
dt

(3.113)

si bien que

i =C
du
dt

(3.114)

et l’on retrouve l’expression bien connue du lien entre tension et intensité aux bornes d’un conden-
sateur.
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