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11.1 Introduction historique

Cette introduction a pour but de vous expliquer comment la théorie de la mécanique quantique
est née, et de présenter les raisons qui ont amené les scientifiques a proposer une description
ondulatoire de la matiere. Les parties historiques, en particulier les dispositifs expérimentaux
utilisés, ne sont pas a connaitre.

A la fin du XIXe siecle, en Europe, la physique se porte a merveille. Les théories de 1’optique,
de I’électromagnétisme, de la thermodynamique et de la mécanique newtonienne permettent de
décrire un grand nombre de phénomenes naturels, et ont joué un roéle important dans la révolution
industrielle.

Cependant, quelques observations viennent alors bousculer la compréhension que 1’on a de
certains concepts fondamentaux que 1’on a en physique : la lumiere, la matiere, la nature d’une
onde.

11.1.1 Découvertes de particules

Jusqu’a cette époque, la description de la matiere en physique se faisait de maniere exclusive-
ment continue, a partir de variables tglles que la masse volumique U, la densité volumique de charge
P, la densité volumique de courant j, la température 7', la pression p... On connaissait I’existence
des atomes, mais on cherchait a leur donner une description continue (pour plus de détails, consulter
le DM d’électromagnétisme sur les modeles de I’atome). Cependant, on commence a découvrir que
dans les atomes, la charge n’est pas uniformément répartie, mais elle est concentrée dans une petite
partie de I’espace :

— En 1897, Thomson découvre I’électron, concluant une série de travaux de nombreux scienti-
fiques ayant étudié les rayons cathodiques. On découvre alors que la masse de 1’électron et
sa charge sont toujours les mémes : il s’agit d’une propriété fondamentale. Par ailleurs, les
électrons semblent émis par tout type de matiere, il s’agit donc probablement d’une brique
constitutive des atomes.

— Puis en 1911, Rutherford découvre le noyau des atomes, a partir de la déviation de particules
a par des noyaux d’Hélium (cf DM d’électrostatique).
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On comprend alors que la matieére est composée de "grains" élémentaires, les particules, qui
présentent des propriétés fondamentales telles que leur masse et leur charge électrique. Cela ne pose
pas de probléme a priori, puisqu’il est toujours possible de se ramener a une description continue en
utilisant le fait que I’on a un grand nombre de particules dans un volume mésoscopique de maticre.
Par ailleurs, les lois de la physique newtonienne sont parfaitement applicables a ces particules
ponctuelles.

Caracteére corpusculaire de la lumiére
Le rayonnement du corps noir

Les réelles interrogations arrivent avec d’autres résultats. Un des échecs de la physique classique,
bien connu a 1’époque, est son incapacité a expliquer le rayonnement produit par un corps chauffé.
Comme nous I’avons vu plus tot dans I’année, plus un corps est chaud, plus il émet un rayonnement
intense, a une longueur d’onde petite. Cependant, la physique classique est incapable d’expliquer la
présence de ce pic et prédit un rayonnement qui contient une énergie infinie aux faibles longueurs
d’onde. C’est ce qu’on appelle la catastrophe ultraviolette. En 1900, Planck fait une hypothese
saugrenue : il introduit une constante £ dans ses calculs telle que I’énergie du rayonnement lumineux
est quantifiée d’une maniere proportionnelle a la fréquence : E = nhv. Son but était de faire le
calcul par une autre méthode, puis de faire tendre % vers 0. Or, il constate que le résultat qu’il
obtient, la loi de Planck, ajuste parfaitement les observations... mais sans faire tendre & vers 0! Il
obtient la loi de Planck donnant la densité volumique d’énergie du rayonnement émis par un corps
noir chauffé :

8mv? hv
3/ v
)
ou Vv est la fréquence de 1’onde, c la vitesse de la lumiere, T la température et kg la constante

de Boltzmann. L’ajustement avec les observations donne la valeur de la constante de Planck :
h=6.63x1073*Js.

(11.1)

4

Toward the
"ultraviolet
catastrophe”
gy 2 | Rayleigh-Jeans Law
3 KT]
+ C
2
= &
St K
c qg,
8] &
5T %,;,- Planck Law
3| o gry 2
o = Thv
T Curves agree at c3 T
‘{\rery low frequencies ekl -1
Frequency

FIGURE 11.1 — Loi de Rayleigh-Jeans (issue de 1’électromagnétisme classique) et loi de Planck.
Source : Physics Stackexchange.

Cette quantification de I’énergie est curieuse. Si elle est essentiellement vue comme un artifice
de calcul, son interprétation va changer avec le résultat de plusieurs expériences.
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L'effet photoélectrique

Leffet photoélectrique est un phénomene physique connu depuis déja longtemps (Becquerel en
1839 puis Hertz en 1887) : certains métaux semiconducteurs libérent des électrons lorsqu’ils sont
éclairés, et sont ainsi une source de courant électrique. Nous avons d’ailleurs vu plusieurs fois en
TP cet effet : il est a la base de I’utilisation d’une photodiode pour mesurer une intensité lumineuse.
Ainsi, un apport sous forme énergétique permet d’extraire des électrons du métal.

On pourrait s’attendre a ce que le nombre d’électrons extraits soit proportionnel a I’énergie
recue par le métal, donc a I’intensité lumineuse appliquée. Or, on constate expérimentalement qu’il
existe un effet de seuil en longueur d’onde :

— En-dessous d’une fréquence critique v, = c¢/A,, aucun électron n’est extrait ;

— Au contraire, lorsque v > v,, I’effet photoélectrique se manifeste et le nombre d’électrons
extraits n’augmente pas si la fréquence est augmentée. En revanche, 1’énergie cinétique des
électrons extraits augmente.

Vinax = 6.22 x 10° m/s

550 nm

700 nm 400 nm

Vinax = 2.96 x 10° m/s

/1

No electrons

ejected
Metal

FIGURE 11.2 — Effet photoélectrique sur du potassium. Les électrons sont extraits uniquement
en-dessous d’une longueur d’onde limite. Source : université du Wisconsin.

Il s’agit d’un effet "tout ou rien" : soit la fréquence de 1’onde est suffisante pour extraire les
électrons, soit elle ne 1’est pas. C’est Einstein, en 1905 !, qui propose une interprétation de cette
expérience en faisant le lien avec le calcul réalisé par Planck cinq ans plus t6t : en supposant que
la lumiere est transporté par des particules, les photons, dont I’énergie est proportionnelle a la
fréquence : on explique directement les observations : soit I’énergie du photon est supérieure au
travail a apporter pour extraire I’électron, soit elle ne I’est pas. L’hypothese formulée dans I’article
se confirme au fil des années et donne naissance a la loi de Planck-Einstein :

Théoréme — Loi de Planck-Einstein. La lumiére est transportée par des particules élémentaires,
les photons, qui sont caractérisés par leur fréquence v et se déplacent a la vitesse de la lumiére c.
Chaque photon transporte une énergie E proportionnelle a sa fréquence :

hc

E=hv=~ (11.2)

ol h = 6.63 x 10734 J-s est la constante de Planck.

1. La méme année, il a publié deux autres articles qui ont posé les fondements de la théorie de la relativité restreinte et
de la physique statistique, respectivement. L’année 1905 est souvent qualifiée de Annus mirabilis. Le travail d’historiens a
partir de plusieurs sources de I’époque a montré que Mileva Maric a travaillé en collaboration avec Einstein a la rédaction
de ces articles; en particulier elle aurait contribué a la mise en forme mathématique des idées physiques proposées par
Einstein. I1 y a débat sur ’ampleur de sa contribution, mais plusieurs auteurs estiment qu’elle aurait di étre co-autrice
des articles portant sur la relativité restreinte et 1’effet photoélectrique.
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Autres expériences

L’interprétation quantique de I’effet photoélectrique sera confirmée plus tard par des expériences
plus sophistiquées spécifiquement congues pour établir la nature corpusculaire de la lumiere. On
peut notamment citer I’expérience de Millikan (1916), et plus récemment le travail d’équipes
francaises, notamment a I’Ecole Normale Supérieure de Paris, qui ont permis de mettre en évidence
sans équivoque la quantification de 1’énergie électromagnétique.

Les résultats de toutes ces expériences sont une détonation dans le monde de la physique
classique. Si la lumiere était corpusculaire, elle devrait €tre décrite par des principes similaires a la
mécanique Newtonienne, qui ne permet pas de rendre compte des phénomenes de diffraction et
d’interférences en optique. Ces phénomenes, en revanche, sont bien expliqués par 1’électromagné-
tisme et I’optique. La lumiere est-elle une onde ou une particule ? Force est de constater que les
deux descriptions sont nécessaires pour expliquer les observations... mais cela n’est pas réellement
satisfaisant, car il n’existe aucun cadre conceptuel pour les unifier.

Caractére ondulatoire de la matiére
Diffraction des électrons

On sait maintenant que la lumiere se décrit par une dualité onde-particule. Qu’en est-il de la
matiere ? On I’a toujours considérée comme une particule, mais en 1923, de Broglie remarque des
analogies formelles entre les propriétés d’optique (telles que le principe de retour inverse de la
lumiere) et des propriétés de mécanique analytique (hors programme en MP). Ces analogies sont
similaires aux analogies que 1’on a pu faire entre électrostatique et gravitation au début de 1’année,
et elles lui permettent de définir une longueur d’onde pour une particule de masse m, appelée
longueur d’onde de de Broglie :

AdB = h (11.3)
p

ou p = mv est la quantité de mouvement de la particule. Ses travaux sont repris en 1925 par Davisson
et Germer, qui ont réussi a diffracter des électrons par un réseau cristallin. Le réseau cristallin a un
pas qui est similaire a la longueur d’onde de de Broglie des électrons, et ainsi on observe des pics
de diffraction dans certaines directions angulaires. C’est la premiere preuve expérimentale de la
nature ondulatoire de la matiere.

Vers une nouvelle description des particules

En 1989, des expériences similaires ont été reproduites avec un dispositif similaire aux fentes
d’Young par une équipe japonaise : en envoyant un par un des électrons, on observe des franges
apparaitre sur un écran ol I’on mesure les impacts d’électrons.

Comment interpréter ce résultat ? On pourrait penser que les interférences observées sont liées
a des électrons qui ont traversé les deux fentes d’ Young simultanément, puis ont interagi. Mais ce
n’est pas le cas, car les électrons sont envoyés un par un dans le dispositif. Ainsi, les interférences
se produisent méme lorsqu’on considere le passage d’un électron unique : 1’électron est
sensible a la présence des deux fentes a la fois. L’électron ne peut donc pas étre décrit pas un point
matériel. Par ailleurs, si I’on place un détecteur pour savoir par quelle fente 1’électron est passé, les
interférences disparaissent.

Fondements de la mécanique quantique ondulatoire

Fonction d’onde
Densité de probabilité de présence

Nous voulons adopter une description des objets matériels qui rende compte a la fois de leur
aspect corpusculaire et de leur aspect ondulatoire, non localisé. Pour cela, on travaille avec la notion
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FIGURE 11.3 — Résultats d’une expérience dans laquelle les électrons sont envoyés un a un a
travers des bifentes. Source : Tonomura (1989).

de densité de probabilité de présence. On distingeura le cas général, en trois dimensions, et le cas
unidimensionnel, auquel nous nous restreindrons pour la plupart des applications.

Cas général (3D)
Définition — Densité de probabilité 3D. On définit la densité de probabilité de présence
d’une particule, notée pf,,D (M,t), comme un champ scalaire tel que la probabilité de trouver la
particule dans un volume élémentaire d7 soit donnée par :

dP = p3P(M,1)dt (11.4)

On en déduit directement la propriété suivante :

Propriété La probabilité de trouver une particule dans un volume V est donnée par :

P(V) = // paldv (11.5)
|4

Cas unidimensionnel

Dans le cas unidimensionnel, la particule ne peut se déplacer que selon un axe (Ox). On définit
alors la densité de probabilité de maniére simplifiée :

Définition — Densité de probabilité. On définit la densité linéique de probabilité de présence
d’une particule confinée sur un unique axe (Ox), notée pp(x,7), comme un champ scalaire tel
que la probabilité de trouver la particule sur le segment élémentaire [x,x + dx] soit donnée par :

dP = pp(x,t)dx (11.6)

On en déduit directement la propriété suivante :

Propriété La probabilité de trouver une particule dans le segment [x},x;] est donnée par :

P([x1,x2]) = / ZPIde (11.7)
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Interprétation physique

En mécanique quantique, on ne peut pas prévoir a I’avance le résultat d’une mesure. Typique-
ment, dans I’expérience des trous d’ Young avec des électrons, on ne peut pas prédire a quel endroit
un électron va impacter 1’écran. On peut uniquement donner une probabilité qu’un électron touche
I’écran a un endroit donné. Pour mesurer cette probabilité pp, on va répéter I’expérience un grand
nombre de fois.

‘N Capacité exigible 1 Dans I’expérience des trous d’ Young avec des €lectrons, tracer 1’allure
de pp(x) sur I’écran. A quelle variable est-elle analogue en optique ?

Définition de la fonction d’onde

Nous avons vu, en optique, que I’intensité lumineuse observable a 1’écran peut s’écrire comme
le module au carré d’une vibration lumineuse complexe caractérisant I’onde. Par analogie, et a la
suite des travaux de de Broglie, Schrodinger a introduit la fonction d’onde :

Théoréeme — Postulat de la mécanique quantique ondulatoire. On suppose que toute
particule peut étre décrite par un champ scalaire complexe dépendant du temps y(M, 1), appelé
fonction d’onde. Ce champ est tel que la densité de probabilité de présence de la particule au
point M a I’instant ¢ soit :

pp(M.t) = |y(M,1)|? (11.8)

Une conséquence de cette définition est que, en une dimension, la probabilité dP de trouver une
particule dans le segment [x,x + dx] est directement reliée a la fonction d’onde :

dP = |y(x,1)[*dx (11.9)

R) Lunité de la fonction d’onde dépend de la dimension du probleme. On la retrouve en remar-
quant que les probabilités sont toujours sans unité. Dans le cas d’un probléme unidimensionnel,
la fonction d’onde s’exprime en m~'/2.

En mécanique quantique, la fonction d’onde décrit entierement I’état de la particule a un instant
t. Connaitre la fonction d’onde a un instant # en mécanique quantique revient ainsi a connaitre la
position et la vitesse d’une particule a un instant r en mécanique classique : dans les deux cas, on
va étre capable de décrire I’évolution de la particule en fonction du temps. On note cependant que
la description quantique est beaucoup plus complexe : on a remplacé deux vecteurs (six nombres)
par un champ scalaire complexe, soit une infinité de vecteurs !

On peut remarquer que physiquement, multiplier la fonction d’onde par un nombre complexe
de module 1 ne change rien :

Propriété La fonction d’onde est définie a un fracteur de phase prés : pour une phase ¢ € R, les
fonctions d’onde y; et Y = y; x €'? représentent le méme état physique.

» Démonstration Seule la densité de probabilité pp a une signification physique. Celle-ci est
insensible a la phase de la fonction d’onde a cause de la présence du module au carré. "

Condition de normalisation

La probabilité de présence de la particule dans tout I’espace devant étre de 1, on obtient la
condition suivante :

Propriété — Condition de normalisation. La fonction d’onde unidimensionnelle est de carré



11.2.3

11.2 Fondements de la mécanique quantique ondulatoire 7

sommable et vérifie :
/ lw(x,1)dx = 1 (11.10)

Equation de Schrédinger

L’équation de Schrodinger a été obtenue a 1’aide d’une analogie formelle entre la fonction
d’onde quantique et la vibration lumineuse en optique. Cette analogie se fonde sur des similarités
entre I’optique et la mécanique analytique, une maniere de formuler la mécanique classique sous la
forme de minimisation de potentiels.

On étudie ainsi une particule quantique de masse m, dans un référentiel %. La particule est
en interaction avec son environnement, et est donc soumise a des forces ; on suppose que toutes
ces forces dérivent d’un potentiel (c’est toujours le cas a 1’échelle microscopique), et on note cette
énergie potentielle (généralement appelée plus simplement potentiel) V (x).

Théoréeme — Equation de Schrédinger & une dimension. Soit y(x,¢) la fonction d’onde
d’une particule quantique de masse m, soumise a un potentiel V (x). Alors 1’évolution temporelle
de la fonction d’onde est régie par I’équation suivante :

Iy(x,t) 1 P y(x1)

s OV1)
! ot 2m  dx?

+V(x)y(x,1) (11.11)
ou 7 est la constante de Planck réduite :

h
h:§:1.05x10_34l-s (11.12)

R) Cette remarque ne peut pas étre comprise avant d’avoir fait le chapitre 14. Elle est destinée a
vos révisions. En trois dimensions, 1’équation s’écrit a I’aide d’un laplacien :

dy(M,1) I

= T = oAy (M ) + V(M) y (M. 1) (11.13)

Attention ! Ce n’est pas une équation de diffusion a cause de la présence de i. En particulier,
I’équation de Schrodinger est invariante par renversement du temps alors que I’équation de
diffusion ne I’est pas.

L’équation de Schrodinger est un postulat qui ne se démontre pas. De la méme maniére que
le principe fondamental de la dynamique, elle doit sa 1égitimité au fait qu’elle permet de rendre
compte d’une diversité de résultats expérimentaux.

La linéarité de I’équation de Schrodinger nous permet de transposer le principe de superposition
en optique et en électromagnétisme a la mécanique quantique :

Propriété — Principe de superposition. Soient y; et ¥, deux fonctions d’onde solutions de
I’équation de Schrodinger. Alors toute combinaison linéaire de y; et Y, est également solution de
I’équation.

R) Pour que cette combinaison linéaire puisse €tre une fonction d’onde, il convient de s’assurer
qu’elle est bien normalisée (par exemple en lui appliquant un facteur multiplicatif).
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Quantification de I’énergie dans un puits de potentiel

L'expérience de Franck et Hertz

En 1914, Franck et Hertz ont fait une découverte surprenante. IIs bombardaient une ampoule
contenant du mercure gazeux avec des électrons, dont ils pouvaient controler 1’énergie cinétique en
appliquant une tension U : E, = %mv2 = eU qui peut se mesurer en eV.

Définition — Electron-Volt (rappel). En mécanique quantique, on utilise souvent 1’électron-
volt comme unité d’énergie. C’est I’énergie potentielle d’une particule de charge +-e située & un
potentiel électrique V =1V :

leV=16x10""7 (11.14)

vapeur de Hg
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FIGURE 11.4 — Expérience de Franck et Hertz. A gauche : dispositif de mesure. A droite : résultats
de I’expérience. L’intensité mesurée i est proportionnelle au nombre et a la vitesse des électrons
(nous avons vu en cours 7 = —neV). Elle est tracée en fonction du potentiel appliqué. Source :
Froustey, Fillette et Roussille, Physique pour ’agrégation.

Lorsqu’ils augmentent I’énergie cinétique des électrons, Franck et Hertz constatent que I’ énergie
des électrons qui sort de I’ampoule augmente aussi : rien d’anormal. Cependant, lorsque 1’énergie
des électrons dépasse 4.9 eV, Franck et Hertz constatent que :

— Les électrons sortants ont perdu quasiment toute leur énergie cinétique ;

— Les atomes de mercure émettent un rayonnement UV de longueur d’onde Ay = 253.7 nm
Ces observations se reproduisent a chaque multiple de 4.9 eV : les électrons subissent alors une
chute de leur énergie cinétique, et les atomes de mercure émettent une lumiere plus intense.

Or, on sait depuis longtemps, notamment a 1’aide de la spectroscopie a réseau, que les atomes
de mercure ont une raie d’émission a Ang. Donc, il semblerait que les électrons fournissent
I’énergie nécessaire a I’atome de mercure pour émettre cette longueur d’onde. Cette expérience
vient alors appuyer expérimentalement I’hypothese formulée par Einstein pour expliquer 1’ effet
photoélectrique : pour émettre une onde lumineuse, il faut disposer d’une quantité finie d’énergie.
Et si I’on calcule cette énergie a partir de la formule d’Einstein E = hc/A et en utilisant la valeur
de & trouvée par Planck, on tombe sur : Ejg = hc/Ag =4.9eV !

Cette expérience est la premiere confirmation expérimentale que 1’énergie des atomes est
quantifiée : lorsque 1’électron impacte un atome, il lui permet de changer de niveau d’énergie,
en passant de I’état fondamental a un état excité, dont I’énergie est supérieure de 4.9eV. En
se désexcitant, I’atome de mercure émet alors un photon : c’est le processus inverse de 1’effet
photoélectrique.
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Peut-on expliquer cette quantification de 1’énergie a partir du formalisme de la mécanique
quantique ondulatoire, c’est-a-dire en utilisant la fonction d’onde d’une particule ?

Le puits de potentiel infini

Nous allons dans la suite adopter un modele extrémement simplifié du comportement d’un
électron dans un atome. L’électron est typiquement soumis a un potentiel électrostatique V (r) qui
présente un minimum en r = 0. La forme de ce potentiel étant complexe (cf exercice sur le potentiel
de Yukawa; TD d’électrostatique), on va adopter une modélisation simpliste, mais est suffisant
pour mettre en évidence la quantification de I’énergie : le puits de potentiel infini.

Définition — Puits de potentiel infini. Le modele du puits de potentiel infini de longueur L
correspond a un potentiel V (x) ayant la forme suivante :

V(x)=0 pour 0<x<L (11.15)
V(x) =+oo sinon (11.16)

V(x) 4

+00 (o8]

FIGURE 11.5 — Puits de potentiel infini. Source : Froustey, Fillette et Roussille, Physique pour
l’agrégation.

Ici, L va correspondre 2 la taille caractéristique de 1’atome, de 1I’ordre de 10719 m.
Nous cherchons a déterminer les solutions possibles de 1’équation de Schrodinger pour une
particule quantique de masse m qui y est confinée.

Etats stationnaires

Nous allons chercher dans un premier temps les fonctions d’onde qui satisfont cette équation
sous forme d’états stationnaires :

Définition — Etat stationnaire. On appelle état stationnaire un état quantique caractérisé par
une forme factorisée de la fonction d’onde, de la forme :

y(x1) = @(x)f(1) (11.17)
ol ¢(x) et f(z) sont des fonctions & valeurs complexes.

Attention! Cette définition n’est pas analogue a la définition d’une onde stationnaire en
physique classique. En effet, ici, les fonctions sont a valeurs complexes, alors que pour une onde
stationnaire en mécanique classique elles sont a valeurs réelles. Typiquement, considérons la
vibration lumineuse :

g(xjt) — eico(tfx/c) — eiwt X eiwx/c (1118)

Cette vibration lumineuse correspond évidemment a une onde propagative, et pourtant elle peut se
mettre sous la forme d’un produit de deux fonctions complexes du temps et de 1’espace.
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Propriété Les états stationnaires ne sont pas forcément des ondes stationnaires au sens classique
du terme.

Pourquoi appelle-t-on alors ces états des états stationnaires ? Ceci est i€ a leur probabilité de
présence.

N Capacité exigible 2 En exploitant la condition de normalisation, montrer que la probabilité
de présence d’une particule dans un état stationnaire est indépendante du temps : pp(x,7) = pp(x).

11.3.4 Equation de Schrédinger indépendante du temps

Nous voulons désormais trouver les solutions de I’équation de Schrodinger qui sont des états
stationnaires.

§ Capacité exigible 3 Soit une particule dans un état stationnaire W (x) = @(x) f(r) soumise a
un potentiel V (x). A partir de la méthode de la séparation des variables, et en utilisant la condition
de normalisation, déterminer les équations satisfaites par chacune des deux fonctions f et ¢.

Théoréme — Equation de Schrédinger indépendante du temps. La fonction d’onde d’un
état stationnaire est de la forme :

y(x,t) = @(x)exp <—i§t> (11.19)

ol E € RT est I’énergie de la particule. La fonction ¢ satisfait 1’équation de Schrddinger
indépendante du temps :
1 do(x)
2m  dx?

+V(x)e(x) =E@(x) (11.20)

Propriété — Interprétation physique de I'équation de chrédinger indépendante du temps.
Il est possible d’apporter une interprétation physique a cette équation, qui indique la conservation
de I’énergie :
— E correspond a I’énergie totale de la particule (analogue a I’énergie mécanique, en mécanique
classique);
— V(x) correspond a I’énergie potentielle de la particule ;

7 do(x)

3 estdonc relié a I'énergie cinétique de la particule.

— Le terme —

R) Le terme d’énergie cinétique devant Etre fini, la fonction ¢ doit €tre dérivable deux fois sur R.
Ceci n’est pas le cas lorsque le potentiel V (x) est infini : dans ce cas, ¢(x) est continue mais

%’) peut étre discontinue.

‘N Capacité exigible 4 A partir de la forme des états stationnaires, retrouver la relation de
Planck-Einstein. Est-elle vraie uniquement pour les photons ?

11.3.5 Etats stationnaires du puits de potentiel infini

On cherche maintenant des états stationnaires pour une particule confinée dans un puits infini.
Ils s’écrivent sous la forme :

v(x,1) = @(x)exp <—i§t> (11.21)
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avece .

W d’e(x)
2m  dx?

+V(x)e(x) =E@(x) (11.22)

N Capacité exigible 5 Déterminer les conditions aux limites en x = 0 et x = L, puis résoudre
I’équation de Schrodinger et montrer que I’énergie de la particule est quantifiée.

Propriété — Niveaux d’énergie d’une particule confinée dans un puits infini. Les états
stationnaires d’une particule quantique dans un puits infini de taille L sont les fonctions :

Va(x,1) = \/Eexp (— ”j;”) . <%) (11.23)

L’énergie est alors quantifiée :

E_ n2 7527’12
" 2mlL?

(11.24)

n est appelé le nombre quantique d’un état propre, et la suite (E,),, [ est appelé le spectre d’énergie
de la particule quantique. Chaque valeur E, est un niveau d’énergie.

Etats stationnaires @n(x) dans le puits infini Densités de probabilité |@,(x)|?

Es

Energie

E;

E

FIGURE 11.6 — Fonctions d’onde et probabilités de présence pour les quatre premiers états
stationnaires. Conformément aux conventions habituelles en mécanique quantique, on a décalé
la représentation graphique des fonctions d’onde verticalement pour faire coincider le zéro de la
fonction d’onde avec 1’énergie du niveau concerné.
La densité de probabilité de présence | @ (x)|? dans les premiers états stationnaires est représentée
sur la partie droite de la figure ci-dessus. On peut y constater que :
— Cette densité n’est jamais uniforme : dans un état stationnaire, on observe notamment des
noeuds ol la probabilité de présence de la particule est nulle.
— L’état de nombre quantique n présente n + 1 noeuds, de maniere générale 1’énergie d’un état
stationnaire augmente avec le nombre de noeuds.
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N Capacité exigible 6 Proposer une analogie formelle entre la corde de Melde vue en MPSI
et le puits de potentiel infini en mécanique quantique.

Puits de potentiel fini ou de forme quelconque

Ces propriétés sont toujours vraies dans le cas d’un puits de potentiel fini et/ou de forme
quelconque, on peut notamment le vérifier a partir de simulations numériques. Dans ce cas,
cependant, on observe deux différences majeures :

— On n’a plus de condition aux limites de la forme ¢ = 0 aux bords du puits de potentiel,
donc la fonction d’onde déborde en dehors du puits de potentiel. La particule a donc une
probabilité non nulle de se trouver a des endroits ou son énergie est inférieure a I’énergie
potentielle ! Nous aborderons cet aspect en détail dans le prochain chapitre de mécanique
quantique.

— Si le puits de potentiel est de taille finie, alors il existe un nombre fini d’états stationnaires.
C’est notamment le cas dans les atomes : le nombre quantique principal n ne peut prendre
qu’un nombre fini de valeurs (qui dépend de la ligne du tableau périodique dans laquelle on
se trouve).

y V(x)

Energy (in units of hv0)

FIGURE 11.7 — Exemple des solutions de 1’équation de Schrodinger dans un puits de potentiel
correspondant a un oscillateur harmonique : 1’énergie est quantifiée, mais les fonctions d’onde
débordent dans la zone ou V(x) > E. Pour les plus curieux.ses, ces fonctions correspondent aux
polyndmes d’Hermite. Source : LibreTexts Physique.

Energie de confinement
Energie de confinement du puits infini

Intéressons-nous au niveau d’énergie le plus bas possible d’une particule confinée dans un puits
de potentiel, n =1 :

Définition — Etat fondamental. L’état stationnaire d’une particule quantique confinée corres-
pondant au niveau d’énergie le plus bas est appelé état fondamental.

Dans le cas d’une particule quantique dans un puits de potentiel infini, on trouve :
2h2

E ="
' omiz

(11.25)
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On peut remarquer que, dans le cas du puits de potentiel infini, la probabilité que la particule soit
sur le segment x € [0,L] est égale a 1, et dans ce segment on a uniformément V (x) = 0. Ainsi,
I’énergie potentielle de la particule est nulle et £ correspond a son énergie cinétique. On en conclut
que dans le niveau fondamental, I’énergie cintétique de la particule est non nulle. Ce résultat est en
contradiction avec la mécanique classique qui prévoit qu’a 1’équilibre, la particule est immobile,
I’énergie cinétique est nulle, et la position correspond au minimum d’énergie potentielle.

Définition — Energie de confinement. On appelle énergie de confinement d’une particule son
énergie dans I’état fondamental, en prenant pour référence le minimum de I’énergie potentielle.
Dans un systeme quantique, I’énergie de confinement est strictement positive.

11.4.2 Principe d’'indétermination de Heisenberg

N Capacité exigible 7 Exploiter la relation E > E; pour obtenir une inégalité entre la quantité
de mouvement de la particule, p, et la largeur L du puits de potentiel.

Cette inégalité traduit en fait une propriété fondamentale de la matiere en mécanique quantique :
on ne peut pas mesurer avec une précision arbitraire a la fois la position et la vitesse d’une particule.
Autrement dit, la variance des lois de probabilité pp(x) de la position de la particule x, et de
I’impulsion de la particule p sont reliées par une inégalité :

Théoréeme — Inégalité de Heisenberg spatiale. 1l existe une limitation intrinseque a la
définition simultanée de la position et de la quantité de mouvement d’une particule :

AxxAng (11.26)

11.4.3 Application a un puits de forme quelconque : I'atome d’hydrogéne

Considérons désormais un puits de potentiel de forme quelconque. Typiquement, on peut étudier
la position de I’électron dans 1’atome d’hydrogene, dont le potentiel est de la forme :

62

V(r)= ~Ameer (11.27)

N Capacité exigible 8 En utilisant I'inégalité de Heisenberg, déterminer 1’ordre de grandeur
du rayon ag de I’atome d’hydrogene dans son état fondamental.

On constate ici qu’a I’aide de la mécanique quantique, on est capable de prédire théoriquement
la taille d’un atome, ce qui n’était pas possible avec la mécanique classique ! Il s’agit de I'un
des grands succes de cette théorie.

11.5 Etats non stationnaires d’une particule quantique confinée
11.5.1 Superposition d’états stationnaires

Jusqu’ici, nous avons considéré uniquement des états stationnaires dans un puits de potentiel.
Que se passe-t-il si I’on étudie une combinaison linéaire d’états stationnaires ?
On reprend I’exemple du puits de potentiel infini, et on consideére par une particule qui se trouve
dans une superposition des états 1 et 3 :
_ ! 11.28
W(xvt)_ﬁwl(xvt)+\ﬁw3(xvt) (11.28)
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‘N Capacité exigible 9 Etablir la densité de probabilité de présence associée a la particule.
Quelle propriété remarquable constate-t-on ?

Cette propriété se généralise a toute somme d’états stationnaires (pas uniquement dans le cas
du puits infini).

Propriété La superposition de deux états stationnaires d’énergie E, et E;, # E, n’est pas un état
stationnaire. La densité de probabilité de présence, en tout point de 1’espace, est une fonction
sinusoidale du temps de pulsation :

o [E—El

5 (11.29)

n Démonstration La démonstration n’est pas a connaitre. Elle est cependant intéressante car tout
a fait analogue a la démonstration de la formule de Fresnel en optique. Supposons que 1’on a deux
états stationnaires ¥, et ¥, on peut alors écrire, par propriété des états stationnaires :

E.t Ept
W, (x,1) = @u(x)exp (—i}j) et Wy(x,t) = @p(x)exp <—i;:) (11.30)
Alors on peut considérer une superposition de ces états :
Y(x,t) = aW,(x,1) + BYp(x,1) (11.31)

ou les coefficients o et B sont choisis de sorte a avoir une fonction d’onde normalisée. Cette
superposition correspond a la densité de probabilité :

pp(x,1) = |oW,(x,1) + By (x,1)|? (11.32)
= oW, (x, 1) > + | By (x,1)[> + 2Re (W, (x,1) B*W) (x,1)") (11.33)
— .0+ B0+ 2Re (O gnto)exp ({2 EN ) ) s
= A(x) + B(x) cos (Eb;Eat+9(x)> (11.35)

ol I’on a posé A(x) = |at@,(x)|> + |Bey(x)|? et B(x)e®® = 2aq,(x)B*@,(x)*. On constate ef-
fectivement que la superposition des états a une probabilité de présence qui varie dans le temps.

Relation temps-énergie de Heinseberg (hors-programme mais parfois utile)

On constate ainsi que, lorsqu’une indétermination AE est présente sur 1’énergie de la particule
(par exemple lors d’une superposition d’états d’énergie différente), on a des variations temporelles
de la probabilité de présence de la particule avec un temps caractéristique 7 de I’ordre de &.

Cette observation traduit une relation plus générale :

Propriété — Relation temps-énergie de Heisenberg. Un syst¢me quantique évoluant dans le
temps avec un temps caractéristique T a son énergie affectée d’une indétermination quantique AE
telle que :

TxAE ~h (11.36)
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