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On �nit toujours par trouver la solution ! !
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POLYNÔMES

Exo 1 Soit P0 = X
4 + 10X3 + 50X2 + 125X+ 148. R�esoudre dans lC [X] : Q2 + 3Q− 6 = P0.

Exo 2 Soit f d�e�nie sur IR par f(x) =
1

1+ x2
.

Est-ce que f est polynômiale sur IR , sur [3, 5], sur {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} ?

Exo 3 D�ecomposer P = X2n − 1 en produits de facteurs irr�eductibles de IR [X].

Exo 4 Soit P =

9∑
p=0

X2p. Soient a1, a2, . . . , a18 les racines complexes de P. Expliciter Q =

18∏
k=1

(X− a7k).

Exo 5 D�eterminer les racines de x4 − 2 ∗ x3 − 36 ∗ x2 + 162 ∗ x− 189 sachant qu'il admet une racine triple.

Exo 6 D�eterminer le reste de la division euclidienne de Xn par (X− 2)2(X+ 1).

Exo 7 D�eterminer le pgcd de Xn − 1 et de Xp − 1, avec 1 6 p 6 n. (On commencera par e�ectuer la division

euclidienne de Xn − 1 par Xp − 1)

Exo 8 D�eterminer les polynômes solutions de (∗) : P(X)P(X+ 2) + P(X2) = 0.

Exo 9 Soit ∆ d�e�nie de IR [X] dans IR [X] par ∆(P) = P(X+ 1) − P(X).

Calculer ker∆. f est elle injective ? f est-elle surjective ?

Exo 10 R�esoudre dans lC 3 le syst�eme :


x+ y+ z = 1

xyz = −24
1

x
+
1

y
+
1

z
=
7

12

Exo 11 Exprimer P =

n∑
i=1

X2i et Q =

n∑
i=1

X3i en fonction des polynômes sym�etriques �el�ementaires

σ1 =

n∑
i=1

Xi, σ2 =
∑
i<j

XiXj, ... , σn =

n∏
i=1

Xi. Pour Q, on commencera par d�evelopper σ1 × σ2

Exo 12 Soit Γ le graphe de f d�e�nie sur IR par f(t) =
1

1+ t2

(a) Construire Γ .

(b) Rappeler l'�equation g�en�erale d'une droite de IR2 dans son rep�ere canonique.

(c) Former une CNS sur t1, t2, t3 pour que les points M1

(
t1

f(t1)

)
, M2

(
t2

f(t2)

)
, M3

(
t3

f(t3)

)
de Γ soient

align�es.

Exo 13 Soit P ∈ lQ[X]. Soient (a, b, c) ∈ ZZ3 tels que
√
c /∈ lQ . Montrer que si a + b

√
c est racine d'ordre s de P alors

a− b
√
c est racine d'ordre s de P.

Exo 14 Montrer que si P ∈ IR[X] est scind�e sur IR alors P ′ l'est aussi.

Exo 15 Soit Pn d�e�ni par Pn = Xn − nX + 1, montrer, lorsque n > 3, que Pn admet une unique racine an dans [0, 1[

et une unique racine bn dans ]1,+∞[. �Etudier le 2 suites (an) et (bn).

Exo 16 (a) Montrer l'existence et l'unicit�e d'un polynôme P de degr�e 2n+ 1 v�eri�ant :

P(1) = 1 , ∀k ∈ [[1, n]] : P(k)(1) = 0 et ∀k ∈ [[0, n]] : P(k)(0) = 0.

(On pourra �etudier l'application Φ : IR2n+1[X] −→ IR2n+2 d�e�nie par Φ(P) =
(
P(1), P ′(1), . . . , P(n)(1), P(0), . . . , P(n)(0)

)
(b) Montrer que P est �a coe�cients entiers. (on commencera par donner une expression de P ′)

Exo 17 Soit n ∈ IN. Montrer que le polynôme Pn =

n∑
k=0

Xk

k!
n'a que des racines simples. Combien Pn a-t-il exactement

de racines r�eelles ?
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Relations Binaires

Exo 1 Soit E = IR et soit R la relation binaire sur E d�e�nie par : xRy si x3 − y3 = x− y.

a) Montrer que R est une relation d'�equivalence.

b) D�eterminer les classes d'�equivalences ainsi que leur cardinal.

Exo 2 Soit E = [0, 1]2. On d�e�nit la relation � par

∀((x, y), (x ′, y ′)) ∈ E2, (x, y) � (x ′, y ′) si [(x < x ′) ou (x = x ′ et y 6 y ′)]

a) Montrer que � est une relation d'ordre. Est-elle totale ou partielle ? Comment s'appelle-t-elle ?

b) Donner tous les �el�ements plus grands que (
1

2
,
1

2
).

c) D�emontrer que toute partie de E non vide admet un borne sup�erieure.

d) Ce r�esultat subsiste-il si E = [0, 1]×]0, 1] ?
Exo 3 Soit (E,�) un ensemble ordonn�e. On suppose qu'il existe 2 �el�ements de E, a et b tels que a 6� b et b 6� a (a

et b ne sont pas comparables)

Construire une relation d'ordre sur E : � ′ telle que : a � ′ b et ∀(x, y) ∈ E2 : x � y =⇒ x � ′ y.

Indication : Donner une explication 
uviale de la construction de � ′ !
Exo 4 Soit (E,�) un ensemble ordonn�e. Soit A ⊂ E, A 6= ∅. On suppose que A est major�e et l'on note B l'ensemble des

majorants de A. On suppose que B admet une borne inf�erieure. Montrer que A poss�ede une borne sup�erieure.

Exo 5 Soit E un ensemble ordonn�e. Soit (a, b) ∈ E2. D�eterminer sup {a, b} dans les cas suivant :

(a) E = IR avec l'ordre usuel. (b) E = P(X) avec l'inclusion.

(c) E = IN∗ avec l'ordre "a divise b". (d) E = F([0, 1], IR) avec l'ordre usuel (on fera juste un dessin).

IN , ZZ , lQ , IR

Exo 1 Soit Hn : 9|10n + 1. Montrer que ∀n ∈ IN, Hn =⇒ Hn+1. Que peut-on dire de Hn ? Moralit�e ?

Exo 2 Mettre [−1, 2] sous la forme [a− r, a+ r]. Compl�eter [1, 2] =
⋂
···

] · · · , · · · [

Exo 3 Montrer que 1, 5323232... ∈ lQ . Donner un exemple (sous forme d�ecimale) de nombre irrationnel (on admet

qu'un nombre r�eel est rationnel SSI son d�eveloppement d�ecimal est p�eriodique). Montrer que
√
3 /∈ lQ.

Exo 4 Soient r, r ′ rationnels et α,α ′ irrationnels.

Que dire de r+ r ′ , rr ′ , r+ α , rα , α+ α ′ , αα ′ ,
r

α
,
α

α ′
et
α

r
?

Exo 5 Montrer que ∀x ∈ IR , ∀n ∈ IN :

∣∣∣∣x− b10nxc10n

∣∣∣∣ 6 1

10n
. Cons�equence ?

Exo 6 (a) Soit a, b > 0. Montrer que
√
ab 6

a+ b

2

(b) En d�eduire que pour a, b, c, d > 0, on a
4
√
abcd 6

a+ b+ c+ d

4
.

(c) En d�eduire par r�ecurrence sur p que ∀(a1, . . . , a2p) ∈ (IR+)2
p

: 2p
√
a1 · · ·a2p 6

a1 + · · ·+ a2p
2p

.

(d) Montrer que ∀(a1, . . . , an) ∈ (IR+)n :

n
√
a1 · · ·an = n+1

√
a1 · · ·anan+1 avec an+1 = n

√
a1 · · ·an.

(e) En d�eduire que ∀(a1, . . . , an) ∈ (IR+)n : n
√
a1 · · ·an 6

a1 + · · ·+ an
n

.

Exo 7 Soit n > 1. Calculer
n2∑
k=1

⌊√
k
⌋
en fonction de n.

Exo 8 R�esoudre dans IR : b3xc = 2 bxc.

Exo 9 Soit P = (1+ x+ x2)6 = a0 + a1x+ · · ·+ a12x12. D�eterminer a0, a1, a12, a2, a6
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Exo 10 Soit A ⊂ IR. Montrer l'�equivalence : A major�e et minor�e ⇐⇒ ∃M ∈ IR tel que ∀x ∈ A , |x| 6M.

Exo 11 Soit A et B, inclus dans IR, non vides et major�es. On note A+ B = {x ∈ IR tel que x = a+ b}.

(a) Compl�eter x ∈ A+ B ⇐⇒ ...

(b) Montrer que A+ B est non vide et major�e.

(c) Montrer que sup(A+ B) =supA+supB.

Exo 12 Soit f d�e�nie de IR dans IR par f(x) = bxc.

D�eterminer sans justi�cation f(IR) , f(lQ) , f(IR− lQ) , f([0, π]) , f−1(]0, 1[) , f−1(] − 15, 0]) , f−1(IN).

Exo 13 Montrer par r�ecurrence que ∀n ∈ IN :

(
n+ 1

2

)n
> n!

Exo 14 On consid�ere la fonction suivante : f(p, q) = p+
(p+ q)(p+ q+ 1)

2
de IN2 dans IN.

�Ecrire une fonction python def f(p,q) : qui renvoie la valeur de f(p, q). �Ecrire une fonction python def inv(N) :

qui renvoie la valeur du couple (p, q) tel que f(p, q) = N.

Montrer que f est bijective de IN2 dans IN. Calculer f−1(100). Repr�esenter graphiquement f.

�Ecrire une fonction python def inv2(N) : qui renvoie la valeur du couple (p, q) tel que f(p, q) = N et qui

exploite la d�emonstration de la bijectivit�e.

NOMBRES COMPLEXES

Exo 1 Soit z = a+ ib avec a ∈ lC et b ∈ lC.

Montrer que |z|2 = a2 + b2 ⇐⇒ z = 0 ou (a, b) ∈ IR2.

Exo 2 Lin�eariser cos5 x sin2 x et d�elin�eariser sin 8t.

Exo 3 (Polynôme de Tchebychev) Soit n ∈ IN

(a) Montrer qu'il existe un polynôme Pn tel que : ∀θ ∈ IR : Pn(cos θ) = cos(nθ) .

On donnera une expression de Pn sous forme de somme de polynômes.

(b) Calculer P0, P1, P2, P3, P4.

(c) Montrer que le polynôme Pn est unique.

(d) Calculer le degr�e , le coe�cient dominant , les racines de Pn.

(e) Montrer que ∀n ∈ IN : Pn+2 = 2XPn+1 − Pn.

(f) Montrer que ∀n ∈ IN ,∀z ∈ lC : Pn(cos z) = cos(nz).

(g) En d�eduire que ∀n ∈ IN et ∀θ ∈ IR : Pn(chθ) = ch(nθ).

Exo 4 Calculer une racine carr�e de 40− 42i.

Exo 5 Soit a ∈] − π

2
,
π

2
[. R�esoudre

(
1+ iz

1− iz

)3
=
1+ i tana

1− i tana
.

Exo 6 D�eterminer le lieu des points M d'a�xe z tels que les points A , B et C d'a�xes respectives 1, z2 et z3 soient

align�es.

Exo 7 ∗ �Etudier la suite (q2
n

) selon q ∈ lC.

Exo 8 R�esoudre sin z = 10 dans lC. Montrer que sin est surjective de lC dans lC. Soit α ∈ lC. R�esoudre dans lC,

sin z = sinα.

Exo 9 Montrer que ∀n ∈ IN, ∃!Pn ∈ IRn[X] tel que :

∀θ ∈]0, π
2
[ , Pn

(
1

tan2 θ

)
=

sin(2n+ 1)θ

sin2n+1 θ
.

Expliciter les racines de Pn et calculer leur somme.

Exo 10 Soient A, B et C 3 points du plan orient�e d'a�xe respective a, b et c. Montrer que le triangle (ABC) est

�equilat�eral direct SSI a+ bj+ cj2 = 0.
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DÉNOMBREMENT

Exo 1 D�eterminer le nombre d'anagrammes des mots POIRE, KIWI, ANANAS. G�en�eraliser.

Exo 2 D�eterminer une bijection de [[1, n]]× [[1, p]] dans [[1, np]]. On exhibera sa bijection r�eciproque.

Exo 3 Soit E un ensemble non vide de n �el�ements. On cherche le nombre Sn de couple (A,B) tels que A ∪ B = E

(attention : A et B ne sont pas forc�ement disjoints).

(a) Calculer ce nombre lorsque n = 1, 2.

(b) Soit A ⊂ E �x�e de cardinal p. Combien y-a-t-il de couples (A,B) solutions de A ∪ B = E ?

(c) En d�eduire Sn.

(d) A l'aide de "patates", d�eterminer le nombre de triplets tels que A ∪ B ∪ c = E.

G�en�eraliser �a A1 ∪A2 ∪ · · ·As = E.
Exo 4 Soient n,N, r, b dans IN∗, avec N = r+ b.

On tire une �a une et sans remise n boules d'une urne contenant N boules discernables.

(a) Calculer le nombres de r�esultats possibles.

(b) Si l'urne contient r boules rouges et b boules blanches, calculer le nombres de r�esultats possibles comportant

une boule rouge au j-i�eme tirage (j 6 n).

Exo 5 Une urne contient 15 boules num�erot�ees de 1 �a 15. Les boules num�erot�ees de 1 �a 5 sont blanches, les boules

num�erot�ees de 6 �a 15 sont noires.

1) On tire simultan�ement 5 boules de l'urne.

a) Combien y a t-il de tirages possibles ?

b) Combien de tirages donnent 2 boules blanches et 3 boules noires ?

2) On tire successivement 5 boules de l'urne sans remise.

a) En tenant compte de l'ordre, combien y a t-il de tirages possibles ?

b) Combien de tirages donnent 2 boules blanches et 3 boules noires dans un ordre quelconque ?

Exo 6 On lance 3 d�es �a 6 faces, discernables les uns des autres (par exemple 3 d�es de couleur di��erente).

1) D�eterminer le nombre total de tirages.

2) D�eterminer le nombre de tirages contenant au moins un 6.

3) D�eterminer le nombre de tirages contenant au moins 2 faces identiques.

4) D�eterminer le nombre de tirages tels que la somme des 3 d�es soit paire.

5) D�eterminer le nombre de tirages v�eri�ant les conditions 2 et 3.

Exo 7 On consid�ere un jeu de 52 cartes r�eparties en quatre couleurs : ♣ , ♦ , ♥ et ♠. Chacune de ces couleurs est
constitu�ee de 13 hauteurs : du 2 au 10, valet, dame, roi, as. Dans ce jeu de 52 cartes, on choisit simultan�ement

cinq cartes. Ces cinq cartes sont appel�es une "main".

1. D�eterminer le nombre total de mains.

2. D�eterminer le nombre de mains qui contiennent un carr�e (4 cartes de même hauteur).

3. D�eterminer le nombre de de mains qui contiennent au moins un tr�e
e.

4. D�eterminer le nombre de mains qui contiennent un brelan d'as (trois as exactement).

5. D�eterminer le nombre de "full" (un brelan et une paire).

6. D�eterminer le nombre de mains qui contiennent une double paire (deux cartes d'une même hauteur et deux

autres cartes de même hauteur sans carr�e ni full).

7. D�eterminer le nombre de "quintes" (cinq cartes qui se suivent, sans être de la même couleur).

Exo 8 1) 2n personnes doivent prendre place autour d'une table ronde. De combien de fa�cons peuvent-elles s'asseoir ?

2) On suppose qu'il y a n hommes et n femmes. De combien de fa�cons peuvent-elles s'asseoir en respectant

l'alternance ?
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Exo 9 1) Soit E un ensemble �a n �el�ements. Quel est le nombre (A,B) de parties de E telles que A ⊂ B ?

2) Soit E un ensemble �a n �el�ements. Quel est le nombre (A,B) de parties de E telles que A ∩ B = ∅ ?

3) �Ecrire une fonction python def parties(n) : qui renvoie la liste des sous ensembles de [[1, n]]. �Ecrire une

fonction python def nb(n) : qui v�eri�e le 1).

Exo 10 D�emontrer �a l'aide d'un d�enombrement que

(
2n

n

)
=

n∑
k=0

(
n

k

)2
.

Exo 11 Pour n, p ∈ IN∗, on note S(n, p) le nombre de surjections de E = [[1, n]] dans F = [[1, p]].

1. D�eterminer S(n, p) lorsque p > n.

2. Calculer S(n,n) , S(n, 1) , S(n, 2) et S(n, 3).

3. �Etablir une relation entre pn et les S(n, p).

4. On suppose que p 6 n. Montrer que S(n, p) = p(S(n− 1, p) + S(n− 1, p− 1)).

5. On admet (avec le 4. et les s�eries enti�eres) que si que p 6 n, on a : S(n, p) =

p∑
k=0

(−1)p−k
(
p

k

)
kn.

6. En d�eduire la valeur des sommes suivantes : An =

n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
kn et Bn =

n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
kn+1.

Exo 12 D�eterminer le nombre an de mani�ere de recouvrir un damier de dimension 2× n avec des pi�eces de dimension

1× 2. En d�eduire a16.

Exo 13 On note Dn le nombre de permutations d'un ensemble �a n �el�ements n'ayant pas de point �xe.

1. Montrer que n! =

n∑
k=0

(
n

k

)
Dk.

�Ecrire une proc�edure r�ecursive def D(n) : en python qui renvoie Dn. en d�eduire D6.

2. �Etablir, par une preuve combinatoire, que pour tout n > 2,

Dn+1 = n(Dn +Dn−1).

3. Montrer que pour tout n > 2, Dn = nDn−1 + (−1)n.

4. En d�eduire la valeur de Dn.

5. Soit n ∈ IN∗. On e�ectue le tirage d'une permutation dans Sn. On note pn , la probabilit�e d'obtenir un

d�erangement. D�eterminer la limite de pn lorsque n tend vers l'in�ni.

Exo 14 Soient E, F et G 3 ensembles non vide. D�eterminer une bijection de GE×F dans (GE)F.

SUITES RÉELLES ET COMPLEXES

Exo 1 Montrer avec la d�e�nition "epsilonesque" que (un) d�e�nie par un =
3n+ 5

2n+ 7
converge vers

3

2
.

Exo 2 Soit (un) d�e�nie par un =
1

2n
+

1

2n+1
+ · · ·+ 1

23n
.

Calculer la limite par encadrement (sans calculer un) puis donner un �equivalent de (un).

Exo 3 Soit un = 1 −
1

3
+
1

5
−
1

7
+ · · · + (−1)n

1

2n+ 1
. Montrer que (u2n) et (u2n+1) sont adjacentes. Conclure et

donner un encadrement de la limite �a 10−1 pr�es.

�Ecrire une fonction python def val(h) : qui renvoie la valeur approch�ee de la limite �a h pr�es.

Exo 4 �Etudier la convergence (et la limite �eventuelle) des suites suivantes :

sinn

n
,

n2

n+ 1
+ (0, 7)n ,

√
n4 + n2 − n2 − n ,

ln(n+ 1)

lnn
, ln(en + 1) − n,

(lnn)a

na+1
(a ∈ IR),

(3n + 7n)1/n (g�en�eraliser),
n10(lnn)20

2n
,

n!

22
n .

Exo 5 �Etudier la convergence de la suite :

(
1

2
sin

1

n
+
3

5
cosn

)n
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Exo 6 Montrer que : ∀n ∈ IN : ∃!xn ∈] −
π

2
+ nπ,

π

2
+ nπ[ tel que tan xn = xn.

Calculer la limite de (xn), un �equivalent de (xn) puis un d�eveloppement asymptotique �a 3 termes de (xn).

C'est-�a-dire xn = an + bn + cn + o(cn) avec cn << bn << an.

Exo 7 D�eterminer un �equivalent simple de

n+ 1

n+ 7
,
n2 − 1000n− 456

n2 + 30n+ 798
,
n+
√
n+ (lnn)10

n2 + 7
,
√
n4 + 2n2−n2− 1 , ln(n+ 1), en+1, arctan(n+ 1),

3
√
n+ 1,

1

4n

(
2n

n

)
, (

n

n+ 1
)n ,

n∑
p=1

p!.

Exo 8 �Etudier la convergence de (un) d�e�nie par : u1 > 0 et ∀n > 1 , un+1 =
1

n
e−un .

Exo 9 1) Montrer que ∀n ∈ IN∗, ∃xn > 0 tel que xnn + xn = 3.

2) D�eterminer la limite ` de la suite ainsi d�e�nie.

3) Trouver un �equivalent de xn − ` quand n tend vers l'in�ni.

Exo 10 Calculer un en fonction de n quand u0 = 6 , u1 = 26 et ∀n ∈ IN : un+2 = 10un+1 − 21un.

Exo 11 Calculer un en fonction de n quand u0 = a ∈ IR , u1 = b ∈ IR et ∀n ∈ IN : un+2 = −4un+1 − 16un.

Exo 12 Calculer un en fonction de n quand u0 = 1 , u1 = 2 et

∀n ∈ IN : un+2 + 4un+1 + 4un = 3+ 7n (penser aux �equations di��erentielles).

Exo 13 �Etudier la convergence et donner un �equivalent de la suite

(
jn + 3in− 5+ 2i

in2 + ( 1√
2
+ i
3
)n

)
, avec j = e

2iπ

3 .

Exo 14 Soit z = a+ ib ∈ lC (avec (a, b) ∈ IR2 et soit la suite (un) d�e�nie par un = (1+
z

n
)n.

(a) Montrer qu'il existe un entier n0 tel que ∀n > n0 : Re(1+
z

n
) > 0.

(b) Montrer que la suite (|un|) converge et d�eterminer sa limite en fonction de a et b.

(c) En d�eduire la convergence et la limite de (un) en fonction de z.

Exo 15 �Etudier les suites r�ecurrentes suivantes :

a) un+1 = u
3
n +

1

4
et 0 < u0 < 1

b) un+1 =
1

u2n + 3
et u0 ∈ IR.

c) un+1 = u
2
n − 1 et u0 ∈ IR

Exo 16 �Etudier avec 2 mani�eres di��erentes la suite r�ecurrente suivante : un+1 =
√
2− un et u0 ∈ IR.

Exo 17 Soit (un) telle que (u2n) ,(u2n+1) et (u5n) convergent. Montrer que (un) converge.

Exo 18 Soit (un) une suite born�ee de IR. On consid�ere pour tout entier n, l'ensemble :

An = {up tel que p > n}.

(a) �Ecrire en extension An pour un = (−1)n, un =
1

2n
.

(b) Comment �evolue An lorsque (un) converge vers ` ?

(c) Justi�er l'existence de αn = inf An et βn = supAn.

(d) �Etudier la monotonie des suites (αn) et (βn). En d�eduire leur convergence respective vers 2 r�eels λ0 et Λ0.

(e) Montrer que λ0 est une valeur d'adh�erence de la suite (un) (on a de même pour Λ0). Qu'a -t-on d�emontr�e

avec ce r�esultat ?

(f) Montrer que toute valeur d'adh�erence de (un) est entre λ0 et Λ0.

Exo 19 Soit (un) de IR. On suppose que lim
n→∞(un+1−un) = 0. On note V l'ensemble des valeurs d'adh�erence de (un).

Montrer que V est soit vide soit un intervalle ferm�e de IR.

Exemple : Donner V lorsque un = lnn et un = cos(lnn).
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Exo 20 Soit (un)n∈IN∗ la suite d�e�nie par : u1 = 1, u2 = u3 = 2, u4 = u5 = u6 = 3,...

�Ecrire une fonction python def u(n) : qui renvoie la valeur de un.

D�eterminer l'expression de un en fonction de n.

Exo 21 On consid�ere l'�equation
ln x

x
=
1

n
.

(a) Montrer que, pour n assez grand, cette �equation a exactement deux solutions positives

0 6 un 6 vn

(b) Montrer que (un) converge vers une limite ` ; donner un �equivalent de un − `.

(c) La suite (vn) converge-t-elle ? D�eterminer un �equivalent de vn.

(d) D�eterminer un d�eveloppement asymptotique �a deux termes de vn.

FONCTIONS RÉELLES

Exo 1 Soit f continue de [0, 1] sur [0, 1]. Montrer que f admet un point �xe dans [0, 1].

Exo 2 D�eterminer des �equivalents simples de :

a)
P ′(x)

P(x)
en a, racine double de P, fonction polynômiale non nulle.

b)
cos 2x

4x− π
en
π

4
.

c)
√
x+ 1−

√
x− 1 en +∞.

d)
−3x+ 7√
x2 − 3x+ 2

en 2.

Exo 3 D�eterminer plusieurs petits o simples de : a) e−x
3

en +∞. b)
(ln x)100

x3
en +∞, en 0.

Exo 4 Soit f : IR∗+ → IR , x 7→ xb1
x
c.

(a) Tracer f sur [
1

4
,+∞[.

(b) �Etudier la continuit�e de f sur IR∗+.

(c) En encadrant b1
x
c �a l'aide de x, montrer que f se prolonge par continuit�e en 0 (PPC).

(d) Tracer f sur IR+.

Exo 5 Soit f : [0,+∞[→ IR telle que lim
x→+∞ f(x) = f(0) = 0 et f continue sur [0,+∞[.

(a) Montrer que f est born�ee et atteint ses bornes.

(b) On suppose de plus que f est d�erivable sur ]0,+∞[. Montrer qu'il existe c ∈]0,+∞[ telle que f ′(c) = 0.

Exo 6 Soient f une fonction lipschitzienne de [a, b] dans IR∗. Montrer que
1

f
l'est aussi.

Exo 7 Soit f d�erivable de [0, 1] dans [0, 1] telle que f ◦ f = f.

Montrer que si y ∈ f([0, 1]), alors f(y) = y. En d�eduire que f =id[0,1] ou f est constante.

Exo 8 Soit P un polynôme. Montrer que l'�equation ex = P(x) n'a qu'un nombre �ni de racines.

Exo 9 Montrer très vite avec des moyens modernes que :

(a) ∀x ∈ IR : | arctan x| 6 |x|. (b) ∀n > 1 :
1

3(n+ 1)2/3
6 3
√
n+ 1− 3

√
n 6

1

3(n)2/3
.

Exo 10 Soit f d�e�nie sur IR∗ par f(x) = x2 cos
1

x
.

(a) Tracer sommairement f.

(b) f est prolongeable par continuit�e en 0 ? f ainsi prolong�ee est-elle de classe C1, C2,...sur IR ?

Exo 11 On consid�ere l’équation fonctionnelle d'inconnue f :

(E) : ∀(x, y) ∈ IR2 : f(x+ y) = f(x) + f(y) .
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(a) Calculer f(0).

On pose a = f(1).

(b) Calculer f(n) en fonction de a pour n ∈ IN ; f(n) pour n ∈ ZZ. Montrer que ∀x ∈ IR, ∀n ∈ IN : f(nx) = nf(x).

(c) En d�eduire f(r) pour r ∈ lQ.

(d) Montrer que si f est continue en 0 alors f est continue sur IR.

(e) On suppose que f est continue sur IR. D�eterminer les solutions de (E).

(f) On suppose que f est croissante sur IR. D�eterminer les solutions de (E).

Exo 12 On consid�ere l’équation fonctionnelle d'inconnue f sur l'intervalle I :

(∗) : ∀t ∈ I : f(t2) = f(t) et f continue sur I.

D�eterminer les solutions de cette �equation quand I = [0, 1], I = [1,+∞[ et (di�cile) I =]1,+∞[.

Exo 13 Montrer que 2 arccos
3

4
= arccos

1

8
.

Exo 14 Si n ∈ IN∗, et x ∈ IR, soit fn(x) =

n∑
k=1

sin(kx)

k
.

(a) D�eterminer le plus petit r�eel xn strictement positif en lequel fn atteint un maximum local.

(b) Calculer lim
n→+∞ fn(xn) �a l'aide des sommes de Riemann.

CONVEXITÉ

Exo 1 Montrer que si
−−→
AQ =

−−→
AM+

−−→
AN+

−→
AP, alors Q est un barycentre de A,M,N, P.

Exo 2 Montrer que :

(a) ∀x ∈ IR+ arctan x 6 x. (b) ∀x ∈ [−1, 1] et ∀λ ∈ IR : eλx 6 ch(λ) + xsh(λ).

(c) ∀(x1, . . . , xn) ∈ (IR+)n : n
√
x1 · · · xn 6

x1 + · · ·+ xn
n

.

Exo 3 Donner un exemple de fonction convexe de IR dans IR non d�erivable en 0,1, et 2.

Exo 4 Soit f convexe sur un intervalle born�ee ]a, b[, montrer que f est minor�ee.

Exo 5 Soit f de IR dans IR convexe et major�ee. Montrer que f est constante.

Exo 6 Soit f d�e�nie sur IR par f(x) = e
−
1

x2 si x 6= 0 et f(0) = 0.
(a) Montrer que f est de classe C∞ sur IR et calculer f(n)(0).

(b) �Etudier la convexit�e et tracer f.

Exo 7 Soit f convexe de [0, 1] dans IR. Montrer que f est d�erivable �a gauche et �a droite en tout point ]0, 1[ et que f ′d

et f ′g sont croissantes sur ]0, 1[. En d�eduire que f est continue sur ]0, 1[. L'est-elle forc�ement sur [0, 1] ?

Exo 8 Soit f une fonction de IR dans IR, continue sur IR. On suppose que f v�eri�e :

∀(x, y) ∈ IR2 , f

(
x+ y

2

)
6
f(x) + f(y)

2
.

Montrer que f est convexe sur IR.

Exo 9 Soit p un r�eel tel que p > 1.

(a) Montrer que ∀(x, y) ∈ (IR∗+)
2 et ∀(λ, µ) ∈ (IR∗+)

2 (λx+ µy)p 6 (λxp + µyp)(λ+ µ)p−1.

(b) En d�eduire l'in�egalit�e de Minkowski :

(
n∑
i=1

(ai + bi)
p

) 1
p

6

(
n∑
i=1

api

) 1
p
+

(
n∑
i=1

bpi

) 1
p

indication : On commencera par appliquer le (a) avec

n∑
i=1

api =

n∑
i=1

bpi = 1.
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DÉVELOPPEMENTS LIMITES-ÉTUDES LOCALES

Exo 1 Donner le DL en 0 �a l'ordre 6 des fonctions suivantes :

e2x, ln(1+ x2),
√
1+ x3,

1

x− 7
, 3x.

Exo 2 Donner le DL �a l'ordre 3 de f d�e�nie par f(x) =
1

1− x
au voisinage de 0, 2,−1,+∞,−∞.

Exo 3 Donner le DL en a �a l'ordre 3 des fonctions suivantes :

tan x en a =
π

4
,

√
x en a = 4, ln(x) en a = e, arctan x en a = 1, ex

2

en a = 2.

Exo 4 Soit f(x) = (sin x)6. D�eterminer le DL de f en 0 �a l'ordre 9 avec un minimum de calculs.

Exo 5 Soit f une fonction C∞ sur IR et x ∈ IR. D�eterminer lim
h→
6=
0

f(x+ h) − f(x− h)

h
.

Exo 6 D�eterminer les limites suivantes :

lim
x→0

22
x

− 2

2x − 1
, lim

x→π
2

sin 2x

cos x
, lim

x→+∞(x
3
2

√
x+ 1− x2 −

x

2
).

Exo 7 D�eterminer un �equivalent simple de

a)
− ln 2+ sin x+ ln(1+ ex) + cos x− ex

arcsin x2 − tan2 x
en 0 , b) (1+

1

x
)x − e en +∞.

Exo 8 Calculer les DL en 0 �a l'ordre 4 de :

a) sin x
√
1+ x b)

ln(1+ x)

1− x
c) cos(sin x) d) sin(cos x) e)

1

1+ x+ x2
f)(1+ x)

1
x .

Exo 9 Soit f d�e�nie sur ]0, 1[∪]1,+∞[ par f(x) =
x− 1

ln x
.

(a) Montrer que f admet un DL en 1 �a tout ordre et donner celui d'ordre 2.

(b) En d�eduire que f peut se prolonger par continuit�e en 1 et montrer que f ainsi prolong�ee est d�erivable en 1 ;

on d�eterminera localement la place de la courbe par rapport �a la tangente en 1.

(c) �Etudier f en 0.

(d) �Etudier les variations de f et tracer le graphe de f.

Exo 10 Soit f d�e�nie sur IR∗ par f(x) = (x+ 1)e

x+ 1

x− 2

�Etudier l'allure locale (asymptote et position) en +∞.

Exo 11 Calculer le DL en 0 �a l'ordre 2n+ 1 de arcsin x (on donnera les coe�cients du DL sans pointill�es).

Exo 12 Soit f d�e�nie de I =] −
π

4
,
π

4
[ sur J = f(I) par f(x) = ex sin x.

Montrer que f est bijective, que f−1 est C∞ sur J. Calculer le DL de f−1 en 0 �a l'ordre 3.

Exo 13 �Etudier la nature de la suite (un) d�e�nie par un = n

(
(cos

1√
n
)n −

1√
e

)
.

Exo 14 �Etudier la nature de la s�erie de terme g�en�eral un = (
√
n+ β−

√
n− β)α , β ∈ IR+ et α ∈ IR.

Exo 15 D�eterminer le d�eveloppement limit�e �a l'ordre 3 en 0 de

f(x) =
1

x2
−

1

arcsin2 x

SÉRIES NUMÉRIQUES RÉELLES ET COMPLEXES

Exo 1 �Etudier, grâce �a T.C. , la nature des s�eries suivantes :

a)
(∑

cos
π

n
− 1
)

b)

(∑ 1√
n+ lnn

)
c)

(∑ 7n2 + n+ 1

2n4 + n3 + 5+ 4i

)
d)

(∑ ln(n+ 1) − lnn

n

)
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e)

(∑ √
n2 + 1− n

n

)
f)

(∑ n
√
2

n

)
g)

(∑ 2n − 10n2

3n + in + 2n4 − 7 lnn

)
h)

(∑
e− (1+

1

n
)n
)

i)

(∑
ln(
2+ n2

1+ n2
)

)
j)

(∑ 1

(lnn)n

)
k)

(∑ 1

n
n
√
n3

)
l)

(∑
arcsin(

√
2

2
+
1

n
) −

π

4

)
m)

(∑
o(
1

n2
)

)
n)

(∑
O(

1√
n
)

)
o)
(∑

a−n
α
)
(selon a > 0 et α > 0) p)

(∑ nlnn

(lnn)n

)
.

Exo 2 �Etudier la nature des s�eries suivantes :

a)

(∑ (n!)2

(2n)!

)
b)

(∑ n2

n3 + 1
zn
)
(z ∈ lC) c)

(∑
x−
√
n
)
(x > 0)

Exo 3 Séries de Bertrand (HPTS)

(a) �Etudier la nature des s�eries suivantes :(∑ lnn

n4

)
,

(∑ (lnn)37

n1,2

)
,

(∑ lnn

n

) (∑ 1

(lnn)2
√
n

)
,

(∑ 1

n lnn

) (∑ 1

n(lnn)2

)
.

(b) G�en�eraliser �a l'aide des exemples ci-dessus.

Exo 4 �Etudier la nature de la s�erie (
∑
un) o�u (un) est d�e�nie par un+1 =

1

n
sin(un).

Exo 5 Calculer , apr�es en avoir justi�er l'existence , les sommes suivantes :

a)

∞∑
n=0

1

(2n)!
, b)

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
, c)

∞∑
n=0

n

n4 + n2 + 1
.

Exo 6 Soit un = ln(n+2)+a ln(n+1)+b ln(n). D�eterminer les couples (a, b) ∈ (IR)2 tels que (
∑
un) soit convergente.

Dans ces cas l�a, calculer

∞∑
n=1

un.

Exo 7 �Etudier la nature (absolument convergente-semi-convergente-divergente) des s�eries suivantes :

a)

(∑
(−1)n

n4 + 123n3 − n2 + 7

n5 + 987n+ 456

)
, b)

(∑
(−1)n

(
2n
n

)
4n

)
, c)

(∑
(−1)n

√
n sin

1

n

)
, d)

(∑
sin(π

√
n2 + 1)

)
Exo 8 Convergence et somme de la s�erie de terme g�en�eral : un =

(−1)n+1

n+ (−1)n+1
.

Exo 9 Montrer que les suites un =

n∏
k=2

(
1+

(−1)k√
k

)
et vn =

√
nun sont convergentes.

Exo 10 Soit un =
jn

nα
avec j = e

2iπ
3 et α > 0.

(a) Calculer pour p ∈ IN , vp = u3p+1 + u3p+2 + u3p+3 et en donner un �equivalent.

(b) Montrer que (
∑
vp) est convergente , puis que (

∑
un) est convergente.

(c) Que dire de la s�erie

(∑ cos 2nπ
3

nα

)
?

(d) �Ecrire une fonction python def somme(n) : qui renvoie la valeur de

n∑
k=1

uk, pour α = 1. On utilisera la

manipulation des complexes du module math de python et notamment le nombre 1j qui repr�esente le "i"

math�ematiques.

Exo 11 Calculer, apr�es avoir justi�er l'existence, une valeur approch�ee des sommes suivantes :∞∑
n=0

e
√
n

n!
�a 10−2 pr�es et

∞∑
n=1

1

n
7
2

�a 10−3 pr�es.

Exo 12 Soit une suite (un) strictement positive et convergente vers 0.

On note vn =
un+1

Sn
o�u Sn =

n∑
k=0

uk.

Montrer que
∑
un et

∑
vn sont de même nature.
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Exo 13 ∗ Soit a une suite r�eelle croissante tendant vers +∞. Montrer que l'on peut trouver une suite u �a termes positifs

telle que
∑
un converge et

∑
anun diverge.

Exo 14 Soit u une suite positive d�ecroissante et tendant vers 0 et v la suite d�e�nie par

∀n ∈ IN, vn = n(un − un+1).

1) Montrer que
∑
un et

∑
vn sont de même nature.

2) Montrer qu'elles ont la même somme en cas de convergence.

Exo 15 un = na
∫ 1
n

0

ln t

1+ t
dt. �Etudier la s�erie de terme g�en�eral un en fonction du r�eel a.

Exo 16 �Etude de la suite r�eelle d�e�nie par un+1 =
√
un + u2n. Donner un �equivalent de un.

Exo 17 Soit
∑
un la s�erie d�e�nie par un = 0 si n a au moins un "5" dans son �ecriture en base 10 et un =

1

n
sinon.

Donner un pour n ∈ [[1, 26]]. Montrer que la s�erie (
∑
un)n>1 converge.

Exo 18 Existence et calcul (quand elle existe !) de la s�erie double

(∑∑ 1

(p+ q+ 1)α

)
(p,q)∈IN2

.

Exo 19 D�emontrer que pour tout x ∈ [−1, 1[ :

∞∑
n=1

xn

n
= − ln(1− x).

En d�eduire que

∞∑
n=2

ζ(n) − 1

n
= 1− γ

(avec ζ(x) =

∞∑
n=1

1

nx
et γ la constante d'Euler d�e�nie par γ = lim

n→∞[1+
1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn]).

Exo 20 Montrer qu'il existe une bijection entre [0,+∞[ et ]0,+∞[ puis entre IR et IR− lQ.

Exo 21 Soit pn le n-i�eme nombre premier (par exemple p11 = ).

a) Montrer que la famille

(
1

pi11 · · ·p
ik
k

)
(i1,...,ik)∈IN

k

est sommable et calculer sa somme Sk.

b) En d�eduire la nature de la s�erie (
∑ 1

pn
).

Exo 22 (a) D�eterminer un �equivalent lorsque N tend vers +∞ de la somme partielle d'ordre N de la s�erie
∑
n>1

lnn

n
.

(b) Montrer que la s�erie
∑
n>1

(−1)n
lnn

n
converge.

(c) En admettant qu'il existe C ∈ IR tel que

N∑
n=1

lnn

n
=
1

2
ln2(N) + C+ o

+∞(1), montrer que

+∞∑
n=1

(−1)n
lnn

n
= γ ln 2−

ln2 2

2

o�u γ est la constante d'Euler. On rappelle que γ = lim
n→+∞

[
n∑
k=1

1

k
− ln(n)

]
.

PROBABILITÉS - VARIABLES ALÉATOIRES

Exo 1 Ce jeu de casino se joue entre la "banque" et des joueurs. Il utilise un certain nombre de jeux de 52 cartes.

Voici une r�egle simpli��ee, pour un seul joueur. On utilise un seul jeu de 52 cartes. Chaque carte a une valeur :

• une de 2 �a 10 : sa valeur faciale, ou nominale ;

• une �gure (valet, dame ou roi) : 10 points ;.

• un as : 1 ou 11 points, au gr�e du joueur.

Rappelons que les quatre enseignes sont ♥, ♦, ♠, ♣.
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La banque commence par distribuer deux cartes au joueur.

Le joueur peut ensuite demander �a la banque des cartes suppl�ementaires, une �a une.

Il gagne s'il atteint exactement 21. Il perd s'il d�epasse strictement 21.

Sinon, il peut s'arrêter quand il veut, avec un total inf�erieur strictement �a 21. Alors la banque se distribue des

cartes et s'arrête lorsque :

• soit son total d�epasse strictement le total du joueur sans d�epasser strictement 21, et alors le joueur perd ;

• soit son total d�epasse strictement 21 (la banque saute) et alors le joueur gagne.

1. Donner la probabilit�e que les deux premi�eres cartes distribu�ees au joueur fassent un total de 21. (On dit

alors qu'il fait "Black jack").

2. Les deux premi�eres cartes distribu�ees au joueur sont une dame de pique et un 5 de tr�e
e, et il demande une

troisi�eme carte.

Donner la probabilit�e pour qu'il perde aussitôt.

Dans chaque cas on commencera par donner un espace de probabilit�es �ni correspondant �a l'exp�erience al�eatoire.

Exo 2 Formule de Poincaré Soit (Ω,P(Ω), P) un espace probabilis�e �ni, (Ai)16i6n une famille �nie quelconque

d'�ev�enements. Montrer que :

P(

n⋃
i=1

Ai) =

n∑
k=1

(−1)k+1
∑

16i1<···<ik6n

P(Ai1 ∩ · · · ∩Aik).

Application :

Un monsieur distrait �ecrit n lettres �a n personnes distinctes et ferme les enveloppes avant d'avoir �ecrit les

adresses, qu'il inscrit ensuite au hasard. Quelle est la probabilit�e pour qu'un destinataire au moins re�coive la

lettre qui lui �etait destin�ee ? Quelle est la limite de cette probabilit�e lorsque n tend vers l'in�ni.

Exo 3 Une urne contient 15 boules : une noire, cinq blanches et neuf rouges.

1. On tire simultan�ement et au hasard trois boules de cette urne. Calculer la probabilit�e des �ev�enements

suivants :

a) A : " le tirage est tricolore".

b) B : " parmi les boules tir�ees �gurent exactement une noire et au moins une rouge".

c) C : " les trois boules tir�ees sont de la même couleur".

2. On suppose que le tirage s'e�ectue successivement avec remise. D�eterminer les probabilit�es des �ev�enements

A,B,C d�e�nis ci-dessus.

Exo 4 Une urne contient 10 boules num�erot�ees de 1 �a 10. On tire 3 fois de suite une boule avec remise. Quelle est la

probabilit�e d'obtenir 3 nombres :

1) dans un ordre strictement croissant ? 2) dans un ordre croissant au sens large ?

Exo 5 Soit n ∈ IN∗. Une urne contient n boules num�erot�ees de 1 �a n.

1) On pr�el�eve en une fois une "poign�ee al�eatoire" de p boules de l'urne (avec p ∈ [[0, n]]).

a) Soit k ∈ [[p, n]]. Calculer la probabilit�e de l'�ev�enement Ak :"le plus grand num�ero de la poign�ee est k".

b) En d�eduire

n∑
k=p

(
k− 1

p− 1

)
=

(
n

p

)
.

2) On tire successivement et sans remise p boules de l'urne. D�eterminer la probabilit�e pour que la p−i�eme

boule ait un num�ero sup�erieur aux p− 1 pr�ec�edents.

Exo 6 Dans une classe , la proportion des �etudiants ayant pr�epar�e l'examen vaut p (0 < p < 1). Ceux qui n'ont pas

pr�epar�e l'examen r�eussissent avec une probabilit�e �egale �a 1/2 tandis que ceux qui l'ont pr�epar�e r�eussissent avec

une probabilit�e α (α > 0, 99).

Si un �etudiant �echoue, quelle est la probabilit�e qu'il n'ait pas pr�epar�e l'examen ?
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Exo 7 Dans une population de grande taille, on note

• M l'�ev�enement qu'un individu tir�e uniform�ement pr�esente une certaine maladie ;

• S celui qu'un tel individu soit sain.

On dispose

• d'un �echantillon constitu�e d'individus malades ;

• d'un �echantillon constitu�e d'individus sains ;

• d'une bonne estimation de la proportion P (M) de malades.

Une compagnie pharmaceutique met au point un test de d�epistage simple mais imparfait.

On note

• T+ l'�ev�enement o�u le test indique que la personne est malade (test positif) ;

• T− l'�ev�enement compl�ementaire (test n�egatif).

La compagnie �evalue ce test sur les �echantillons d'individus malades et d'individus sains.

Elle obtient ainsi une bonne estimation de

• P (T+/M) (sensibilit�e du test) • P (T−/S) (sp�eci�cit�e du test)

1. Calculer

• P (M/T+) (valeur pr�edictive positive du test)

• P (S/T−) (valeur pr�edictive n�egative du test)

en fonction des donn�ee P (M) , P (T+/M) , P (T−/S).

2. La compagnie rend public que P (T+/M) = 95% , P (T−/S) = 90%.

Qu'en pensez-vous sans en savoir plus ?

Qu'en pensez-vous sachant par ailleurs que P (M) = 2%?

Exo 8 Une personne a n > 2 cl�es mais une seule ouvre la porte. Elle les essaie au hasard en �eliminant celles qui ne

fonctionnent pas

Soit X "le nombre d'essais pour ouvrir la porte " qui est une variable al�eatoire.

1. Calculer la loi de probabilit�e de X.

2. Calculer E(X) et Var(X).

3. Rependre l'exercice mais cette fois sans �eliminer celles qui ne fonctionnent pas.

Exo 9 Un journaliste a une liste de personne �a interviewer. Il doit en interviewer au moins cinq.

Les personnes de cette liste n'acceptent de parler qu'avec une probabilit�e �egale �a 2
3
, ind�ependamment les uns

des autres.

1. Quelle est la probabilit�e qu'il puisse r�ealiser ces cinq interviews si la liste ne contient que cinq noms.

2. Et si elle en contient huit ?

Exo 10 Soit (Ω,A,P) un espace probabilis�e. Soient N une variable al�eatoire �a valeurs dans IN∗ et (Yn)n∈IN∗ une suite

de variables al�eatoires discr�etes.

On d�e�nit Z par ∀ω ∈ Ω : Z(ω) = YN(ω)(ω).

Montrer que Z est une variable al�eatoire.

Exo 11 Un joueur parie une mise de 1 sur l'issue d'un lancer de trois d�es �a six faces. Il choisit un nombre de 1 �a 6 avant

de le lancer.

Si aucun d�e ne donne ce nombre, le joueur perd sa mise.

Sinon, il garde sa mise, et obtient en plus une quantit�e de 1 pour chaque d�e qui donne ce nombre.

1. Donner la loi de la variable al�eatoire X du gain alg�ebrique �nal du joueur.

2. Calculer l'esp�erance, la variance et l'�ecart-type de X. Le jeu est-il �equilibr�e ?

3. Comment modi�er la somme obtenue en plus lorsque trois d�es donnent le nombre choisi pour que le jeu soit

�equilibr�e ?
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Exo 12 Soit Z le nombre d'enfants d'une famille, X le nombre de �lles et Y le nombre de gar�cons.

Nous supposons que la probabilit�e qu'une famille ainsi choisie poss�ede k enfants dont n �lles est donn�ee par :

pk,n = P (Z = k;X = n) =
e−22k(0, 52)n(0, 48)k−n

n!(k− n)!
11{06n6k} .

1. Montrer que les variables al�eatoires Z et X ne sont pas ind�ependantes mais que Y et X le sont. Que dire de

X, Y et Z ?

2. Donner la loi conditionnelle de X sachant Z = k. En d�eduire l'esp�erance de X sachant Z = k.

Exo 13 Un groupe de dix chasseurs guette le passage d'un vol de canards. Lorsque les canards passent en groupe, les

chasseurs se mettent tous �a tirer simultan�ement et chacun choisit au hasard le canard qu'il vise, ind�ependamment

des autres.

On suppose que chaque chasseur touche son canard avec la même probabilit�e p.

Combien de canards, en moyenne, survivront aux tirs lorsque le vol se compose de 20 canards ? Tracer la

fonction qui �a p associe cette moyenne. Calculer cette moyenne pour diverses valeurs de p.

Exo 14 On suppose que le couple de v.a. enti�eres (X, Y) a une loi donn�ee par

∀(i, j) ∈ IN2 : P (X = i, Y = j) =
α

(1+ i+ j)!
o�u α > 0

(a) Que peut-on dire , sans calculs, des lois de X et Y ?

(b) Si S = X+ Y, d�eterminer la loi de S et en d�eduire la valeur de α.

(c) Calculer P (X = 0). Les variables X et Y sont-elles ind�ependantes ?

(d) Sans calcul, donner l'esp�erance de S et en d�eduire celle de X. Pourrait-on obtenir ainsi la variance de X ?

Calculer la covariance de (X, Y) et en d�eduire la variance de X.

(e) Calculer P (X = Y) puis en d�eduire P (X > Y).

Exo 15 Le nombre de personnes entrant en une journ�ee dans un bureau de poste est une variable al�eatoire S suivant

une loi de Poisson de param�etre λ. La probabilit�e qu'un arrivant soit une arrivante est p. On note X le nombre

d'arrivantes dans une journ�ee et Y le nombre d'arrivants. Calculer P (X = i, Y = j/S = n) et en d�eduire la loi

de (X, Y) et les lois de X et Y.

X et Y sont-elles ind�ependantes ?

Exo 16 Soient deux urnes pouvant contenir b > 2 boules num�erot�ees de 1 �a b. A l'instant 0, les b boules sont toutes

dans l'urne 2. A chaque instant n, une boule est choisie avec �equiprobabilit�e et passe dans l'autre urne. On

note Xn le nombre de boules contenues dans l'urne 1 �a l'instant n. Calculer l'esp�erance de Xn+1 conditionn�ee

en (Xn = i). D�eterminer E(Xn) et lim
n→+∞E(Xn).

Exo 17 On consid�ere une suite de n �epreuves r�ep�et�ees ind�ependantes, chaque �epreuve ayant k r�esultats possibles

r1, . . . , rk. On note pi la probabilit�e de r�ealisation de ri, lors d'une �epreuve. Pour i ∈ [[1, k]], on note Xi le

nombre de r�ealisations de ri au cours des n �epreuves.

(a) D�eterminer Var(X1 + · · ·+ Xk).

(b) D�eterminer la loi de Xi et sa variance.

(c) Même question pour Xi + Xj avec i 6= j. En d�eduire Covar(Xi, Xj). V�eri�er que ce r�esultat est compatible

avec celui de la premi�ere question.

Exo 18 Au moment o�u chacun poss�ede un tiers du march�e de t�el�ephone mobile, trois op�erateurs A, B et C d�ecide de

mettre sur le march�e un nouveau type de forfait annuel. A la �n de l'ann�ee, l'�evolution des parts de march�e se

fait de la fa�con suivante :

- les clients de la compagnie A se r�epartissent indi��eremment entre A,B et C l'ann�ee suivante.

- les clients de la compagnie B reste toujours �d�ele �a cette compagnie.

- les clients de la compagnie C seront l'ann�ee suivante clients de A avec une probabilit�e 1/12, de B avec une

probabilit�e 7/12 et de C avec la probabilit�e 1/3.

15



On note pour n ∈ IN, an, bn et cn les probabilit�es pour qu'�a l'issue de la n-i�eme ann�ee, un consommateur

d�ecide de s'abonner chez A, B ou C pour l'ann�ee suivante.

1. D�eterminer une relation de r�ecurrence entre an, bn et cn et an+1, bn+1 et cn+1.

2. En d�eduire l'expression de fonction de n de an, bn et cn et d�eterminer la limite de ces suites.

Exo 19 Une particule se d�eplace �a chaque seconde d'un sommet �a l'autre du triangle ABC selon le protocole suivant :

- Lorsqu'�a un instant donn�e, elle se situe en A, elle se �xe �a l'instant suivant en B avec la probabilit�e 0, 75 et

en C avec la probabilit�e de 0,25.

- Lorsqu'�a un instant donn�e, elle se situe en B, elle se �xe �a l'instant suivant en A avec la probabilit�e 0, 75 et

en C avec la probabilit�e de 0,25.

- Si �a un instant donn�e, elle se trouve en C, elle ira syst�ematiquement en B �a l'instant suivant.

On d�esigne par an, bn et cn les probabilit�es pour qu'�a l'instant n , la particule se situe en A,B ou C.

1. D�eterminer une relation de r�ecurrence entre an, bn et cn et an+1, bn+1 et cn+1.

2. En d�eduire l'expression de fonction de n de an, bn et cn et d�eterminer la limite de ces suites.

Exo 20 Soient X et Y deux VAR d�e�nies sur (Ω,A,P), ind�ependantes, suivant une loi de Poisson de param�etres

respectifs λ et µ. D�eterminer la loi de X+ Y.

Exo 21 Modèle de Galton-Watson

On s'int�eresse �a la survie d'une esp�ece pour laquelle un individu admet trois descendants avec la probabilit�e 1/8,

un ou deux descendants avec la probabilit�e 3/8 et aucun descendant avec la probabilit�e 1/8, ind�ependamment

de ses cong�en�eres.

�A l'instant initial, on suppose que la population est compos�ee d'un seul individu. Par cons�equent, l'esp�ece

s'�eteindra au bout de la premi�ere g�en�eration avec une probabilit�e x1 = 1/8.

1. D�eterminer la probabilit�e x2 pour que l'esp�ece ait disparu �a l'issue de la deuxi�eme g�en�eration.

2. On note pour tout entier n ∈ IN∗, xn la probabilit�e qu'�a l'issue de la n-ieme g�en�eration l'esp�ece ait totalement

disparu. Donner une relation entre xn+1 et xn.

3. �Etudier la suite et montrer qu'elle converge vers un r�eel que l'on d�eterminera. Interpr�eter ce r�esultat.

Exo 22 La rumeur

Une information est transmise �a l'int�erieur d'une population. Avec une probabilit�e p , c'est l'information correcte

qui est transmise �a chaque �etape d'une personne �a une autre. Avec une probabilit�e 1 − p, c'est l'information

contraire qui est transmise. On note pn la probabilit�e que l'information apr�es n transmissions soit correcte.

1. Donner une relation de r�ecurrence entre pn+1 et pn.

2. En d�eduire la valeur de pn en fonction de p et de n

3. En d�eduire la valeur de lim
n→+∞pn. Qu'en pensez-vous ?

Exo 23 Deuxième lemme de Borel-Cantelli

Soit (Ω,F ,P) un espace probabilis�e. Soit (An)n∈IN une suite d'�ev�enements ind�ependants. On note A =

lim sup
n
An =

⋂
n∈IN

⋃
k>n

Ak

.
On suppose que

(∑
P (An)

)
diverge et l'on souhaite prouver que P (A) = 1.

1. Caract�eriser le fait qu'un �el�ement appartienne �a A.

2. Soient n 6 N. On note En,N =

N⋂
k=n

Ak et En =
⋂
k>n

Ak.

(a) D�emontrer que (n �etant �x�e), lim
N→+∞ ln (P (En,N)) = −∞.

(b) En d�eduire que P (En) = 0 puis que P (A) = 1.

Application :

3. On lance une pi�ece �equilibr�ee, une in�nit�e de fois. Montrer que l'�ev�enement [ "37 piles de suite" une in�nit�e

de fois ] a une probabilit�e de 1.
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Exo 24 Soit X une variable al�eatoire suivant une loi binomiale de param�etres n ∈ IN∗ et p ∈]0, 1[.

1. On d�e�nit une nouvelle variable al�eatoire Y =
1

1+ X
. Calculer E(Y).

2. On suppose que p =
1

2
et que a > 0. Calculer l'esp�erance de Z =

aX

2n
.

Exo 25 Déterminant.

Soient (Xi,j)16i,j6n, une suite de variables al�eatoires ind�ependantes d�e�nies sur un espace probabilis�e (Ω,A,P).

On suppose que ces variables al�eatoires ont la même loi suivante : elle sont �a valeurs dans {−1, 1} avec

P (Xi,j = −1) = P (Xi,j = 1) =
1

2
. On noteM = (Xi,j)16i,j6n la matrice. Quelle est l'esp�erance du d�eterminants

de M ?

Exo 26 Service de dépannage

Le service de d�epannage d'un grand magasin dispose d'�equipes intervenants sur appel de la client�ele. Pour

des causes diverses, les interventions ont parfois lieu avec retard. On admet que les appels se produisent

ind�ependamment les uns des autres, et que, pour chaque appel, la probabilit�e d'un retard est de 0, 25.

1. Un client appelle le service �a quatre reprises. On d�esigne par X la variable al�eatoire prenant pour valeur le

nombre de fois o�u ce client a dû subir un retard.

(a) D�eterminer la loi de probabilit�e de X, son esp�erance, sa variance.

(b) Calculer la probabilit�e de l'�ev�enement : � le client a au moins subi un retard �.

2. Le nombre d'appels re�cus par jour est une variable al�eatoire qui suit une loi de Poisson de param�etre m. On

note Z le nombre d'appels trait�es en retard.

(a) Exprimer la probabilit�e conditionnelle de (Z = k) sachant que (Y = n).

(b) En d�eduire la probabilit�e de (Z = k et Y = n).

(c) D�eterminer la loi de Z.

3. En 2013, le standard a re�cu une succession d'appels. On note U le premier appel re�cu en retard. Quelle est

la loi de U ? Quelle est son esp�erance ?

ESPACES VECTORIELS

Exo 1 Soit lK = {a+ b
√
2 , (a, b) ∈ lQ 2} (on rappelle que

√
2 /∈ lQ)

(a) Montrer que lK est un corps.

(b) Montrer que lK est un lQ− EV et donner sa dimension.

Exo 2 Montrer que IR est un lQ-ev de dimension in�nie.

Exo 3 L'ensemble des fonctions lipschitziennes (resp. monotones) de IR dans IR est-il un IR-ev ?

Exo 4 Soit E un K-ev et (x, y) ∈ E2.

Compl�eter (x, y) li�ee ....... ∃λ ∈ lK tel que y = λx (avec les symboles =⇒ , ⇐⇒ , ⇐)

Exo 5 Soit F et G 2 SEV de E tels que F+G = E. Que dire d'un vecteur x qui n'appartient pas �a F ?

Exo 6 Soit E = IRIR, P l'ensemble des fonctions paires de E et I l'ensemble des fonctions impaires de E. Montrer

que P et I sont des SEV de E et montrer que P ⊕ I = E. D�eterminer la d�ecomposition des fonctions cos, exp,

polynômiales.

Exo 7 Soit (Pn)n∈IN une famille de polynômes de lK[X] telle que ∀n ∈ IN : d0(Pn) = n. Montrer que (Pn)n∈IN est

une base de lK[X]. HPTS

Exo 8 Soit fa d�e�nie sur IR par fa(x) = e
ax. Montrer que (fa)a∈IR est une famille libre de IRIR.

Exo 9 Soit E = IRIR. Soit fn d�e�nie sur IR par fn(x) = cosnx et soit gn d�e�nie sur IR par gn(x) = cosn x.

(a) Montrer que (g0, g1, . . . , gn) est une famille libre de E.

(b) Calculer

∫2π
0

fn(t)fp(t)dt. En d�eduire que (fn)n∈IN est une famille libre de E.
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(c) Soit f d�e�nie sur IR par f(x) =
1

2+ cos x
. A-t-on f ∈vect{gn tel que n ∈ IN} ?

Exo 10 On pose E = IR2. Soit F/x+ 2y = 0 dans la base canonique de IR2 , G =vect(u) avec u = (2, 3).

(a) Montrer que F et G sont des SEV de E.

(b) D�eterminer une base et la dimension de F et G.

(c) D�eterminer 2 suppl�ementaires de F et 2 suppl�ementaires de G.

(d) D�eterminer l'expression analytique de l'homoth�etie de rapport 7.

(e) D�eterminer l'expression analytique du projecteur p sur F parall�element �a G.

(f) D�eterminer l'expression analytique de la sym�etrie par rapport �a G parall�element �a F.

(g) D�eterminer l'expression analytique des formes lin�eaires de noyau F.

(h) D�eterminer l'expression analytique des endomorphismes f tels que ker f =imf = F.

Exo 11 On pose E = IR2[X], rapport�e �a sa base canonique B0 = (1, X, X2).

Soit F = {P ∈ E tels que P(2) = 0} et G

{
x+ y+ z = 0

2x− 9z = 0

(a) Donner la signi�cation de "G

{
x+ y+ z = 0

2x− 9z = 0
"

(b) Montrer que F est un SEV de E et en donner une base et la dimension. D�eterminer une �equation cart�esienne

de F dans la base canonique (1, X, X2) de E.

(c) Montrer que G est un SEV de E et en donner une base et la dimension.

Exo 12 On pose E = IR4, rapport�e �a sa base canonique B0. Soit F/x+ 2y+ 3z+ t = 0 , G

{
x− y = 0

z+ t = 0

(a) D�eterminer une base et la dimension de F et G.

(b) D�eterminer un suppl�ementaire de F et un suppl�ementaire de G.

Exo 13 Soit E =

{(
x y

y x+ 2y

)
tel que (x, y) ∈ IR2

}
(a) Montrer que E est un IR-EV. D�eterminer une base et la dimension de E.

(b) D�eterminer un suppl�ementaire de E dansM2(IR).

(c) Montrer que E est une IR-alg�ebre.

(d) E munit des lois + et × est-il un corps ?

Exo 14 Soit f d�e�nie de lC 3 dans lC 3 par f(x, y, z) = (x+ 2y+ 3z, 4x+ 5y+ 6z, 7x+ 8y+ 9z).

D�eterminer rang , noyau et image de f.

En donner une base ainsi que des �equations cart�esiennes de chacun d'eux.

Exo 15 Soit E = lC 3 vu comme un IR−EV. D�eterminer une base et la dimension de E.

Exo 16 Soit p =rg





1

3

−1

2

0


,



−1

2

1

2

3


,



3

−1

−3

−2

−6


,



−1

0

1

3

2


,



1

5

−1

1

1




, q =rg



1

a

a2

 ,

1

b

b2

 ,

1

c

c2




et r =rg((X− 1)2, (X− 2)2, (X− 3)2, (X− 4)2)) Pourquoi a-t-on r 6 3 ? Calculer p , q et r.

Exo 17 Exercices très classiques : à savoir faire par coeur ! ! Soit E un K-ev de dimension n et (f, g) ∈ L(E)2.
D�emontrer :

(a) Montrer que ker fp ⊂ ker fp+1 et que imfp+1 ⊂im fp.
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(b) Montrer que f2 = 0 ⇐⇒ im f ⊂ ker f.

(c) Montrer que f ◦ g = 0 ⇐⇒ ....⊂.....

(d) E = ker f⊕imf ⇐⇒ imf =imf2 ⇐⇒ ker f = ker f2.

Reprendre ces �equivalences si E n'est plus suppos�e de dimension �nie.

(e) On suppose que f ◦ g = 0. Montrer que rg (f)+rg (g) 6 n.

Si rg (f) = 2 et n > 3, montrer qu'il existe ϕ ∈ L(E) tel que f ◦ϕ = 0 et que rg (f)+rg (ϕ) = n.

Exo 18 Soit E un K-ev de dimension n et f ∈ L(E). D�emontrer qu'il existe g automorphisme de E et p projecteur de

E tels que f = g ◦ p.
Exo 19 Soit E un lK-ev de dimension n. On note E∗ = L(E, lK)

(a) Soit −→a ∈ E. On suppose que ∀` ∈ E∗ , `(−→a ) = 0. Montrer que −→a = 0.

(b) Soit H un sev de E. Montrer que H est un hyperplan ssi il existe une droite vectorielle D telle que E = H⊕D.

Exo 20 Soit E = lKn[X], a ∈ lK et F = {P ∈ E tel que P(a) = 0}. D�eterminer avec 3 d�emonstrations (base, isomorphisme

et dualit�e) la dimension de F.

Exo 21 Soit E = IR3. On d�e�nit respectivement `1, `2, `3 par `1(x, y, z) = x + 2y + 7z, `2(x, y, z) = 3x + 5y − 8z,

`3(x, y, z) = 4x+ 2y+ 9z,

Montrer que C = (`1, `2, `3) est une base de E
∗.

Exo 22 Soit a0, a1, ..., an des r�eels 2 �a 2 distincts ; on note fi l'application de Rn[X] dans R qui �a P associe P(ai),

montrer que la famille des fi est une base de Rn[X]
∗.

Exo 23 On consid�ere les polynômes

 P0 = 1

Pn =
X(X− 1) · · · (X− n+ 1)

n!
si n > 1

1) Montrer que ∀n ∈ IN, (Pk)k∈[[0,n]] est une base de IRn[X].

2) Montrer que ∀i ∈ IN, ∀j ∈ IN, Pi(j) ∈ ZZ.

3) Soit n ∈ IN, et P ∈ IRn[X] tel que ∀j ∈ IN, P(j) ∈ ZZ. Montrer que les coordonn�ees de P sur la base (Pk)k∈[[0,n]]

sont enti�eres.

4) Soit ∆ d�e�nie sur IRn[X] par ∆(P(X)) = P(X+ 1) − P(X). Calculer ∆(Pn(X)).

Exo 24 Soient f et g deux endomorphismes d'un espace vectoriel de dimension �nie E qui v�eri�ent

E = ker f+ kerg = Imf+ Img et d�emontrer que les deux sommes sont directes.

GÉOMÉTRIE AFFINE

Exo 1 Soit E un IR-ev. Soient A,B,C trois points de E et soit D une droite a�ne E.

D�eterminer et tracer {M ∈ E tels que
−−→
PM =

−→
PA+

−→
PB+

−→
PC avec P ∈ D}.

Exo 2 Soient A,B,C trois points non align�es de IR2, soient (α,β, γ) ∈ IR3 tels que α+β+γ 6= 0 et soitM le barycentre

de (A,α) , (B,β) , (C, γ).

Donner une C.N.S. sur (α,β, γ) pour que :

(a) M ∈ (AB).

(b) M appartienne �a la m�ediane de (A,B,C) issue de B.

(c) M appartienne �a la parall�ele �a la droite (BC) men�ee par le milieu du bipoint (AB).

(d) M soit "dans" le triangle (ABC).

Exo 3 Soit E un IR-ev. Soit F un sous-ensemble de E tel que tout barycentre de points de F soit encore dans F .
Montrer que F est un S.E.A. de E.

Exo 4 Montrer que F =
{
f ∈ IRIR telle que ∀x ∈ IR , f ′(x) − 2f(x) = −2x− 2

}
est un sous-espace a�ne de IRIR dont

on d�eterminera un point et sa direction.
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Exo 5 D�eterminer l'�equation du plan de l'espace IR3 (rapport�e �a son rep�ere canonique) parall�ele �a (yy ′) et passant

par les deux points A(0,−1, 2) ,B(−1, 2, 3).

Exo 6 D�eterminer les droites de l'espace IR3 (rapport�e �a son rep�ere canonique) parall�ele �a la droite (D) 2x = 3y = 6z

et rencontrant les deux droites (D1)

{
x = 0

z = 4
et (D2)

{
y = 0

z = −4
.

MATRICES

Exo 1 Inverser les matrices suivantes : A =


5 2 1

5 −6 2

−4 2 1

 et A =

(
51+ i 3− i

2 1+ 2i

)
.

Montrer que si A =


1 2 3 4

5 6 7 8

0 6 11 0

13 14 15 17

, alors A−1 =


−26 47 −1 −16

209/4 −385/4 2 33

−57/2 105/2 −1 −18

2 −3 0 1



Exo 2 Soit E = IRp−1[X] et F = IRn. Soit (a1, . . . , an) ∈ IRn 2 �a 2 distincts. Soit φ : IRp−1[X] → IRn , P 7→
(P(a1), . . . , P(an)). On pose B0 la base canonique de IRn et B1 = (1, X, . . . , Xp−1) la base canonique de IRp−1[X].

(a) D�eterminer la matrice de φ dans les bases B1 et B0 : A =MB1,B0(φ).

(b) En d�eduire que si n = p = 3, A est inversible et donner un moyen de calculer A−1. G�en�eraliser.

Exo 3 Soit E =Mn(lK). On note Ei,j les matrices de la base canonique de E. Soit A ∈ E.

(a) Soit (i0, j0, k0, l0) ∈ [[1, n]]4. Calculer Ei0,j0Ek0,l0 , Ei0,j0A et AEi0,j0 .

(b) En d�eduire Tr(AEi0,j0).

(c) Montrer que ϕ d�e�nie de E dans E∗ = L(E, lK) par ϕ(A) : E → lK , X 7→Tr(AX) est un isomorphisme de

lK− EV.

(d) D�eterminer les matrices A ∈ E telle que : ∀M ∈ E, AM =MA.

En d�eduire le centre de E : C(E) = {A ∈ E tel que ∀M ∈ E, AM =MA}

(e) Montrer que tout hyperplan de E contient au moins une matrice inversible.

Exo 4 Soit A ∈Mn(lK). Calculer (In −A)(In +A+A2 + · · ·+Ak). En d�eduire que si A est nilpotente alors In −A

est inversible et d�eterminer (In −A)−1 en fonction de A.

Exo 5 D�eterminer le noyau et l'image des applications lin�eaires canoniquement associ�ees �a la matrice :

A =


−1 1 1

3 −2 −4

−2 1 3

 et A =



1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1


Exo 6 Soit A =

(
1 3

2 4

)
et F = {M ∈M2(IR) telle que AM =MA}.

(a) Montrer que F est un IR-EV et que dimF > 2.

(b) D�eterminer la dimension et une base de F.

(c) Montrer que F est une IR-alg�ebre. Est-ce un corps ?

Exo 7 ∗ Soit (p, q) ∈ (IN∗)2. On dit qu'une matrice de Mp,q(IR) est positive si tous ses coe�cients sont positifs ou

nuls et on note A � 0. On dit que A est monotone si elle inversible (donc p = q) et que A−1 � 0.

1) Donner un exemple de matrice monotone.

2) Soit n ∈ IN∗ et A ∈Mn(IR). Montrer que la monotonie de A �equivaut �a la condition :
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∀X ∈Mn,1(IR), AX � 0 =⇒ X � 0.

3) Soit n ∈ IN∗, (c1, . . . , cn) ∈ (IR+)n et A ∈Mn(IR) d�e�nie par :

2+ c1 −1 0 . . . 0

−1 2+ c2
. . .

. . .
...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . −1

0 . . . 0 −1 2+ cn


Montrer que A est monotone.

GROUPE SYMÉTRIQUE-DÉTERMINANTS-SYSTÈMES

Exo 1 Donner en extension S5.

Exo 2 Soit σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

14 4 5 6 8 2 9 7 3 13 10 11 12 1

)
.

D�ecomposer σ en produit de cycles, en d�eduire sa signature. Calculer σ123654. G�en�eraliser. D�ecomposer σ en

produit de transpositions.

Exo 3 a) �Ecrire une fonction python def rajout(L,p) : qui renvoie la liste des p listes obtenues �a partir de L (qui a

p-1 �el�ements) en ins�erant le nombre p partout entre les �el�ements de L.

b) �Ecrire une fonction python def groupeSymetrique(n) : qui renvoie le groupe sym�etrique Sn.

c) �Ecrire une fonction python def orbite(n,s,x0) : qui renvoie l'orbite de x0 : {s
i(x0), i ∈ IN} par la permutation

s de Sn.

d) �Ecrire une fonction python def dec(s) : qui renvoie la d�ecomposition en produit de cycles disjoints de la

permutation s de Sn

Exo 4 Soit s un p-cycle de Sn et soit σ une permutation de Sn. D�eterminer σsσ−1

Exo 5 Montrer que toute permutation de An peut s'�ecrire comme produits de 3-cycles.

Exo 6 Soit A ∈M5(IR). R�esoudre l'�equation A
2 = −I5.

Exo 7 Soit A ∈Mn( lC). On pose A = (ai,j). Montrer que det(A) = det(A) et det(AA) ∈ IR+ .

Exo 8 Calculer a)

1 2 9 5

2 3 8 4

3 4 7 3

4 5 6 1

et b) det(A) o�u A = (pgcd(i, j)) ∈M5(IR).

Exo 9 Calculer

−x 0 0 a

1 −x 0 b

0 1 −x c

0 0 1 d− x

.

Exo 10 Soit σ ∈ Sn. Soit (e1, . . . , en) la base canonique de lKn et soit f d�e�nie par f(ei) = eσ(i).

(a) Calculer det(f).

(b) D�e�nir analytiquement f.

Exo 11 Calculer

a+ b b 0 · · · · · · 0

a a+ b b
. . .

...

0 a a+ b b
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . b

0 · · · · · · 0 a a+ b
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Exo 12 Soit (α1, . . . , αn) ∈ IRn et soit (a, b) ∈ IR2. On cherche �a calculer Dn(a, b) =

α1 b

. . .

a αn

.

(a) On suppose a 6= b. Montrer que P(x) =

α1 + x b+ x

. . .

a+ x αn + x

est un polynôme de degr�e inf�erieur ou �egal

�a 1. En d�eduire Dn(a, b).

(b) En d�eduire Dn(a, a).

Exo 13 Soit n ∈ IN∗ et (a1, . . . , an) ∈ IRn . On pose D(a1, . . . , an) =

a1 −1 0 · · · 0

a2 1 −1
. . .

...
... 0 1

. . . 0
...

...
. . .

. . . −1

an 0 · · · 0 1

.

Soit An =



1 2 3 · · · n− 1 n

n 1 2 · · · n− 2 n− 1

n− 1 n 1 · · · n− 3 n− 2
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

2 3 4 · · · n 1


et ∆n = det(An).

(a) Calculer D(a1, · · · , an).

(b) Calculer ∆n ·D(
1

n
, · · · , 1

n
). En d�eduire ∆n.

(c) Calculer A−1
n (�a l'aide du pivot de Gauss)

Exo 14 D�eterminer l'�equation du plan de IR3 passant par le point A = (1, 2, 3) et dirig�e par les deux vecteurs −→u =

(1, 0, 1) et −→u = (−1, 3, 4).

Exo 15 Calculer le d�eterminant de la matrice carr�ee d'ordre n de coe�cients |i− j|.

Exo 16 Soit n ∈ IN∗. D�eterminer le nombre de permutations de Sn qui n'ont dans leur d�ecomposition en produit de

cycles de supports disjoints (non triviaux) que des 3-cycles. En d�eduire la limite de la probabilit�e de tomber

dans Sn sur une permutation qui n'ont dans leur d�ecomposition en produit de cycles de supports disjoints que

des 3-cycles.

Exo 17 On munit l'ensemble ΩN des permutations de [[1,N]] de l'�equiprobabilit�e PN. Pour i ∈ [[1,N]], on note : Bi = {ω

tel que ω(i) = i}. On note Xi la variable indicatrice de l'�ev�enement Bi et X = X1 + · · · + XN. Que repr�esente
X ? D�eterminer son esp�erance et sa variance.

(Blocs exercices 18 �a 22)

Exo 18 Soit E un IR-EV de dimension 4 et soit f ∈ L(E) tel que f2 = −idE. Montrer qu'il existe une base B de E telle

que MB(f) =

(
J 0

0 J

)
avec J =

(
0 −1

1 0

)

Exo 19 (a) Soit A =

(
B 0

0 C

)
avec B ∈ GLp(lK) et C ∈ GLq(lK). Montrer que A est inversible et d�eterminer A−1.

(b) Soit A =

(
B 0

0 C

)
avec B ∈Mn(lK) et C ∈Mn(lK). Montrer que rg(A) =rg(B)+rg(C).

(c) Soit A =

(
B B

B C

)
avec B ∈Mn(lK) et C ∈Mn(lK).
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i. Montrer �a l'aide des transvections par blocs que rg(A) =rg

(
B 0

0 C− B

)
ii. Calculer A−1 quand A est inversible.

Exo 20 Soient (A,C) ∈ GLn(lK)×Mp(lK). On pose M =

(
A B

0 C

)
.

(a) Dire dans quels ensembles de matrices appartiennent B et 0.

(b) A l'aide des transvections par blocs, transformer M en

(
A 0

0 C

)
.

(c) A l'aide des blocs et des matrices �equivalentes, montrer que rgM =rgA+rgC.

Donner un contre-exemple de ce r�esultat lorsque A n'est plus suppos�ee inversible.

Exo 21 On note F l'ensemble des matrices deMn(lK) qui commutent avec Jr ∈Mn(lK).

(a) Montrer que F est une sous-alg�ebre deMn(lK).

(b) D�eterminer F et en d�eduire sa dimension.

(c) Soit p un projecteur de rang r d'un lK-espace vectoriel de dimension n.

D�eterminer la dimension du sous-espace vectoriel des endomorphismes de E commutant avec p.

Exo 22 Soit (A,B,C,D) ∈Mn(lK)4. On suppose que D est inversible et que CD = DC.

A l'aide des transvections par blocs , montrer que det

(
A B

C D

)
= det(AD− BC).

A votre avis le r�esultat est-il encore vrai si D n'est plus suppos�ee inversible ?

ANNEAUX-CORPS

Exo 1 D�eterminer les �el�ements inversibles de l'anneau (IRIN,+,×).

Exo 2 Soit A un anneau commutatif. On dit qu'un �el�ement a de A est nilpotent s'il existe un entier n > 1 tel que

an = 0.

a) Montrer que l'ensemble des �el�ements nilpotents de A est un id�eal de A.

b) Soit I un id�eal de A. On appelle radical de I, l'ensemble :
√
I = {x ∈ A, ∃n > 1 : xn ∈ I}. Montrer que

√
I

est un id�eal de A.

Calculer dans ZZ,
√
5040ZZ.

Exo 3 (Entiers de Gauss)

On note A = ZZ[i], le plus petit anneau inclus dans lC et contenant i.

(a) D�eterminer A. A est-il commutatif ? int�egre ?

On d�e�nit pour tout z ∈ A, N(z) = zz

(b) Montrer que pour tout z ∈ A, N(z) ∈ IN et que pour tout z et z ′ de A,

N(zz ′) = N(z)N(z ′).

(c) D�eterminer A∗.

(d) D�emontrer que pour tout z dans lC il existe q dans A tel que |z− q| < 1.

(e) Montrer que ∀(z, z ′) ∈ A2 tel que z ′ 6= 0, ∃(q, r) ∈ A2 tels que

{
z = z ′q+ r

N(r) < N(z ′)

Comment pourrait-on appeler cela ? A-t-on unicit�e du couple (q, r) ?

(f) En d�eduire que tout id�eal de I est principal (c'est-�a-dire de la forme z0A)

(g) D�eterminer les �el�ements associ�es dans A �a 1+ 2i.

(h) D�eterminer les diviseurs dans A de 5.
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Remarque : Une �etude arithm�etique plus pouss�ee de A permettrait de d�emontrer des r�esultats tel que si p

est un nombre premier de IN alors il est somme de 2 carr�es de IN SSI p ≡ 1 mod 4 (exemple : 61 = 52 + 62)

Exo 4 Soit P un plan euclidien et soient 2 points A et B du plan tel que AB = 1. On dit que x ∈ IR est constructible

�a la r�egle et au compas s'il l'on peut e�ectuer �a partir de A et B, une �gure avec une r�egle (non gradu�ee) et un

compas pour faire apparaitre 2 points M et N tel que MN = x. Soit C l'ensemble des nombres constructibles
�a la r�egle et au compas. On suppose que 0 ∈ C (c'est la �gure vide !).

(a) Montrer que 1, 2,
1

2
,
2

3
,
√
2 sont �el�ements de C.

(b) Montrer que C est un sous-corps de IR.

(c) Montrer que C est pythagoricien c'est-�a-dire que si x ∈ C et x positif alors
√
x ∈ C.

(d) Expliquer (grossi�erement) pourquoi 3
√
2 /∈ C et π /∈ C.

RÉDUCTION-DIAGONALISATION

POLYNÔMES D’ENDOMORPHISMES ET DE MATRICES

Exo 1 Soit E = {f : IR→ IR de classe C∞}. On d�e�nit ∆ de E dans E par ∆(f) = f ′ et ,

pour n ∈ IN , on d�e�nit fn dans E par fn(x) = e
nx .

(a) Montrer que ∆ ∈ L(E).

(b) Calculer ∆(fn). Cons�equence. En d�eduire que (f0, . . . , fn) est une famille libre de E.

Exo 2 Soit A =


3 11 7

7 3 11

11 7 3

. Donner "sans calculs" une valeur propre et un vecteur propre de A.

Comment exploiter cela pour le calcul du polynôme caract�eristique ?

Exo 3 Soit f ∈ L(IRn) d�e�ni canoniquement par sa matrice A. D�eterminer les valeurs propres , les vecteurs propres ,

les espaces propres et le polynôme minimal de f. Dire pour chaque cas si l'application f est diagonalisable et si

oui donner la matrice de passage ainsi que son inverse et la formule de changement de base quand A prend les

valeurs suivantes :

a)

(
5 −2

6 −2

)
b)

(
0 1

−4 0

)
c)


5 −3 2

6 −4 4

4 −4 5

 d)


−1 −1 1

0 −2 0

1 −1 −1

 e)


0 −1 1

1 0 2

0 0 3



f)


9 −6 −2

18 −12 −3

18 −9 −6

 g)


0 1 0

0 0 1

2 −5 4


Reprendre cette �etude en voyant f non plus dans L(IRn) mais dans L( lC n).

Exo 4 D�eterminer une matrice 2× 2, non triangulaire et ayant 7 et −3 comme valeurs propres.

Exo 5 Soit f ∈ L(IRn), canoniquement associ�e �a A =


1 · · · 1
...

...

1 · · · 1

. Calculer le rang de A.

Donner "sans calculs" les espaces propres de f.

En d�eduire que A est diagonalisable. D�eterminer le polynôme minimal de A et donner "sans calculs" Ak, pour

k ∈ IN.

Exo 6 Soit f ∈ L(IR4) d�e�nie par f(x, y, z, t) = (2x+ ay+ bz+ ct, 3y+ a ′z+ b ′t, 2z+ a ′′t, 5t).

D�eterminer une C.N.S. sur a, b, c, a ′, b ′, a ′′ pour que f soit diagonalisable.

Exo 7 SoitA ∈Mn( lC) dont le polynôme caract�eristique est scind�e et �a racines simples ; montrer que (In, A, . . . , A
n−1)

est libre. Soit B ∈ Mn( lC) telle que AB = BA ; montrer que B est combinaisons lin�eaires de la famille

(In, A, . . . , A
n−1).
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Exo 8 Calculer


5 −3 2

6 −4 4

4 −4 5


n

pour n ∈ IN, pour n ∈ ZZ et

(
4 −2

2 0

)n
pour n ∈ IN, pour n ∈ ZZ.

Exo 9 Soit f ∈ L(E). On suppose que χf(X) = (X+ 1)2(X− 1)(X+ 3) et f non diagonalisable.

(a) D�eterminer le polynôme minimal de f ainsi que la dimension des espaces propres de f.

(b) D�eterminer les SEV F de E stables par f ? Que dire de f̂ , l'induit de f sur F dans chacun des cas ?

Exo 10 D�eterminer les SEV stables par f d�e�nie canoniquement sur IRn par sa matrice A :

a) A =


2 0 4 8

0 2 5 9

0 0 3 1

0 0 0 4

 b)


1 0 1

1 1 0

0 1 1

 c)


9 −6 −2

18 −12 −3

18 −9 −6



Exo 11 Soit A =


0 1 0

0 0 1

2 −5 4

. Montrer que A est semblable �a sa transpos�ee.

Exo 12 Soit E un K-ev de dimension �nie et f ∈ L(E) , diagonalisable. Montrer que E = ker f⊕imf.

Exo 13 Soit J =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

 et M =


a b c d

d a b c

c d a b

b c d a

.
(a) Calculer Jp (p ∈ ZZ).

(b) En d�eduire M en fonction de J.

(c) Calculer les valeurs propres de J puis celles de M.

(d) En d�eduire detM.

(e) G�en�eraliser.

Exo 14 Soit (An)n∈IN une suite de matrices diagonalisables de M2(IR), telle que (An)n∈IN converge quand n tend

vers l'in�ni vers une matrice A. A-t-on A diagonalisable ?

Exo 15 Soit E un IR-ev de dimension n. Soit (f, g) ∈ L(E)2. On suppose que f ◦ g = g ◦ f et l'on suppose que f et g

sont diagonalisables.

Montrer qu'il existe une base de E telle que les matrices de f et de g soient diagonales dans cette base.

Exo 16 Soit E un IR-ev et soit f ∈ L(E) tel que (f− 3idE)
2 ◦ (f− 2idE) = 0 et (f− 3idE) ◦ (f− 2idE) 6= 0.

Montrer que f n'est pas diagonalisable.

Exo 17 Soit A ∈Mn(IR) telle que A
2 = −In.

(a) Montrer que n est pair. Donner un exemple pour n = 2.

(b) Existe-il une matrice P ∈ GLn(IR) telle que P−1AP soit diagonale ?

(c) Existe-il une matrice P ∈ GLn( lC) telle que P−1AP soit diagonale ?

(d) En d�eduire Tr(A) ainsi que χA(X)

Exo 18 Soit M ∈ GLn( lC) telle que M2 soit diagonalisable. Montrer que M est diagonalisable.

Exo 19 Soit E un lC -ev , soit f ∈ L(E) diagonalisable et soit en�n Q ∈ lC [X] avec d0Q > 1. Montrer qu'il existe

g ∈ L(E) tel que f = Q(g).

Exo 20 Soit A ∈ M3(IR) telle que A3 = 0 et A 6= 0. Montrer que A est semblable �a


0 1 0

0 0 1

0 0 0

 ou �a


0 0 0

0 0 1

0 0 0

.
Dans les 2 cas on donnera le polynôme minimal de A.
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Exo 21 Soit E = C∞(IR) . On d�e�nit ϕ de E dans E par ϕ(f) : x 7→ xf ′(x).

(a) Montrer que ϕ ∈ L(E) .

(b) D�eterminer les valeurs propres et les espace propres de ϕ.

Exo 22 L'application lin�eaire deMn( lC) dans lui-même qui �a M associe tr(M)In −M est-elle diagonalisable ?

Exo 23 R�esoudre dansMn(R) l'�equation M2 =


1 0

2

. . .

0 n

 .

Exo 24 D�eterminer les matrices qui commutent avec


2 0 4

3 −4 12

1 −2 5

.
Exo 25 Soit A = (aij)16i,j6n ∈Mn(IR) telle que ∀(i, j) ∈[[ 1, n ]]

2
, aij ∈ ]0; 1[ et ∀i ∈[[ 1, n ]],

n∑
j=1

aij = 1.

(a) Montrer que |det(A)| 6 1.

(b) Montrer que 1 est valeur propre de A.

(c) Soit b une valeur propre complexe de A. Montrer que |b| 6 1 et que si |b| = 1, alors b = 1.

Exo 26 Soit A ∈ GL6(IR) v�eri�ant A3 − 3A2 + 2A = O et tr (A) = 8. D�eterminer le polynôme caract�eristique de A.

Exo 27 Soit A ∈Mn(lK) une matrice de rang 1.

(a) Justi�er qu'il existe deux vecteurs colonnes X et Y non nuls tels que A = XYT . En d�eduire un polynôme

annulateur de A de degr�e 2.

(b) Montrer que si tr (A) 6= 0 alors A est diagonalisable. Que dire si tr (A) = 0 ?

Exo 28 Soit n ∈ IN∗. On d�e�nit la matrice A =



a (0) (0) b

. . . . .
.

(0) a b (0)

(0) b a (0)

. .
. . . .

b (0) (0) a


∈M2n(IR).

(a) Justi�er que A est diagonalisable.

(b) D�eterminer ses valeurs propres.

(c) Donner une condition n�ecessaire et su�sante sur a et b pour que A soit inversible.

Exo 29 Soit A ∈Mn(lK).

D�eterminer une condition n�ecessaire et su�sante sur A pour que la matrice

B =

(
A A

0 A

)
∈M2n(lK) soit diagonalisable.

Exo 30 Soit n ∈ IN∗, E =Mn(IR) et (a, b) ∈ IR2. Soit u l'application d�e�nie sur E par

u(M) = aM+ bMT

(a) V�eri�er que u ∈ L(E).

(b) Montrer que u est diagonalisable.

(c) D�eterminer det(u) et tr (u).

Exo 31 Soit A ∈Mn(IR) et B =

(
On 2A

−A 3A

)
∈M2n(IR) o�u On d�esigne la matrice nulle d'ordre n.
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(a) Soit C la matrice deM2(IR) d�e�nie par C =

(
0 2

−1 3

)
. Diagonaliser la matrice C.

(b) Montrer que B est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.

Exo 32 Soit A ∈Mn(IR) telle que A
3 = A+ In. Montrer que det(A) > 0.

E.V.N. - APPLICATIONS CONTINUES

Exo 1 Soit E = IR2. On d�e�nit N sur E par ∀x = (a, b) ∈ E , N(x) = max
t∈[0,1]

|a+ bt|.

(a) Montrer que N est une norme sur E.

(b) Calculer N(
1

3
,
1

2
) et N(3,−7).

(c) Dessiner , �a l'aide de python, la sph�ere unit�e , S(0, 1), pour cette norme.

Exo 2 Soit E = IR[X]. On d�e�nit 3 normes N1, N2, N∞ sur E par ∀P = a0 + a1X + · · · + anXn ∈ E : N1(P) =

|a0|+ |a1|+ · · ·+ |an| , N2(P) =
√
a20 + a

2
1 + · · ·+ a2n , N∞(P) =Max{|a0|, |a1|, . . . , |an|}.

(a) Soit P = (2X+ 3)5. Calculer N1(P), N2(P) et N∞(P).

(b) Montrer que N1, N2, N∞ sont des normes sur E.

(c) Comparer 2 �a 2 ces normes : c'est-�a-dire pour 2 normes N et
∼

N , chercher s'il existe une constante α > 0

telle que N 6 α
∼

N et s'il existe une constante β > 0 telle que
∼

N6 βN (faire les 6 cas).

(d) Soit (Pn) la suite de E d�e�nie par ∀n ∈ IN : Pn = 3− 7X+ X2 +
1

n
(X2 + X3 + · · ·+ Xn

2+1).

�Etudier la convergence de cette suite (Pn) selon la norme N1, N2 ou N∞.

(e) Soit u d�e�nie de E dans IR par u(P) = a0 + a1 + · · ·+ ak avec P = a0 + a1X+ · · ·+ akXk. Montrer que si

E est munit de la norme N1 alors u est continue sur E, mais que par contre si E est munit de la norme N∞
alors u n'est pas continue sur E.

Exo 3 Soit n > 1 et soit E = IRn[X] muni de la norme ‖P‖2 =
√
a20 + a

2
1 + · · ·+ a2n avec

P = a0 + · · ·+ anXn.

Montrer avec 2 m�ethodes qu'il existe c > 0 tel que ∀P ∈ E : ‖P ′‖2 6 c‖P‖2.
Exo 4 Soit E = Co([a, b], IR), muni de la norme in�nie ‖f‖∞ = sup

t∈[a,b]
|f(t)|. On consid�ere A l'ensemble des fonctions

polynômiales de [a, b] dans IR. D�eterminer uniquement �a l'aide de dessins convaincants, les points adh�erents

et les points int�erieurs de A.

Exo 5 Soit A le sous-ensemble de IR2 d�e�ni par A = {(a cos θ, 2a sin θ) avec a ∈ [0, 1] et θ ∈ IR}.

a) Repr�esenter A sur un dessin.

b) Montrer que A est compact et connexe par arc.

c) D�eterminer les points adh�erents, les points int�erieurs de A et la fronti�ere de A.

Exo 6 Soit Ω = IR2 \ {(x, y) ∈ IR2 tel que x = y} et soit f d�e�nie sur Ω par f(x, y) =
ex − ey

x− y
.

(a) Montrer que Ω est un ouvert de IR2

(b) Montrer que f est continue sur Ω.

(c) �Etudier le prolongement par continuit�e de f sur IR2.

Exo 7 Soit f d�e�nie sur IR2 par f(x, y) =

∫1
0

sin(ext + eyt)dt. Montrer que f est continue sur IR2.

Exo 8 Soit E = C∞([0, 1], IR) muni de la norme ‖∞ et soit φ d�e�nie de E dans E par φ(f) = f ′.

(a) Montrer que φ n'est pas continue en 0 (application nulle).

(b) En d�eduire que φ n'est continue en aucun point de E.
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Exo 9 Soit E un IR-espace vectoriel de dimension �nie et soit ‖ une norme sur E. Soit A ⊂ E, ferm�e et non vide. Soit

C ⊂ E un convexe. Soit x ∈ E.
a) Montrer qu'il existe a ∈ A tel que d(x,A) = ‖x− a‖.
b) D�emontrer que C est convexe.

c) Montrer �a l'aide d'un dessin pr�ecis que C
o
est convexe.

Normes subordonnées exercices 10 à 12

Soit u : (E,N) −→ (F, ‖) linéaire et continue sur E, le r�eel, |||u||| = sup
N(x)61

{‖u(x)‖} existe,

on l'appelle norme de u subordonnée �a N et ‖.‖

|||u||| est aussi notée parfois ‖u‖.
Montrer que ∀x ∈ E , ‖u(x)‖ 6 |||u||| N(x).

Exo 10 Soit E = C∞([0, 1], IR) muni de la norme ‖∞ et soit φ d�e�nie de E dans E par

φ(f) : [0, 1]→ IR, x 7→ xf(x). Montrer que φ est continue sur E et calculer |||φ|||.

Exo 11 Soit n > 1. Soit E = IRn[X] muni de la norme N∞ (cf exercice 2). Soit u : E→ E , P 7→ P ′. Montrer que u est

continue sur E. Calculer |||u|||.

Exo 12 Soit E = IR2 muni de la norme in�nie ‖∞ usuelle. Soit B0 sa base canonique et soit u ∈ L(E), d�e�nie canoni-
quement par sa matrice A dans la base B0.

Calculer |||u||| lorsque A =

(
a b

c d

)
.

Reprendre cet exercice lorsque E est munit de la norme ‖1.
Exo 13 Soit f une fonction de IR dans IR, d�erivable telle que ∀x ∈ IR : f ′(x) > 0.

Montrer que f est strictement croissante sur IR ssi l'ensemble A = {x ∈ IR tel que f ′(x) = 0} n'a aucun point

int�erieur.

Exo 14 Soit E = C0([0, 1], IR), muni de la norme uniforme : ‖f‖∞ et soit

A =

{
f ∈ E / f(0) = 0 et

∫1
0

f(t)dt > 1

}
.

(a) Montrer que A est ferm�e.

(b) Montrer que ∀f ∈ A : ‖f‖∞ > 1

(c) Calculer d(O,A) = inf
f∈A
‖f−O‖∞ , avec O fonction nulle de E.

Exo 15 Soit (E, (|)) un espace pr�e-hilbertien r�eel.

(a) Montrer que pour tout a ∈ E , l'ensemble A = {x ∈ E tel que (x|a) > 0} est un ouvert de E.

(b) Montrer que pour tout sous-ensemble A de E, A⊥ est un ferm�e de E.

Exo 16 Soit E un espace vectoriel norm�e, A et B deux parties de E et

A+ B = {x+ y|(x, y) ∈ A× B}

1) Montrer que si A et B sont compactes il en est de même de A+ B.

2) Montrer que si A est ferm�e et B compacte, A+ B est ferm�e.

3) Montrer que si A et B peuvent être ferm�es sans que A+ B le soit.

Exo 17 Soit (E,N) un evn de dimension �nie. Soit a ∈ L(E) tel que ||||a|||| = sup
N(x)61

N(a(x)) 6 1. Pour n ∈ IN on pose

Sn =
1

n+ 1

n∑
k=0

ak. Montrer que la suite (Sn)n∈IN converge et que sa limite est un projecteur.

Exo 18 E = C0([0, 1], IR), on consid�ere sur E le produit scalaire (f|g) =

∫1
0

f(t)g(t)dt et la norme associ�ee. On d�e�nit

de E dans IR l'application : u : f 7−→ ∫1
0

t2f(t)dt, montrer que u est une forme lin�eaire continue et d�eterminer

sa norme subordonn�ee.
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Exo 19 Ensemble de Cantor

Soit K l'ensemble des r�eels x de [0, 1] qui admettent une �ecriture d�ecimale (propre ou impropre) qu'avec des 0

ou des 9. Exemple : 0, 91 ∈ K et 0, 391 /∈ K.

a) Dire si ces �el�ements sont dans K : 0 ; 1 ; 0,1 ; 0,2 ; 0,9 ; 0,8 ; 0,91.

b) Donner un exemple rationnel non d�ecimale et un exemple d'irrationnel de K (on rappelle (et on admet) que

x est rationnel ssi son �ecriture d�ecimale est ...)

c) Montrer que K est inclus dans 2 segment de longueur 1/10.

d) Montrer que K =
⋂
n∈IN

Kn o�u Kn est une r�eunion �nie de segments que l'on d�eterminera.

e) En d�eduire que K est compact.

f) D�eterminer les points int�erieurs �a K. Que peut-on dire de [0, 1] − K ?

g) D�eterminer la fronti�ere de K.

h) Montrer que pour tout x de K et pour tout ε > 0, il existe y 6= x dans K tel que |x− y| 6 ε. En d�eduire les

points isol�es de K.

i) Montrer que K n'est pas d�enombrable.

Exo 20 Soit f d�e�nie et d�erivable de I un intervalle non r�eduit �a un point dans IR. On souhaite montrer le th�eor�eme

de Darboux : f ′(I) est un intervalle de IR.

a) On consid�ere F : ∆ −→ IR, (x, y) 7−→ f(x) − f(y)

x− y
, o�u ∆ =

{
(x, y) ∈ I2 , x < y

}
. Montrer que F(∆) est un

intervalle.

b) En d�eduire le th�eor�eme.

FRACTIONS RATIONNELLES-DÉCOMPOSITION EN ÉLÉMENTS SIMPLES

Exo 1 Soit F =
(X− 1)(X+ 2)8

(X− 3)2(X− 5)4(X− 7)
.

(a) Que dire de 1 , -2 , 3 , 5 , -7 ?

(b) Que vaut d0(F) ?

(c) �Ecrire sans la calculer la d�ecomposition en �el�ements simples de F.

Exo 2 Soit F =
X3 − 8

(X− 2)(X+ 5)
.

(a) Donner les pôles et les racines de F .

(b) �Ecrire sans la calculer la d�ecomposition en �el�ements simples de F.

Exo 3 Soit R =
P

Q
∈ lK(X) une fraction rationnelle irr�eductible et soit c une racine simple de Q.

(a) D�emontrer que le coe�cient λ de
1

X− c
dans la d�ecomposition de F en �el�ements simples dans lK(X) vaut

λ =
P(c)

Q ′(c)
.

(b) En d�eduire la d�ecomposition en �el�ements simples de F =
1

X2n − 1
dans lC(X) .

(c) Calculer la d�ecomposition en �el�ements simples de F =
1

X2n − 1
dans IR(X) en fonctions des nombres cos

kπ

n
.

Exo 4 D�ecomposer en �el�ements simples les fractions suivantes :

(a) F =
X3

X2 − 1
, dans lC (X)

(b) F =
X+ 1

X3 − 7X+ 6
, dans lC (X)

(c) F =
1

X4 − 1
, dans lC(X) puis dans IR(X)
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(d) F =
1

X3 + 1
, dans IR(X)

(e) F =
X

(X− 1)(X2 + X+ 3)
, dans IR(X)

Exo 5 Calculer la d�eriv�ee n-i�eme de f d�e�nie par f(x) =
1

x2 + 1

Exo 6 Montrer la convergence et calculer la somme des s�eries suivantes :

(a)

(∑ 1

n(n+ 1)

)
n∈IN∗

(b)

(∑ n+ 3

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 5)

)
n∈IN

INTÉGRATION SUR UN SEGMENT

Exo 1 Soit n ∈ IN∗. Calculer

∫1
0

bnxcdx.

Exo 2 D�eterminer les primitives des fonctions suivantes :

a)
ln x

x
b) arctan x c) (x2 + x+ 1)ex d)

x+ 1

x2 + x+ 1
e)

1

t4 + 4

Exo 3 D�eterminer les primitives des fonctions suivantes :

a)
1

(x− i)2
b)

1

x− i

Exo 4 Calculer : a)

∫
5x3 + 2

x3 − 5x2 + 4x
dx b)

∫
x4

x10 + 1
dx c)

∫
x2 + x+ 1

x2(x2 + 4)
dx

Exo 5 Calculer : a)

∫3
e

1

x(ln x)n
dx (n ∈ IN) b)

∫2
1

1

x+
√
x− 1

dx c)

∫1
0

√
x+ 2

1+ 3
√
x+ 2

dx

d)

∫π
0

sin8 xdx e)

∫ π
4

0

sin x

sin2 x− cos x
dx f)

∫ 1
2

0

x2 arcsin x√
1− x2

dx

g)

∫2
1

√
x2 − 1dx.

Exo 6 Calculer

∫2π
0

1

3+ cos x
dx

Exo 7 (Hyper classique : Int�egrales de Wallis) Soit n ∈ IN . On pose In =

∫ π
2

0

cosn tdt .

(a) Montrer que In =

∫ π
2

0

sinn tdt .

(b) Calculer In en fonction de n sans pointill�es.

(c) D�eterminer la limite de la suite (In) .

(d) Montrer que (nInIn−1)n>1 est une suite constante.

En d�eduire un �equivalent simple de In (en +∞).

(e) Si on admet qu'il existe λ > 0 tel que n! ∼ λ
√
n(
n

e
)n. Calculer λ .

Exo 8 Soit f de classe C1 sur [a, b] . Calculer lim
n→+∞

∫b
a

f(t) sinntdt .

Exo 9 Montrer sans calculs que ∀n > 1 :
∫n
1

ln tdt 6 ln(n!) 6
∫n+1
2

ln tdt. En d�eduire (sans Stirling) un �equivalent de

ln(n!). Retrouver ce r�esultat avec Stirling.

Exo 10 Soit n ∈ IN . On pose In =

∫ π
4

0

tann tdt .

(a) Calculer I0, I1, I2.

(b) Calculer In+2 en fonction de In. En d�eduire In.
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(c) Montrer que In =

∫1
0

tn

1+ t2
dt.

(d) D�eterminer la limite et un �equivalent simple de In.

Exo 11 Calculer lim
x→0+

∫3x
2x

et − 1

t2
dt.

Exo 12 On pose f(x) =

∫x2
x

ln t

t− 1
dt .

(a) D�eterminer le domaine de d�e�nition de f .

(b) �Etudier les variations de f .

(c) �Etudier les branches in�nies de f .

(d) �Etudier avec soin les points "sp�eciaux" du domaine de f .

On admet (facile avec Python) qu'il existe a ≈ 1, 9 tel que f est convexe sur [0, a] et concave sur [a,+∞[.

(e) Tracer f .

Exo 13 Soit p > 1 et q tel que
1

p
+
1

q
= 1.

1) Montrer que l'on a l'in�egalit�e : ∀(a, b) ∈ (IR+∗)2, ab 6
ap

p
+
bq

q
.

En d�eduire que ∀ai > 0 et ∀bi > 0 ,
n∑
i=1

aibi 6
( n∑
i=1

api

) 1
p
( n∑
i=1

bqi

) 1
q

2) En d�eduire que :

∀(f, g) ∈ (C1([0, 1], IR+∗)2,

∫1
0

f(t)g(t)dt 6

(∫1
0

|f(t)|pdt

) 1
p
(∫1
0

|g(t)|qdt

) 1
q

.

Exo 14 Soit f une application continue sur [a, b] �a valeurs strictement positives, montrer qu'il existe une subdi-

vision de [a, b] tel que ∀k ∈ [[0, n − 1]]

∫xk+1
xk

f(t)dt =
1

n

∫b
a

f(t)dt, calculer la limite de la suite un =

1

n
(f(x0) + f(x1) + · · ·+ f(xn)).

Exo 15 �Etudier �el�ementairement (qu'avec le pgm de terminale) la convergence de la suite :

∫1
0

tndt

1+ tn
.

Exo 16 Soit a un r�eel et H la fonction r�eelle d�e�nie sur IR par :

H(x) = a cos(x) + sin(x) + 2

(a) Montrer que l'�equation a cos(x) + sin(x) = −2 admet des solutions ssi |a| >
√
3.

(b) On prend a =
√
2 et on d�e�nit la fonction F par

F(x) =

∫x
0

dt

H(t)

i. Calculer I =

∫π
0

dt√
2 cos(t) + sin(t) + 2

en e�ectuant le changement de variables u = tan
t

2
.

Exo 17 Pour tout a ∈ ]−1; 1[, on pose F(a) =

∫ π
2

0

ln(1+ a cos(x))

cos(x)
dx.

(a) Montrer que F est d�erivable sur ]−1; 1[.

(b) Calculer F ′(a) en e�ectuant le changement de variables u = tan
x

2
.

(c) Apr�es avoir justi��e qu'il existe θ ∈
]
0;
π

2

[
tel que a = cos(2θ), montrer que

F ′(cos(2θ)) =
2θ

sin(2θ)
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(d) En d�eduire F(a).

INTÉGRALES GÉNÉRALISÉES - FONCTIONS INTÉGRABLES

Exo 1 �Etudier l'int�egrabilit�e des fonctions :

a) x→ arccos

(
1

x2 + 1

)
sur ]0, 2[. b) x→ cos(x9 + 1)√

x4 + 1
sur IR.

c) x→ x2 + 1√
x4 + x2 + 1

sur [1,+∞[. d) x→ 1

esinx − cos x
sur ]0, 1].

e) t→ t− 1

ln t
sur ]0, 1[. f) t→ e−xt

t
sin t sur ]0,+∞[.

g) x→ π− 2 arctan x sur [0,+∞[. h) u→ u6e−u
2

sur ]0,+∞[.

i) x→ cos(x2)(ln x)2 sur ]0, 1[. j) x→ eix

x2 + ix+ 1
sur IR.

Exo 2 �Etudier l'int�egrabilit�e des fonctions et calculer les int�egrales :

a)

∫+∞
0

tne−atdt (a > 0) . b)

∫
IR

1

t2 + t+ 1
dt . c)

∫
[1,+∞[

arctan t

t2
dt.

Exo 3 Soit In =

∫+∞
0

dt

(t2 + 1)n
pour n > 1.

a) Montrer que In existe et donner une relation entre In+1 et In (on �ecrira l'�egalit�e 1 = t2 + 1− t2).

b) En d�eduire l'expression (sans pointill�es) de In en fonction de n.

Exo 4 �Etudier selon α l'int�egrabilit�e et calculer quand c'est possible l'int�egrale :

∫+∞
1

ln t

tα
dt .

Exo 5 Soit f d�e�nie par f(x) =
1

e
x2

2

∫+∞
x

e
−t2

2 dt

Montrer que f est C∞ sur IR et qu'elle v�eri�e l'�equation di��erentielle : y ′ = y(y− x).

Exo 6 Montrer que l'int�egrale

∫+∞
0

cos(x2)dx est convergente mais pas absolument convergente.

Exo 7 (Intégrale de Laplace) Soit la transformation f 7−→ F avec F d�e�nie par F(s) =

∫+∞
0

f(t)e−stdt.

Calculer F et son domaine lorsque f est d�e�nie par f(t) = eat.

Donner 2 autres "types" de fonctions f pour lesquels F admet un domaine non vide.

Exo 8 Soit fn d�e�nie par fn(t) = 0 pour t ∈ [0,
1

n
] et fn(t) =

1

t
−

⌊
1

t

⌋
pour t ∈ [

1

n
, 1].

(a) Tracer f1, f2 sur ]0, 1].

Soit f d�e�nie sur ]0, 1] par f(t) =
1

t
−

⌊
1

t

⌋
.

(b) Montrer que f est int�egrable et calculer

∫
]0,1]

f. (Rappel : lim
n→∞(1+

1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn) = γ).

Exo 9 Calculer la limite de la suite (un) d�e�nie par un =

∫+∞
0

e−
t
n

1+ t2
dt .

Exo 10 D�eterminer un �equivalent de (un) d�e�nie par un =

∫+∞
0

e−t

n+ t
dt .

Exo 11 D�eterminer un �equivalent de un =

∫1
0

(ln(1+ x))ndx.

Exo 12 Calculer la limite de la suite (un) d�e�nie par un =

∫+∞
0

(1+
t

n
)ne−2tdt ,

puis (vn) d�e�nie par vn =

∫n
0

(1+
t

n
)ne−2tdt.

Exo 13 Convergence de

∫+∞
0

(x+ 1−
√
x2 + 2x+ 2)dx .
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Exo 14 Soit fn : t 7−→ ent

(1+ et)n+1
pour tout n ∈ IN.

(a) Montrer que fn est int�egrable sur [0,+∞[.

(b) Soit In =

∫
IR+

fn. Trouver une relation entre In+1 et In. En d�eduire In.

Exo 15 Soit fn : x 7−→ (1+
x2

n
)−n pour n > 1.

(a) Montrer que fn est int�egrable sur IR+.

(b) Calculer lim
n→∞ fn(x).

(c) Retrouver la valeur de

∫+∞
0

e−x
2

dx.

Exo 16 D�eterminer un �equivalent simple de

∫+∞
x

t2 + 1

t+ 3
e−t

2

dt lorsque x tend vers l'in�ni.

Exo 17 Calculer la somme de la s�erie
∑ (−1)n

4n+ 1
.

Exo 18 Soit f la fonction d�e�nie par f(x) =
∑
n∈ZZ

1

(x2 + n2)3/2
.

1) D�eterminer le domaine de d�e�nition de f.

2) Calculer lim
x→+∞ f(x).

3) Calculer

∫∞
0

dt

(1+ t2)3/2
et montrer que f(x) ∼

+∞ 3

x2

∫∞
0

dt

(1+ t2)3/2
.

Exo 19 On pose, pour x > 0, Γ(x) =

∫+∞
0

tx−1e−tdt. Calculer

∫n
0

tx−1(1 −
t

n
)n dt sous forme factoris�ee. En d�eduire

que Γ(x) = lim
n→+∞ nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
.

Exo 20 Int�egrabilit�e et calcul de l'int�egrale de f : x 7−→ 1

2+
⌊
1
x

⌋ sur ]01].

Exo 21 f(x) =

∫+∞
x

e−t
2

dt, montrer que f est int�egrable sur IR+ et calculer son int�egrale sur IR+.

Exo 22 Nature de

∫+∞
1

[(
ln x

ln(x+ 1)

) 3
√
x

− 1

]
dx

INTÉGRALES DÉPENDANT D’UN PARAMÈTRE

Exo 1 Soit J la fonction d�e�nie sur IR par :

∀x ∈ IR, J(x) =

∫π
0

cos(x sin t)dt. Montrer que J est C∞ sur IR et donner la d�eriv�ee n-i�eme sous forme d'int�egrale.

En d�eduire que J est solution de l'�equation di��erentielle x2y ′′ + xy ′ + x2y = 0.

Exo 2 Soit H(x) =

∫+∞
0

e−t
2

cos(xt)dt

(a) Montrer que que H est d�e�nie sur IR.

(b) Montrer que H est continue sur IR.

(c) Montrer que H est de classe C1 sur IR et donner sa d�eriv�ee sous forme d'int�egrale.

(d) Montrer que H est solution de l'�equation di��erentielle : (E) : 2y ′ + xy = 0

(e) En d�eduire une expression simple de H(x).

Exo 3 Soit F d�e�nie par F(λ) =

∫+∞
0

sin t

t
e−λtdt.

(a) Montrer que que F est d�e�nie sur IR+.

(b) Montrer que F est C1 sur ]0,+∞[ et calculer sa d�eriv�ee.
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(c) En d�eduire F(λ) sur ]0,+∞[.

(d) On admet que F est continue en 0. Calculer

∫+∞
0

sin t

t
dt.

Exo 4 Soit F d�e�nie par F(x) =

∫2π
0

ln(1− 2x cos t+ x2)dt

(a) D�eterminer le domaine de d�e�nition D de F. Montrer que F est paire.

(b) Montrer que F est C1 sur ] − 1, 1[ et calculer sa d�eriv�ee (�a l'aide de la r�egle de Bioche).

(c) En d�eduire F(x) pour x dans ] − 1, 1[ .

(d) Calculer F(
1

x
) en fonction de F(x). En d�eduire F(x) pour tout x ∈ D.

Exo 5 Soit f une fonction C∞ sur [a, b] et soit x0 ∈ [a, b] tel que f(x0) = f
′(x0) = · · · = f(m−1)(x0) = 0.

a) Montrer que ∀x ∈ [a, b] , f(x) = (x− x0)
mh(x) avec h(x) =

∫1
0

tm−1

(m− 1)!
f(m)(tx0 + (1− t)x)dt.

b) Montrer que h est C∞ sur [a, b] et que ∀k ∈ IN : h(k)(x0) =
k!

(m+ k)!
f(m+k)(x0).

c) Application : Montrer que g d�e�nie par g(0) =
1

2
et ∀x ∈ IR∗ : g(x) =

ex − 1− x

x2
est C∞ sur IR.

Exo 6 Soit f d�e�nie par f(x) =

∫ π
2

0

sinx tdt

(a) D�eterminer le domaine de d�e�nition D de f.

(b) Montrer que f est C∞ sur D et calculer sa d�eriv�ee n-i�eme.

(c) On pose lorsque c'est possible : ϕ(x) = xf(x)f(x− 1). Montrer que pour tout x > 0 on a ϕ(x+ 1) = ϕ(x).

Calculer ϕ(n) pour n ∈ IN∗. Montrer que la fonction x 7→ ϕ(x)

x
est d�ecroissante.

(d) Montrer que ϕ est constante, puis d�eterminer lim
x→∞ f(x) et lim

x→−1+
f(x).

Exo 7 Calculer lim
x→0+ x

∫+∞
0

t−x

1+ t
dt.

Exo 8 D�eterminer lim
n→+∞n

∫1
0

ln(1+ tn)dt. (On cherchera �a faire disparaitre le n en dehors de l'int�egrale)

Exo 9 �Etudier la fonction f d�e�nie par f(x) =

∫ π
2

0

arctan(x tan θ)dθ .

Montrer que f est de classe C2 sur un domaine que l'on d�e�nira, en d�eduire variations, convexit�e �etude aux

bornes et le graphe et f.

Exo 10 Soit I(α) =

∫∞
0

sin(αx)

x(x2 + 1)
dx.

1) D�eterminer le domaine de d�e�nition D de I. Montrer que I est C1 sur D.

2) On admet que I est solution de l'�equation di��erentielle y ′′ − y =
π

2
sur D ∩ IR∗+. En d�eduire la valeur de

I(α) pour tout α ∈ D.

Exo 11 Soit f ∈ C1([0, 1], IR) telle que f(0) 6= 0. Donner un �equivalent de

∫1
0

f(x)

1+ tx
dx lorsque t tend vers +∞.

Exo 12 Soit f et ϕ dans C0
(
IR, IR+

)
int�egrables sur IR. On suppose ϕ nulle �a l'ext�erieur de [0, 1].

On pose F(x) =

∫
IR
f(u)ϕ(x − u)du. Montrer que F est continue et int�egrable sur IR et calculer son int�egrale

sur IR. On admettra le th�eor�eme de Fubini pour les int�egrales :

Soient a, b, α et β des réels, si f est continue sur [α,β]× [a, b],

alors on a la Formule de Fubini :

∫β
α

(∫b
a

f(x, t)dt

)
dx =

∫b
a

(∫β
α

f(x, t)dx

)
dt.

Exo 13 On rappelle que la fonction Γ est d�e�nie pour tout x > 0 par Γ(x) =

∫+∞
0

tx−1e−t dt.
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(a) Calculer pour tout n ∈ IN l'int�egrale In =

∫+∞
0

t2ne−t
2

dt en fonction de Γ

(
n+

1

2

)
.

(b) Expliciter In en fonction de Γ

(
1

2

)
=
√
π.

(c) En d�eduire la valeur de H(x) =

∫+∞
0

cos(x t)e−t
2

dt.

(d) Montrer que la fonction ln ◦Γ est convexe sur son domaine.

SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS - C.S.-C.U.-C.A.-C.N.

Exo 1 Soit fn : IR+ → IR , x 7→ e−nx sin x.

(a) �Etudier la convergence simple de la suite (fn) sur IR
+.

(b) Montrer que pour tout x r�eel : | sin x| 6 |x|. En d�eduire que (fn) converge uniform�ement sur IR+.

Exo 2 Soit fn : [0,
π

2
]→ IR , x 7→ (cos x)n sin x.

(a) �Etudier la convergence simple de la suite (fn) sur [0,
π

2
].

(b) Calculer ‖fn − g‖∞,[0,π
2
] o�u g est la limite simple de (fn).

En d�eduire l'�etude de la convergence uniforme de (fn) sur [0,
π

2
].

Exo 3 Soit α ∈ IR �x�e et soit fn : [0,
π

2
]→ IR , x 7→ nα(cos x)n sin x.

(a) �Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (fn) sur [0,
π

2
].

(b) Calculer In =

∫ π
2

0

fn(t)dt. En d�eduire la limite de la suite (In).

Quel lien y a-t-il avec la convergence uniforme ?

Exo 4 Soit la suite (fn) d�e�nie par fn(x) = f(nx) avec f d�e�nie et continue d�erivable de [0,+∞[ dans [0,+∞[ avec

f(0) = lim
x→∞ f(x) = 0, on suppose de plus que f ′ ne s'annule qu'une seule fois.

(a) Tracer f, f1, f2 et f10.

(b) �Etudier la convergence simple de la suite (fn) sur [0,+∞[.

(c) �Etudier la convergence uniforme de (fn) sur [0,+∞[.

(d) Soit a > 0. Montrer que (fn) converge uniform�ement sur [a+∞[.

Exo 5 A quelle condition P −Q est born�e sur IR lorsque P et Q sont deux polynômes ?

Soit (fn) une suite de fonctions polynômiales qui converge uniform�ement sur IR vers une fonction f. Que dire

de f et des fn ?

Exo 6 Calculer lim
n→∞

∫1
0

xn√
1+ x

dx et lim
n→∞

∫1
0

xn√
1− x

dx.

Exo 7 Soit pour tout entier n la fonction fn d�e�nie sur IR+ par fn(x) =
nn

(n− 1)!
xn−1e−nx.

1) D�eterminer le domaine D de convergence simple de cette suite de fonctions.

2) Y a-t-il convergence uniforme sur D ?

3) Sinon, quels sont les ensembles sur lesquels il y a convergence uniforme ?

Exo 8 Soit f : [−1, 1]→ IR , continue sur [−1, 1] telle que ∀n > 2 :
∫1
−1

tnf(t)dt = 0. Montrer que f = 0.

Exo 9 Montrer avec soin que

∫+∞
0

+∞∑
n=1

t cos(nt2)e−ntdt =

+∞∑
n=1

∫+∞
0

t cos(nt2)e−ntdt .

Exo 10 On consid�ere (
∑
un) avec un d�e�nie par un(x) =

(−1)n(x2 + 1)

nx2 + n+ 1
.

(a) Montrer que (
∑
un) converge simplement (CS) sur IR.
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(b) Montrer que (
∑
un) est non absolument convergente (CA) sur IR.

(c) Montrer que (
∑
un) converge uniform�ement sur IR.

Exo 11 �Etudier convergence simple, convergence normale puis convergence uniforme sur IR+ de la s�erie de fonctions :

(
∑
n>2

xe−nx

lnn
).

Exo 12 Soit f une fonction continue de [0, 1] dans IR v�eri�ant f(1) = 0. �Etudier la convergence uniforme de la suite de

fonctions de terme g�en�eral fn(x) = x
nf(x).

A quelle condition n�ecessaire et su�sante, la s�erie des fn converge-t-elle uniform�ement sur [0, 1] ?

Exo 13 Ensemble de d�e�nition D de f(x) =
∑
n>1

(−1)nxn

n(1+ xn)
.

Calculer f(x) + f(
1

x
) et �etudier la continuit�e de f sur D.

Exo 14 Soit F d�e�nie par F(x) =

∞∑
n=0

e−nx

n2 + 1
.

(a) Montrer que F est d�e�nie et continue sur [0,+∞[.

(b) Montrer que F est C∞ sur ]0,+∞[.

(c) �Etudier la d�erivabilit�e de F en 0.

(d) Tracer le graphe de F.

Exo 15 Montrer que S d�e�nie par S(x) =

∞∑
n=1

x
√
ne−n est C1 sur [0,+∞[. Sur quel ensemble f est-elle C2 ? , C∞ ?

Exo 16 Soit la s�erie de fonctions (
∑
un)n>1 avec un(t) =

1

n+ n2t2

(a) �Etudier la convergence simple de (
∑
un).

On d�e�nit sur D = IR∗ : g(t) =

∞∑
n=1

un(t).

(b) Montrer que g est C1 sur D et calculer (sous forme de s�erie) g ′(t).

(c) D�eterminer la limite de g en 0 et un �equivalent simple de g(t) en 0.

(d) D�eterminer la limite de g et un �equivalent simple de g(t) en +∞.

(e) Tracer le graphe de g.

Exo 17 Soit f d�e�nie par f(x) =

∞∑
n=1

x

n2 + nx

(a) Montrer en faisant plusieurs cas que f est C∞ sur IR \ ZZ−
∗ .

(b) Calculer f(p) pour p ∈ IN.

(c) Montrer que que ∀x ∈ IR \ ZZ−
∗ : f(x+ 1) − f(x) =

1

x+ 1
.

(d) En d�eduire un �equivalent de f(x) en −1.

(e) Tracer f.

Exo 18 Soit P(x) d�e�nie s'il existe par P(x) = lim
n→∞

n∏
p=1

(1−
x2

p2
) et not�e P(x) =

∞∏
n=1

(1−
x2

n2
).

Montrer que P est d�e�nie et continue sur IR. �Etudier la d�erivabilit�e de P.

Exo 19 Soit F d�e�nie par F(x) =

∞∑
n=1

xn

1+ x2n
.

(a) D�eterminer le domaine de d�e�nition D de F.

(b) Montrer que ∀x ∈ D et x 6= 0 : F(1
x
) = F(x).

(c) Montrer que F est de classe C1 et �etudier le comportement de F en 1.
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Exo 20 En �ecrivant x−x comme une somme in�nie, montrer que

∫1
0

x−x dx =

+∞∑
n=1

1

nn
. En d�eduire �a l'aide de Python

sa valeur approch�ee �a 10−10 pr�es.

Exo 21 ∗ Soit F d�e�nie par F(x) =

∞∑
n=1

bnxc
n3

.

(a) Montrer que F est d�e�nie et strictement croissante sur IR

(b) Montrer que F est continue sur IR− lQ.

(c) D�eterminer les limites �a gauche et �a droite de F en a =
p

q
avec p∧ q = 1, q > 1.

(d) Tracer F.

Exo 22 Soit S la fonction d�e�nie quand c'est possible par la formule : S(t) =

+∞∑
n=1

ntn

1− tn
.

1) D�eterminer le domaine de d�e�nition de S.

2) Trouver un �equivalent de S(t) quand t tend vers 1 (on �ecrira S(t) avec une s�erie double).

Exo 23 1] Soit une suite (fn) d'applications de [a, b] (un segment de IR) dans IR toutes k-lipschitziennes. Montrer que

si (fn) converge simplement vers f sur [a, b] alors (fn) converge uniform�ement vers f sur [a, b].

2] Soit une suite (fn) d'applications de [a, b] (un segment de IR) dans IR toutes convexes sur ]a, b[. Montrer que

si (fn) converge simplement vers f sur ]a, b[ alors (fn) converge uniform�ement vers f sur tout segment compris

dans ]a, b[.

Exo 24 La transform�ee de Laplace d'une variable al�eatoire r�eelle et positive X est la fonction LX d�e�nie sur IR+ par

LX(t) = E
(
e−tX

)
.

(a) Expliquer pourquoi cette d�e�nition a un sens, d�eterminer la transform�ee de Laplace d'une variable de

Bernoulli de param�etre p.

(b) �Etudier la convexit�e et la monotonie de LX. Montrer que LX est continue sur IR+. D�eterminer la limite de

LX en +∞.

(c) Que dire de LX+Y lorsque X et Y sont deux v.a. ind�ependantes et positives.

SÉRIES ENTIÈRES

Exo 1 Soit (
∑
anz

n) une s�erie enti�ere. On suppose que la suite (an) converge vers 3.

Calculer le rayon de convergence de (
∑
anz

n).

Exo 2 Calculer le rayon de convergence des s�eries enti�eres :

a) (
∑ 2n

5n + 4n
zn) b) (

∑
ln(n)zn) c) (

∑
n!zn

2

) d) (
∑

anz
n) o�u an est la somme

des diviseurs de n

Exo 3 Calculer le rayon de convergence et l'�etude au bord (dans IR) des s�eries enti�eres :

a) (
∑ nn

n!
xn) b) (

∑ (2n)!

nnn!
x2n) c) (

∑
(bλncxn) (λ ∈ IR) d) (

∑ (2n)!n2n

nnn!(3n)!
xn)

Exo 4 Calculer le rayon de convergence et la somme des s�eries enti�eres :

a)

∞∑
n=0

nxn. b)

∞∑
n=0

n2xn. c)

∞∑
n=0

(n3 + 3n2 + 4n− 5)xn. d)

∞∑
n=0

sin(nθ)xn.

e)

∞∑
n=0

n− 1

n+ 1
xn. f)

∞∑
n=0

n3 + 4n2 − 6n+ 7

(n+ 1)!
xn.

Exo 5 Calculer les sommes suivantes :∞∑
n=3

1

2n(n+ 1)(n− 2)
et

∞∑
n=0

8n

(3n)!
.

∞∑
n=0

xn

(2n+ 1)!
(discuter selon x),

37



Exo 6 Calculer (�a l'aide d'une S.E.) une valeur approch�ee de I =

∫1
0

e−t
2

dt �a 10−2 pr�es.

Exo 7 D�eterminer le d�eveloppement en s�erie enti�ere (DSE) des fonctions suivantes (ne pas oublier de calculer le rayon

de convergence) :

a)
x+ 1

(x2 + 1)(x− 3)2
b) (x2 + 3x+ 1)ex c) sin2 x d) arctan(

x+ 1

x+ 2
)

e) (x2 + 1) ln(1+ 3x) f)

∫x
0

e
t2

2 dt

Exo 8 D�eterminer par la m�ethode de l'�equation di��erentielle le d�eveloppement en s�erie enti�ere (ne pas oublier de

calculer le rayon de convergence) de la fonction f d�e�nie par : f(x) = (arcsin x)2.

Exo 9 Soit (E) : 4xy ′′ + 2y ′ − y = 0. D�eterminer les solutions d�eveloppables en s�eries enti�eres. �Ecrire ces solutions �a

l'aide des fonctions usuelles. En d�eduire les solutions de (E) sur IR∗+ , sur IR∗− puis sur sur IR.

Exo 10 (a) Montrer que f d�e�nie sur IR par f(0) = 1 et ∀x 6= 0 : f(x) = sin x

x
est C∞ sur IR et calculer f(10)(0).

(b) Montrer que g d�e�nie sur IR+ par ∀x > 0 : g(x) = cos
√
x, est C∞ sur IR+.

Exo 11 Soit F d�e�nie par F(x) =

∫∞
0

eitx

cht
dt, montrer que F est d�eveloppable en s�erie enti�ere.

Exo 12 (a) Montrer que si x ∈ IR+, la fonction (de t) : t 7→ ln(1+ xe−t) est int�egrable sur [0,+∞[.

(b) On d�e�nit alors pour tout x ∈ IR+ : F(x) =

∫+∞
0

ln(1+ xe−t)dt.

Montrer que F est d�eveloppable en S.E. en 0 et d�eterminer ce d�eveloppement.

Exo 13 f(x) =

∫π/2
0

ln(1+x sin2 t)dt, domaine de d�e�nition de f, continuit�e sur ce domaine ? D�eterminer un d�eveloppement

en s�erie enti�ere de f sur ] − 1, 1[.

Exo 14 Soit (an) d�e�nie par a0 = a1 = 1 et ∀n ∈ IN : an+2 = an+1 + an et soit f(x) =

∞∑
n=0

anx
n.

On note R le rayon de convergence de la s�erie (
∑
anx

n).

(a) Calculer an pour n ∈ [[0, 10]]

(b) Montrer sans calculer an que R > 0.

(c) En �ecrivant anx
n = xan−1x

n−1 + x2an−2x
n−2 , calculer f(x).

(d) En d�eduire an en fonction de n.

(e) Calculer R.

Exo 15 D�eterminer le d�eveloppement en s�erie enti�ere (DSE) de f d�e�nie par f(x) =
− ln(1− x)

1− x
.

Exo 16 On consid�ere l'�equation di��erentielle : xy ′′ + y ′ + y = 0.

(a) D�eterminer une solution d�eveloppable en s�erie enti�ere, h au voisinage de 0 telle que

h(0) = 1.

(b) Montrer que h ne s'annule qu'une seule fois sur ]0, 2[.

Exo 17 I) Ensemble de d�e�nition de f(x) =

+∞∑
n=1

ln(1+
1

n
)xn.

Calculer f(−1) et

∫1
0

(−1)b
1
xc

x
dx.

Donner un �equivalent de f en 1.

Exo 18 Montrer que ∀z ∈ lC : |ez − 1| 6 e|z| − 1.

Exo 19 ∀n > 1 , ∀z ∈ lC : |ez − (1+
z

n
)n| 6 e|z| − (1+ |

z

n
|)n.

Exo 20 D�eterminer le nombre de fa�cons de payer 100 Euros avec des pi�eces de 1, 2, 3 Euros. �Ecrire une fonction python

pour obtenir ce nombre.

(Indication : d�evelopper en s�erie enti�ere f(x) =
1

(1− x)(1− x2)(1− x3)
)
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Exo 21 Soit J la fonction d�e�nie sur IR par : ∀x ∈ IR, J(x) =

∫π
0

cos(x sin t)dt.

Montrer que J est d�eveloppable en s�erie enti�ere.

Exo 22 Soit f ∈ C∞ (]a, b[, IR). On suppose que f est born�ee sur ]a, b[ et que ∀n ∈ IN∗, ∀x ∈]a, b[, f(n)(x) > 0

1) Montrer que ∀x ∈]a, b[, ∃δ > 0, ∀n ∈ IN, f(n)(x) 6 2
‖f‖∞n!
δn

.

2) En d�eduire que f est d�eveloppable en s�erie enti�ere au voisinage de chacun des points x0 de ]a, b[. Que peut-on

dire du rayon de convergence ?

3) Application : Montrer que tan est d�eveloppable en SE en 0. Que vaut son rayon de convergence ?

Exo 23 D�eterminer le d�eveloppement en s�erie enti�ere de x 7→ 1

1− x− x2
de 2 mani�eres di��erentes.

Exo 24 Soit f une fonction �egale �a une s�erie enti�ere sur ]−R, R[ (R > 0). Montrer que f est d�eveloppable en s�erie enti�ere

en tout point x0 ∈] − R, R[.
Exo 25 Peut-on piper 2 d�es de telle sorte que la variable al�eatoire "somme des 2 d�es" soit uniform�ement r�eparti sur

l'intervalle [[2, 12]], (indication : on utilisera les fonctions g�en�eratrices).

Exo 26 On jette �a r�ep�etition un d�e �a 6 faces jusqu'�a ce que le 6 sorte et on somme toutes les valeurs sorties strictement

avant cet �ev�enement. Pour mod�eliser cela, on se donne une suite de variables al�eatoires (Xi)i>1 ind�ependantes

et uniformes sur [[1, 6]] et on pose

N = inf{ i > 1 : Xi = 6 } , S =

N−1∑
i=1

Xi et p =
1

6
.

Les calculs se feront d'abord en fonction de p.

1. Donner la loi de N, montrer que N est �ni presque sûrement.

2. Calculer la fonction g�en�eratrice GN de N. Retrouver le fait que N est �ni presque sûrement. En d�eduire

l'esp�erance et la variance de N.

3. (a) Calculer la loi de (Xi)16i6k−1 conditionnellement �a N = k, pour k > 1.

(b) Montrer sans calculs que , pour k > 1 et 0 6 t 6 1,

E(tX1+···+Xk−1/N = k) =

(
t+ t2 + · · ·+ t5

5

)k−1
.

4. Calculer la fonction g�en�eratrice GS de S.

5. Calculer l'esp�erance et la variance de S.

Exo 27 On jette ind�e�niment une pi�ece de monnaie, la probabilit�e d'apparition d'un "Face" �etant p.

On note Tn le temps d'attente du n-i�eme "Face".

(a) D�eterminer les lois de T1, T2 et Tn.

(b) D�eterminer la loi de Tn+1−Tn conditionn�ee �a (Tn = i). En d�eduire la loi de Tn+1−Tn. D�eterminer l'esp�erance

de Tn.

(c) Montrer que Tn+1 − Tn et Tn sont ind�ependantes. D�eterminer la variance de Tn et sa fonction g�en�eratrice.

(d) On note T le temps d'attente pour avoir au moins un "Face" et un "Pile", V le nombre de "Face" et D le

nombre de "Pile" �a cet instant.

i. Quelle est la loi de T et son esp�erance ?

ii. Quelle est la loi de (V, T). En d�eduire la loi de V et son esp�erance.

Exo 28 Pour tout k ∈ IN, on d�e�nit la fonction fk par

fk(x) =

+∞∑
n=k

(
2n− k

n

)(x
4

)n
(a) Trouver le rayon de convergence de fk.

(b) Montrer que f0(x) =
1√
1− x

.
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(c) Trouver une relation simple entre f0 et f1, puis en d�eduire f1.

(d) �Etablir la relation

fk+1(x) = −
x

4
fk−1(x) + fk(x)

(e) En d�eduire fk pour tout k ∈ IN.

Exo 29 On pose Sn =

2n∑
k=1

1

k
pour tout n ∈ IN∗.

(a) Montrer que ∀n ∈ IN∗, ln(2n+ 1) 6 Sn 6 1+ ln(2n).

(b) Montrer que la s�erie de terme g�en�eral (−1)n+1
Sn

2n+ 1
est convergente. On note S sa somme.

(c) Soit f : x 7→ +∞∑
n=1

(−1)n+1Snx
2n. Montrer que f est d�e�nie sur ] − 1; 1[ et que

∀x ∈] − 1; 1[, (1+ x2)f(x) = ln(1+ x2)

2
+ x arctan x

(d) Calculer S.

Exo 30 Le nombre d'accidents N durant une semaine dans une usine est une variable al�eatoire d'esp�erance m et de

variance σ2.

Pour tout accident, le nombre d'ouvriers X bless�es lors de cette accident est une variable al�eatoire d'esp�erance

µ et de variance τ2. Tous ces �ev�enements sont suppos�es ind�ependants.

1. Donner la fonction g�en�eratrice de nombre Y d'ouvriers bless�es par semaine, en l'exprimant �a l'aide des

fonctions g�en�eratrices de N et X.

2. En d�eduire la valeur des esp�erance et variance de Y en fonction de m , σ2, µ et τ2.

Exo 31 Deux joueurs lancent deux d�es �equilibr�es.

On veut d�eterminer la probabilit�e que les sommes des deux jets soient �egales.

On note X1 et X2 les variables al�eatoires d�eterminant les valeurs des d�es lanc�es par le premier joueur et Y1 et

Y2 celles associ�ees au deuxi�eme joueur.

a) Quel �ev�enement A doit on calculer ?

b) Montrer que P (A) = P (14+ X1 + X2 − Y1 − Y2 = 14)

c) D�eterminer la fonction g�en�eratrice de la variable �a valeurs naturelles Z = 14+ X1 + X2 − Y1 − Y2.

d) En d�eduire la valeur de P (A).

Exo 32 X, Y et Z d�esignent trois variables al�eatoires r�eelles ind�ependantes d�e�nies sur un espace probabilis�e (Ω,P(Ω),P)

et suivant une même loi binomiale B(n, p). On consid�ere la matrice M d�e�nie par

M =


X X X

Y Y Y

Z Z Z


(a) D�emontrer �a l'aide des fonctions g�en�eratrices que X + Y suit une loi binomiale B(2n, p). Quelle est la loi,

l'esp�erance et la variance de S = X+ Y + Z ?

(b) Quelle est la probabilit�e pour que M soit la matrice d'un projecteur ?

(c) Soit T la variable al�eatoire d�esignant le nombre de valeurs propres de la matriceM. V�eri�er que T(Ω) = {1, 2}.

Donner la loi, l'esp�erance et la variance de T .

(d) Quelle est la probabilit�e pour que M soit diagonalisable ?
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PRODUITS SCALAIRES

Exo 1 On consid�ere IR3 muni de son produit scalaire canonique.

Orthonormaliser (x1, x2, x3) avec x1 = (1, 2, 3) , x2 = (4, 5, 6) , x3 = (7, 8, 0).

Exo 2 Soit E = C0([−1, 1], IR). On munit E de la forme ϕ : (f|g) =

∫1
−1

f(t)g(t)dt.

(a) Montrer que ϕ est un produit scalaire sur E.

(b) Montrer qu'il existe, pour ce produit scalaire, une famille orthogonale de polynômes (P0, P1, . . . , Pn, . . .) de

E telle que ∀n ∈ IN , d0(Pn) = n et Pn unitaire (on confond polynôme et fonction polynômiale). �Etudier

l'unicit�e de ces polynômes.

(c) Calculer P0 , P1 , P2 et P3.

(d) En d�eduire une suite orthonormale de E.

Exo 3 On consid�ere IR4 munit de son produit scalaire canonique. Soit F le SEV de IR4 d�e�ni par les �equations

cart�esiennes : F

{
y+ z+ t = 0

y = 0

(a) Quelle est la dimension de F ? D�eterminer F⊥.

(b) Soit −→u = (1, 2, 3, 4). Calculer d(−→u , F).
Exo 4 Soit E =Mn(IR). On pose (A|B) =Tr(ATB).

(a) Montrer que (·|·) est un produit scalaire sur E.

(b) Montrer que la base canonique est OTN pour ce produit scalaire.

(c) Soit A ∈ On(IR), calculer ‖A‖.

(d) Soit (A,B) ∈ E2, montrer que ‖AB‖ 6 ‖A‖ · ‖B‖.

(e) Soit A ∈ E, sym�etrique. Montrer que (TrA)2 6 nTr(A2).

Exo 5 Soit E l'ensemble des fonctions continues de [0, 1] sur IR, munit du produit scalaire :

(f|g) =

∫1
0

f(t)g(t)dt.

Soit F = {f ∈ E polynômiales sur [0, 1]}. Calculer F⊥ et d(f, F) pour toute f ∈ E.
Exo 6 Soit A ∈ O(n) et soit f ∈ O(IRn) canoniquement associ�e �a A. On note (e1, . . . , en) la base canonique de IR

n.

(a) Exprimer ai,j comme un produit scalaire en fonction de ei, ej et f .

(b) En d�eduire que

∣∣∣∣∣∣
∑

16i6n,16j6n

ai,j

∣∣∣∣∣∣ 6 n.
Exo 7 On consid�ere IR3 muni de son produit scalaire canonique et orient�e. Soit (−→a ,−→b ) ∈ (IR3)2 tel que −→a 6= 0.

R�esoudre et discuter l'�equation −→a ∧−→x =
−→
b .

Exo 8 Soit f d�e�nie de IR3 dans IR3 (muni de son produit scalaire canonique) par

f(x, y, z) = (2x− y+ 3z, x+ y+ 6z, 3x− 2y+ 3z). D�eterminer f∗, ker f , ker f∗ , Im f et Im f∗.

Exo 9 a) Soit n ∈ IN. Calculer

∫+∞
0

tne−tdt. b) Calculer inf
(a,b,c)∈IR3

∫+∞
0

(t3 − at2 − bt− c)2e−tdt.

Exo 10 Soit E un PHR de dimension quelconque et soit p un projecteur de E.

Alors on a :

p est un projecteur orthogonal si et seulement si ∀x ∈ E : ‖p(x)‖ 6 ‖x‖ .

Exo 11 Soit A ∈Mn(IR) telle que A
T = −A.

Montrer que si n est impair alors A n'est pas inversible. Montrer que si n est pair alors detA > 0.
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Exo 12 On consid�ere IR3 muni de son produit scalaire canonique et orient�e. D�eterminer les �el�ements g�eom�etriques de

f d�e�nie canoniquement par sa matrice A dans la base canonique :

A =
1

4


3 1

√
6

1 3 −
√
6

−
√
6
√
6 2


Exo 13 Soit A ∈Mn,p(IR) telle que rg(A) = p et soit B ∈Mn,1(IR).

(a) Montrer qu'il existe une unique matrice X0 ∈Mp,1(IR) qui minimalise l'ensemble des r�eels :{
‖AX− B‖2 , X ∈Mp,1(IR)

}
. (Probl�eme des moindres carr�es)

(b) Montrer que ATAX0 = A
TB.

(c) En d�eduire la "moins mauvaise" solution du syst�eme : S


x+ y = 1

x− y = 3

2x+ y = 2

Exo 14 Former la matrice, dans la base canonique orient�ee (
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ) de IR3, de la sym�etrie orthogonale par rapport

�a la droite engendr�e par le vecteur −→u = cosα
−→
i + sinα

−→
j +
−→
k , α ∈ IR.

Exo 15 Calculer la projection orthogonale du vecteur
−→
i +
−→
j −
−→
k sur le plan d'�equation : x− y+ 2z = 0

Exo 16 Soit E un espace pr�ehilbertien r�eel ; montrer que toute forme lin�eaire de la forme f(x) = (x|a) est continue sur

E.

On munit E = IR[X] du produit scalaire (P|Q) =

∫1
0

P(t)Q(t)dt.

La forme ` d�e�nie par `(P) = P(0) est-elle continue ?

Existe-t-il Q tel que `(P) = (P|Q) pour tout P ?

Si H est le noyau de `, d�eterminer H⊥.

Mêmes questions si E = IR2[X]

Exo 17 Soit E un IR-EV euclidien orient�e de dimension n et soit (x1, . . . , xn) ∈ En.

(a) Soit B une base OTND. Montrer que le r�eel detB(
−→x1, . . . ,−→xn) ne d�epend pas de B , OTND.

On pose alors ∆(−→x1, . . . ,−→xn) =detB(−→x1, . . . ,−→xn).
(b) Montrer que

∣∣∣∆(−→x1, . . . ,−→xn)∣∣∣ 6 ‖−→x1‖ · · · ‖−→xn‖. �Etudier les cas d'�egalit�e.
Exo 18 Soit f canoniquement associ�e �a la matrice B =


0 3 2

−2 5 2

2 −3 0

 dans IR3 munit de son produit scalaire

canonique.

D�eterminer f∗ ainsi que les �el�ements propres de f et de f∗.

Exo 19 Soit u ∈ L(E), o�u E est un IR-espace vectoriel euclidien.

Prouver l'�egalit�e Ker(u∗ ◦ u) = Keru. Que peut-on en d�eduire pour le rang de ATA avec A ∈Mn(IR) ?

Exo 20 Soit u ∈ L(E), o�u E est un IR-espace vectoriel euclidien telle que u2 = 0.

a) Prouver l'�egalit�e Im(u∗ ◦ u) = Imu∗.

b) Prouver l'�egalit�e Im(u+ u∗) = Imu+ Imu∗.

Exo 21 Soit n > 2 et E = IRn muni de sa structure euclidienne canonique.

Soit f ∈ C0(E, IR) telle que ∀(u, v) ∈ E2, u ⊥ v =⇒ f(u+ v) = f(u) + f(v).

1) On suppose que f est paire. Montrer l'existence de g ∈ C0(IR+, IR) telle que ∀u ∈ E, f(u) = g(‖u‖2).

Montrer que g est lin�eaire. En d�eduire la forme de f.

2) On suppose que f est impaire. On admet que f est lin�eaire. En d�eduire la forme de f.

3) Donner l'expression de f dans le cas g�en�eral.
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Exo 22 Soit A une matrice carr�ee d'ordre n, montrer que A est sym�etrique d�e�nie positive SSI il existe B inversible

telle que A = BTB.

Exo 23 Soit A ∈ GLn(IR), montrer qu'il existe un unique couple (O, S) ∈ On(IR)× Sn(IR)++ tel que A = OS.

En d�eduire que GL+n(IR) est connexe par arcs.

Exo 24 Soit n ∈ IN∗ et (A,B) ∈ Sn(IR)2. Montrer que : (tr(AB+ BA))
2 6 4tr(A2)tr(B2).

Exo 25 ∗ Soit n ∈ IN∗ et (A,B) ∈ S+n (IR)2. Montrer que : (det(A+ B))

1

n > (det(A))

1

n + (det(B))

1

n

Exo 26 Soit n ∈ IN∗ et A ∈ Sn(IR). Discuter l'existence et l'unicit�e de B ∈ Sn(IR) telle que B3 = A.

Exo 27 ∗ Soit H = `2(IR) =

{
u ∈ IRIN ,

∞∑
n=0

u2n < +∞} muni de son produit scalaire canonique.

D�eterminer la "forme" des formes lin�eaires et continues sur H.

Exo 28 Soit < ., . > l'application d�e�nie surMn(IR)×Mn(IR) par

∀(A,B) ∈Mn(IR)
2, < A,B >= tr (AT × B)

(a) Montrer que < ., . > est l'unique produit scalaire deMn(IR) pour lequel la base canonique est orthonorm�ee.

(b) Prouver que les sous-espaces vectoriels Sn(IR) et An(IR) respectivement des matrices sym�etriques et anti-

sym�etriques sont des sous-espaces vectoriels orthogonaux pour < ., . >.

(c) �Etant donn�e A = (ai,j) ∈Mn(IR), calculer

inf
M∈Sn(IR)

∑
16i,j6n

(ai,j −mi,j)
2

GÉOMÉTRIE AFFINE EUCLIDIENNE

Exo 1 Exo nouille : On coupe un spaghetti en 3. Les 3 morceaux peuvent-ils former un triangle ?

Exo 2 Comment couper, avec une r�egle (non gradu�ee) et un compas, un segment donn�e en 5 segments �egaux.

Exo 3 Montrer que dans un triangle, le centre de gravit�e G, l'orthocentre H, le centre du cercle circonscrit I sont

align�es. La droite engendr�ee par ces 3 points s'appelle la droite d'Euler. Le centre du cercle inscrit Ω est-il

toujours sur cette droite ?

Exo 4 Soit ABC un triangle. On note a = BC , b = AC , c = AB et p =
1

2
(a+ b+ c). On note

Â =
∣∣∣ ̂
(
−→
AB,
−→
AC)

∣∣∣, B̂ =
∣∣∣ ̂
(
−→
BC,
−→
BA)

∣∣∣, Ĉ =
∣∣∣ ̂
(
−→
CA,
−→
CB)

∣∣∣.
On note R le rayon du cercle circonscrit et S la surface du triangle ABC.

(a) Montrer que a2 = b2 + c2 − 2bc cos Â.

(b) Montrer que sin Â =
2

bc

√
p(p− a)(p− b)(p− c). En d�eduire que S =

√
p(p− a)(p− b)(p− c).

(c) Montrer que R =
a

2 sin Â
=

b

2 sin B̂
=

c

2 sin Ĉ
.

Exo 5 Tracer �a la r�egle et au compas le cercle inscrit d'un triangle.

Exo 6 Une personne doit se rendre de A vers B. Sur la terre il marche droit et dans l'eau il nage perpendiculairement

aux rives. Quel est le plus court chemin ?
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Exo 7 Soient ABC un triangle isoc�ele en A, D le milieu de BC, E le pied de la perpendiculaire men�ee de D �a (AC), F

le milieu de DE. Montrer que (AF) ⊥ (BE).

Pour les exercices 8 �a 12 , E d�esigne un espace vectoriel euclidien, de dimension 3 rapport�e �a un rep�ere OTN

R = (O,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ). Sauf indication contraire, les coordonn�ees des points, des vecteurs et les �equations de droites

et de plans sont donn�es dans le rep�ere R.

Exo 8 Calculer l'aire du triangle de IR3 d�e�ni par A


1

2

3

 , B


3

−1

−1

 , C


2

0

1

.

Exo 9 Calculer la distance de A(1, 3, 2) au plan P repr�esent�e param�etriquement par :


x = 7+ 2λ− µ

y = 1− λ+ 2µ

z = 3λ+ µ

Exo 10 Former l'�equation cart�esienne du plan perpendiculaire au plan (P) : x + y + z + 4 = 0 et contenant la droite

D

{
2x− y+ z+ 4 = 0

−z+ 1 = 0

Exo 11 D�eterminer la perpendiculaire commune (c'est la droite qui coupe perpendiculairement deux droites non copla-

naires (on admet l'existence et l'unicit�e d'une telle droite) deD

{
x+ y+ z+ 4 = 0

2x− z+ 2 = 0
et deD ′

{
x− y = −1

y+ z− 2 = 0
.

Exo 12 D�eterminer le centre et le rayon du cercle suivant :

{
x+ 2y+ 3z = 4

x2 + y2 + z2 − 2x− 6y− 10z = 0

Exo 13 Soient C1 et C2, 2 cercles de E non coplanaires et admettant 2 points communs et distincts : A et B. Montrer

qu'il existe une unique sph�ere S telle que C1 ⊂ S et C2 ⊂ S.

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES-SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS

Exo 1 R�esoudre l'�equation di��erentielle : (1+ x2)y ′ − 2xy = 0.

Exo 2 Soit (E) l'�equation di��erentielle : x(1− x)y ′ + y = x.

(E) admet-elle des solutions sur ] −∞, 1[ , ]0,+∞[ , IR ?

Exo 3 Soit S = {f : IR→ IR telle que f soit d�erivable et solution de xy ′ = 2y}.

D�eterminer dim S et une base de S.
Exo 4 Soit f de classe C1 sur IR telle que lim

x→+∞(f ′(x) + f(x)) = 0.

Montrer que lim
x→+∞ f(x) = 0.

Exo 5 R�esoudre l'�equation di��erentielle y ′′ + y ′ + y = e2x(x+ 1).

Exo 6 R�esoudre l'�equation di��erentielle y ′′ − 2y ′ + y = (x2 + 3)ex + sin x.

Exo 7 R�esoudre, en cherchant des solutions DSE, l'�equation di��erentielle : xy ′′ − y ′ + 4x3y = 0.

�Etudier les probl�emes de raccord.

Exo 8 Soit (E) : x2y ′′ − 2xy ′ + 2y = x+ 1

(a) D�eterminer les solutions polynômiales de l'�equation homog�ene. En d�eduire un syst�eme fondamental.

(b) R�esoudre l'�equation (E).

Exo 9 D�eterminer les fonctions d�erivables f de IR dans IR telle que ∀x ∈ IR : f ′(x) = f(2− x)

Exo 10 Soit a : [0,+∞[→ IR, une fonction intégrable sur [0,+∞[.

Soit x une fonction, solution de l'�equation di��erentielle : x ′(t) = a(t)x(t)

(a) Montrer que x est born�ee.
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(b) Montrer que x admet une limite quand t tend vers +∞.

Exo 11 R�esoudre le syst�eme di��erentiel :


x ′ = −x+ y

y ′ = −2x+ 2y+ 2z

z ′ = 6x− 3y+ 5z

Exo 12 R�esoudre le syst�eme di��erentiel :

{
x ′ = 4x− 2y+ e−t

y ′ = −x+ 5y+ t− 1

Exo 13 R�esoudre le syst�eme di��erentiel :

{
x ′ = x− 2y+ e3t

y ′ = 2x+ 5y+ t+ 1

Exo 14 R�esoudre par au moins 2 m�ethodes di��erentes le syst�eme di��erentiel :


x ′ = y

y ′ = z

z ′ = 2x− 5y+ 4z

Exo 15 (tr�es classique �a l'�ecrit) Soit p une fonction continue sur [0, 1] telle que ∀x ∈ [0, 1] : p(x) < 0.

Soit (E) l'�equation di��erentielle sur [0, 1] : y ′′ + p(x)y = 0.

(a) Que dire d'une fonction g solution de (E) pour laquelle qu'il existe c ∈ [0, 1] tel que

g(c) = g ′(c) = 0 ? Que vaut le wronskien de 2 solutions de (E) ?

Soit f une solution non nulle de (E).

(b) On suppose que f admet une in�nit�e de racines dans [0, 1].

i. Construire une suite convergente (αn) de [0, 1] telle que les αn sont 2 �a 2 distincts et ∀n ∈ IN f(αn) = 0.

ii. Montrer que f est nulle. Conclure.

(c) Montrer que f ne peut admettre plus d'une racine dans [0, 1].

(d) En choisissant une fonction p simple, donner un exemple de solution sans racine et un exemple de solution

avec 1 racine.

Exo 16 Int�egrer l'�equation di��erentielle : x2y ′′ − 2xy ′ + (2 − x2)y = 0 On pourra e�ectuer le changement de fonction

inconnue z =
y

x
. On �etudiera notamment les solutions sur IR.

Exo 17 Trouver les solutions d�eveloppables en s�erie enti�ere de l'�equation di��erentielle :

4tx ′′ + 2x ′ − x = 0, donner l'expression analytique de ces solutions et r�esoudre compl�etement l'�equation

di��erentielle.

Exo 18 R�esoudre le syst�eme di��erentiel : S


x ′ = x+ y

y ′ = x+ z

z ′ = y+ z

Exo 19 Trouver les solutions sur IR de y ′′ + y = |x|.

Exo 20 R�esoudre l'�equation di��erentielle vectorielle X ′′(t) =

(
6 3

−2 1

)
X(t).

Exo 21 D�eterminer les solutions polynômiales de (x2 − 3)y ′′(x) − 4xy ′(x) + 6y(x) = 0, en d�eduire toutes les solutions

de cette �equation di��erentielle. D�eterminer les solutions sur IR.

Exo 22 (a) R�esoudre sur ]0; +∞[ �a l'aide de la m�ethode de variation des constantes l'�equation di��erentielle

y ′′ + y =
1

x

On fera intervenir dans la solution les expressions suivantes

∫+∞
x

sin t

t
dt et

∫+∞
x

cos t

t
dt

(b) En d�eduire une expression valable pour x > 0 de f(x) =

∫+∞
0

e−tx
dt

1+ t2
.

(c) Calculer

∫+∞
0

sin t

t
dt.
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Exo 23 R�esoudre le syst�eme di��erentielle (S) d�e�ni par

(S)


x ′ = x+ y− 3

y ′ = −2x+ 3y+ 1

x(0) = y(0) = 0

Exo 24 Soit (E) l'�equation di��erentielle

(E) : x2y ′′ + 4xy ′ + (2− x2)y− 1 = 0

(a) M�ethode 1 : Montrer que (E) admet une unique solution d�eveloppable en s�erie enti�ere. La calculer puis

r�esoudre (E).

(b) M�ethode 2 : R�esoudre (E) en posant u(x) = x2y(x).

GROUPES & ARITHMÉTIQUE

Exo 1 On consid�ere le groupe (lQ,+). Soit A ⊂ lQ, de cardinal �ni . Montrer que < A >6= lQ.

Exo 2 Montrer que si τ = (1 2) et s = (1 2 · · · n) alors < τ, s >= Sn (le groupe sym�etrique).

Exo 3 Donner tous les groupes �a 4 �el�ements (�a isomorphisme pr�es).

Exo 4 Soit G =

{(
1 n

0 1

)
tel que n ∈ ZZ

}
. Montrer que G est un groupe isomorphe �a (ZZ,+).

Exo 5 On pose G =] − 1, 1[. On munit G de la loi ∗ d�e�nie par x ∗ y =
x+ y

1+ xy
.

Montrer que (G, ∗) est un groupe isomorphe �a un groupe c�el�ebre.

Exo 6 Soit G un groupe ab�elien et x, y 2 �el�ements de G d'ordre respectif n et p. On suppose que n∧p = 1. D�eterminer

l'ordre de xy.

Application : d�eterminer �a isomorphisme pr�es tous les groupes de 6 �el�ements (on admettra que pour tout

nombre premier p divisant le cardinal d'un groupe �ni, il existe un �el�ement x de G d'ordre p).

Exo 7 Montrer sans r�ecurer que pour tout entier naturel n, 109n+2 + 106n+1 + 1 est divisible par 111.

Exo 8 Probl�eme du cuisinier chinois.

Une bande de 17 pirates s'est empar�ee d'un butin compos�ee de pi�eces d'or d'�egale valeur. Ils d�ecident de se les

partager �equitablement et de donner le reste au cuisinier chinois. Celui-ci recevrait alors trois pi�eces. Mais les

pirates se querellent et six d'entre eux sont tu�es. Le cuisinier recevrait alors quatre pi�eces. Dans un naufrage

ult�erieur, seul le butin, six pirates et le cuisinier sont sauv�es et le partage laisserait cinq pi�eces d'or �a ce dernier.

Quelle est alors la fortune minimale que peut esp�erer le cuisinier quand il d�ecide d'empoisonner le reste des

pirates ?

Exo 9 D�eterminer l'oppos�e et l'inverse de 33 dans ZZ/73ZZ.

Exo 10 Soit p premier. R�esoudre dans ZZ/pZZ, l'�equation x−1 = x.

D�emontrer le th�eor�eme de Wilson : n est premier SSI (n− 1)! ≡ −1 (n).

Exo 11 R�esoudre les �equations suivantes : x2 + x+ 7 = 0 dans ZZ/13ZZ et x2 − 4x+ 3 = 0 dans ZZ/12ZZ.

Exo 12 R�esoudre le syst�eme suivant :

{
3x+ 6y = 5

5x+ 2y = 3
dans (ZZ/8ZZ)

2
.

Exo 13 Montrer dans ZZ que x et y premiers entre eux implique x+ y et xy premier entre eux.

Exo 14 R�esoudre le syst�eme suivant :

{
x+ y = 56

x∨ y = 105
dans (IN)

2
.

Exo 15 Soit (un) d�e�nie par u0 = 0, u1 = 1 et pour tout n, un+2 = un+1 + un.

Montrer que pour tout n > 2, un < un+1. En d�eduire que un ∧ un+1 = 1 pour tout n. Que pensez vous de la

r�esolution de l'�equation unx+ un+1y = 1 ? Calculer un ∧ up pour tout (n, p) ∈ IN2.
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Exo 16 On note ϕ la fonction indicatrice d'Euler. �Etant donn�es k et n deux entiers naturels, on note k ∧ n leur plus

grand diviseur commun.

(a) Soit d un diviseur positif de n ∈ IN∗. Combien y a-t-il d'entiers k v�eri�ant

k ∈[[ 1, n ]] et k∧ n = d

En d�eduire que

n =
∑
d |n

ϕ(d)

(b) On note T la matrice deMn(IR) de coe�cient tij =

{
1 si i divise j

0 sinon
et D = diag (ϕ(1) . . . ϕ(n)).

D�eterminer la matrice TTDT puis en d�eduire le d�eterminant de la matrice S de coe�cient g�en�eral sij = i∧ j.

Exo 17 R�esoudre dans IN3, l'�equation x2 + y2 = z2.

Exo 18 Soit p un entier premier et n un entier. Soit E un espace vectoriel de dimension n sur le corps lK = ZZ/pZZ.

D�eterminer le cardinal de E, le nombre de droites vectorielles, d'hyperplans. D�eterminer le nombre de famille

libre �a k �el�ements, le nombre de bases. D�eterminer le cardinal de GLn(lK), deMn(lK). D�eterminer le nombre

de projecteurs de E.

Exo 19 Soit K un corps �ni. Montrer qu'il existe un nombre premier p et un entier n tel que card(K)=pn. En d�eduire

qu'il n'existe aucun corps ayant 6 �el�ements.

Exo 20 a)Montrer que si m|n, avec (m,n) ∈ (IN∗)2, alors ϕ(m)|ϕ(n).

b) Montrer que pour tout n > 1 : n =
∑

d|n , 16d6n

ϕ(d)

c) Convergence et somme de la s�erie
(∑ ϕ(n)qn

1− qn

)
n>1

, selon les valeur de q.

Exo 21 Notons U(ZZ/24ZZ) l'ensemble des �el�ements inversibles de l'anneau ZZ/24ZZ.

(a) D�eterminer le cardinal de U(ZZ/24ZZ).

(b) U(ZZ/24ZZ) est-il un groupe cyclique ?

Exo 22 R�esoudre dans ZZ les syst�emes suivants

(S1)

{
3x ≡ 2 [5]

5x ≡ 1 [6]
et (S2)

{
x+ y ≡ 4 [11]

xy ≡ 10 [11]

Exo 23 Soit pn le n-i�eme nombre premier (par exemple p11 = ).

a) Montrer que la famille

(
1

pi11 · · ·p
ik
k

)
(i1,...,ik)∈IN

k

est sommable pour tout k ∈ IN∗ et calculer sa somme Sk.

b) En d�eduire la nature de la s�erie (
∑ 1

pn
).

Exo 24 Soit n = pα11 p
α2
2 · · ·pαrr un entier naturel non nul, d�ecompos�e en produit de facteurs premiers. On note φ(n)

(et on l'appelle Indicatrice d'Euler) le nombre d'entiers compris entre 1 et n qui sont premiers avec n. On se

propose de d�emontrer que φ(n) = n(1−
1

p1
)× · · · × (1−

1

pr
).

Soit Ω = [[1, n]] muni de la probabilit�e uniforme.

1) Si d est un diviseur de n, on note Dd l'ensemble des multiples de d dans Ω. Calculer p(Dd).

2) Montrer que Dp1 , Dp2 , · · · , Dpr sont mutuellement ind�ependants.

3) En d�eduire la formule pour φ(n).
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FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES - CALCUL DIFFÉRENTIEL

Exo 1 f d�e�nie par f(x, y, z) =
x+ y

x2 − y2 + z2
admet-elle une limite en (2,−2, 0) ?

Exo 2 L'application (x, y) 7→Max(|x|, |y|) est-elle continue sur IR2, de classe C1 ?

Exo 3 Soit f de classe C1 de IR2 dans IRp ; d�eterminer
d

dx
(f(x, 2x)) et

∂

∂x
(f(xy, yx)).

Exo 4 Soit f d�e�nie par f(x, y) =
sin(xy)√
x2 + y2

si (x, y) 6= (0, 0) et f(0, 0) = 0, sur quel domaine f est-elle continue, o�u

admet-elle des d�eriv�ees partielles premi�eres, o�u est-elle C1 ?

Exo 5 Soit n ∈ IN∗ et E =Mn(IR). Pour tout �el�ement A ∈ E on pose exp(A) =
∑
p>0

Ap

p!
.

Montrer que la fonction exp est di��erentiable en tout point et exprimer sa di��erentielle en A.

Exo 6 Soit n ∈ IN∗ et E = IRn[X]muni de la norme ‖P‖2 =

√∫1
0

P(t)2 dt. On d�e�nit la fonction f :

 E −→ IR

P 7−→ ∫1
0

sin(tP(t))dt

.
Montrer que f est di��erentiable en tout point de E et d�eterminer sa di��erentielle en un point P.

Exo 7 Soit f une fonction de classe C1 sur IR2 telle que ∀(x, y) ∈ IR2, f(x, y) = −f(y, x). Quelle relation y a-t-il entre

les d�eriv�ees partielles de f ?

Exo 8 Soit f la fonction d�e�nie sur IR2 par f(x, y) =

 xy
x2 − y2

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

. �Etudier la continuit�e, la C1-

titude de f ? Calculer les d�eriv�ees partielles secondes en (0, 0). Que peut-on en d�eduire ?

Exo 9 Soit f d�e�nie par f(x, y) =
sin 2x

cos 2x+ ch2y
a) D�eterminer le domaine D de f. b) Peut-on prolonger f par

continuit�e sur IR2 ? c) Calculer ∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
(Laplacien)

Exo 10 Soit f d�e�nie pour x 6= y par f(x, y) =
sin x− siny

x− y
. a) Montrer que l'on peut prolonger f par continuit�e sur

IR2. b) f est -elle de classe C1, de classe C∞ sur IR2 ?

Exo 11 Soit f de classe C1 sur IR2 et soit h : IR → IR , x 7→ f(x, x). Montrer que h est de classe C1 sur IR et calculer

h ′(x).

Exo 12 Soit f : IR3 → IR de classe C1 sur IR3 et soit s ∈ IR.

f est dite s-homog�ene si ∀(x, y, z) ∈ IR3 et ∀λ > 0 : f(λx, λy, λz) = λsf(x, y, z).

(a) Donner un exemple non nul ( !) avec s = 4.

(b) Montrer l'�equivalence suivante : f est s-homog�ene ssi

∀(x0, y0, z0) ∈ IR3 : x0
∂f

∂x
(x0, y0, z0) + y0

∂f

∂y
(x0, y0, z0) + z0

∂f

∂z
(x0, y0, z0) = sf(x0, y0, z0)

Exo 13 R�esoudre l'�equation aux d�eriv�ees partielles suivante : 2
∂f

∂x
−
∂f

∂y
= sin x+ y+ 1 .

Indication : On pourra montrer que l'on peut d�e�nir une fonction g : IR2 → IR , (u, v) 7→ g(u, v) telle que

f(x, y) = g(u, v) avec u = x+ y et v = x+ 2y.

Exo 14 On consid�ere l'�equation des cordes vibrantes :
∂2f

∂t2
− a2

∂2f

∂x2
= 0

Cette �equation s'applique aux petites vibrations d'une corde tendue, 
exible (corde de violon par exemple)

initialement tendue le long d'un axe x et mise en mouvement. f(x, t) repr�esente le d�eplacement d'un point

d'abscisse x �a l'instant t. La constante a2 a pour valeur
τ

µ
o�u τ est la tension (constante) de la corde et µ est la

masse (constante) par unit�e de longueur de la corde. On suppose qu'il n'y a pas de forces ext�erieures agissant

sur la corde et que celle-ci ne vibre que par �elasticit�e.
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(a) R�esoudre cette �equation aux d�eriv�ees partielles.

On pourra montrer que l'on peut d�e�nir une fonction g : IR2 → IR , (u, v) 7→ g(u, v) telle que f(x, t) = g(u, v)

avec u = x− at et v = x+ at.

(b) Chercher la solution de l'�equation avec les conditions aux limites :

∂2f

∂t2
− 4

∂2f

∂x2
= 0 , f(0, t) = f(5, t) = 0 , f(x, 0) = 0 et

∂f

∂t
(x, 0) = 5 sinπx.

On interpr�etera physiquement les conditions aux limites. En d�eduire le mouvement de la corde dans le

temps.

Exo 15 (exercice �ecrit ccinp)

On d�e�nit la fonction f : (x, y) 7−→ x2 − 2xy+ 2y2 + e−x sur IR2.

Q6. �Etablir que l'�equation e−x = x admet une unique solution sur IR.

Q7. D�emontrer que f poss�ede un unique point critique (x0, y0) ∈ IR2.

Q8. A l'aide de la matrice hessienne, d�emontrer que f admet un extr�emum local en (x0, y0).

Est-ce un minimum ou un maximum?

Q9. (le petit plus !) Est-il global ? (on pourra utiliser les coordonn�ees polaires)

Exo 16 Soit f : IR3 −→ IR donn�ee par f(x, y, z) = xy+ yz+ zx. Trouver la valeur maximale et la valeur minimale de f

sur B = {(x, y, z) ∈ IR3 : x2 + y2 + z2 6 1}.

Exo 17 Soit la fonction f d�e�nie sur IR2 par f(x, y) = x2 + x3 + y2.

(a) D�eterminer les points critiques de f.

(b) �Etude en (0, 0). Est-ce un extremum? Dessiner les zones de IR2 o�u f est positive et o�u f est n�egative.

(c) �Etudier l'autre point critique (dire s'il est local , global, stricte ou non).

Exo 18 Soit la fonction f d�e�nie sur IR2 par f(x, y) = x2y+ y+ x.

Dessiner les lignes de niveau {f(x, y) = k , k ∈ IR} de f. �Etudier les extr�emums de f.

Exo 19 D�eterminer les extr�emums (selon les cas dire s'ils sont locaux ou globaux , strictes ou non) des fonctions

suivantes :

(a) f(x, y) = x3 + 3xy2 − 15x− 12y

(b) f(x, y) = xn + yn (n ∈ IN)

(c) f(x, y) = x3 + y3 − 3xy

(d) f(x, y) = ex siny

(e) f(x, y) =
xy

(1+ x)(1+ y)(x+ y)

(f) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 2xyz

(g) f(x, y, z) =
1

2
x2 + xyz− y+ z

Exo 20 Soit f : R2 → R la fonction d�e�nie par f(x, y) = x3 − 3x
(
1+ y2

)
.

a) �Etudier les extremums locaux de f.

b) Soit D =
{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 6 1

}
. Montrer que f admet un maximum M et un minimum m sur D.

c) Soit (x, y) ∈ D. Montrer que si f(x, y) =M ou f(x, y) = m, alors x2 + y2 = 1.

d) En d�eduire les valeurs de M et m.
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Exo 21 �Etudier la fonction h : t 7−→ −t ln t.

D�eterminer les bornes et les extremums (absolus) �eventuels de −

n∑
i=1

xi ln(xi) sur

Dn = {(x1, . . . , xn) ∈ (IR∗+)
n ,

n∑
i=1

xi = 1}.

Exo 22 D�eterminer les triangles dont la somme des cosinus des 3 angles est maximale.

Exo 23 Soit k ∈]0, 1[ et f ∈ C1(IR) telle que ∀x ∈ IR, |f ′(x)| 6 k. On d�e�nit :

ϕ : IR2 → IR2

(x, y) 7→ (y+ f(x), x+ f(y))

Montrer que ϕ est une bijection de classe C1 de IR2 dans lui-même.

Exo 24 Soit f(x, y) =

∞∑
n=0

xn

1+ yn
. D�eterminer le domaine de d�e�nition ∆ de f puis �etudier la continuit�e sur ∆. f est-elle

C1 sur ∆ ?

Exo 25 Un industriel veut faire fabriquer un r�eservoir de forme rectangulaire, de volume 4, sans couvercle dont le fond

est un rectangle de cot�es x et y et de hauteur z. Il veut que la somme des aires des 5 rectangles �a d�ecouper soit

de surface minimale.

(a) Faire un dessin de la boite.

(b) Montrer que le probl�eme se ram�ene �a la recherche du minimum d'une fonction f (que l'on d�eterminera) ne

d�ependant que de x et de y dans le domaine ∆ =
{
(x, y) ∈ IR2 / x > 0 et y > 0

}
.

(c) Montrer que ∆ est un ouvert de IR2.

(d) Montrer que f a un unique minimum local en un unique point (a, b) de ∆.

(e) On pose F =

{
(x, y) ∈ IR2 / x >

2

3
, y >

2

3
et xy 6 12

}
et F0 =

{
(x, y) ∈ IR2 / x >

2

3
, y >

2

3
et xy < 12

}
.

i. Montrer que F est un compact de IR2 et que F0 est un ouvert de IR2. Repr�esenter graphiquement F dans

un rep�ere cart�esien.

ii. Montrer que si (x, y) ∈ ∆− F0 alors f(x, y) > f(a, b). Puis montrer que le minimum trouv�e en (a, b) est

un minimum global sur ∆. En d�eduire la solution du probl�eme de l'industriel.

Exo 26 Soit f d�e�nie par f(x, y) =

+∞∑
n=0

xn

1+ y2n
. Pr�eciser le domaine de d�e�nition de f, �etudier la continuit�e de f, f

est-elle C1 sur tout ouvert inclus dans son domaine de d�e�nition ?

Exo 27 Soit f d�e�nie par f(x, y) =

∫+∞
−∞

eit

(t− y)2 + x2
dt, d�eterminer le domaine de d�e�nition de f, calculer f. On admet

que g : x 7−→ ∫+∞
0

cos(xv)

v2 + 1
dv est C2 sur IR∗+ et que l'on peut d�eriver sous le signe somme.

Exo 28 Soit S la surface d'�equation z = x3 + y2 + xy. D�eterminer le plan tangent au point M(1, 2, 9).

Exo 29 Calculer pour tout |z| < 1, L(z) =

+∞∑
n=1

zn

n
.

SURFACES - NAPPES PARAMÉTRÉES

Exo 1 Donner l'�equation du cylindre de direction −→u = (1, 1, 1) et de base (ou de directrice) la courbe d'�equation :

(γ)

{
x+ y = 0

x2 + y2 + z2 = 1
. On commencera par donner une repr�esentation param�etrique de (γ).

D�eterminer la distance du cylindre �a l'origine.
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Exo 2 Soit f l'application de IR3 dans IR d�e�nie par f(x, y, z) = z2 − x2 − y2.

(a) En quels points de IR3 la di��erentielle de f est-elle de rang 1 ?

(b) En d�eduire qu'en tout point (x0, y0, z0) telle que f(x0, y0, z0) = 1, la surface (S) : f−1({1}) poss�ede un plan

tangent dont on donnera une �equation.

Soit P le plan d'�equation x = 0 et S0 = f−1({0}).

(c) Dessiner P ∩ S0 , S0 , P ∩ S et S .

Exo 3 Soit H l'h�elice H


x = a cos t

y = a sin t

z = bt

.

(a) D�eterminer une repr�esentation param�etrique du lieu des milieux des cordes de l'h�elice H.

(b) D�eterminer l'�equation du plan tangent en tout point r�egulier.

(c) Montrer que cette nappe est incluse dans une surface d'�equation F(x, y, z, ) = 0.

Exo 4 D�eterminer l'ensemble des points S qui sont �a �egales distances des 2 droites

D

{
z = 0

y = 1
et D ′

{
x = 0

z = 1
.

Exo 5 D�eterminer les droites trac�ees sur la surface S d'�equation : xy+ yz+ zx+ xyz = 0.

F I N
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