GROUPE SYMETRIQUE - DETERMINANTSI

A. GROUPE SYMETRIQUE

1. Définitions
On appelle groupe symétrique, I'ensemble des bijections de {1,2,...,n} dans {1,2,...,n}. Notation : S,.
On a donc :

S, = {a {L,2,...,n} — {1,2,...,n} tel que o soit bijective } i

Vocabulaire : Les éléments de S,, (des applications bijectives) sont appelés des permutations de [1,n] et
notés :

1 2 3 S n
g =
o(l) o(2) o3) --- o(n)
Le produit de composition o est une loi de composition interne sur S,,.
Exemple de manipulation :

12345012345_12345
5 3 2 1 4 325 1 4) \2 3 4 5 1

2. Structure - cardinal

Théoréme : (S,, o) est un groupe de cardinal n!.
De plus dés que n > 3, (Sy, o) n’est pas commutatif.
Remarque : o représente la composition des applications. On note souvent o o7 = o7

3. Cycle, Transpositions

Soit (a1,...,ap) € {1,2,...,n}P, 2 & 2 distincts (donc p < n).

On appelle Cycle de longueur p et de support (aq,...,a,), 'unique permutation s € S,, vérifiant :
(i) s(a1) = aq, s(az) = as, ..., s(ap—1) = ap et s(ap) = ay,

(ii) s(x) = = pour tous les autres entiers de {1,2,...,n} — {a1,...,ap}.

Notation : On note ce cycle : s = (a,...,ap) .

On appelle Transposition tout cycle de longueur 2 :
s = (ab) (c’est-a~dire : s(a) = b et s(b) =a et s(x) =z pour z € {1,2,...,n} — {a,b}).

Théorémes de décomposition :

Théoréme 1 :

Toute permutation de S,, se décompose en produit (de composition) de cycles de supports
disjoints 2 & 2. De plus ces cycles commutent 2 & 2 et cette décomposition est unique (aux
permutations de cycles prés).

Démonstration (non exigible) 1

Théoréme 2 :

Toute permutation se décompose en produit (de composition) de transpositions
(mais cette décomposition n’est pas unique).

Démonstration 2

Exemple : Décomposer o( en produit de cycles puis en produit de transpositions, avec :

(12345
gg =

6 78 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
5 3 8 14 7 9 1 2

12 6 13 10 11 18 15 16 4 17
oo=(1 5 To(2 3 8)o(d 18 17)o(6 9 12 10)o (11 13)0(15) 0 (16).
Exercice : Si 0 € §,,. On suppose que o # Id. Quel est le premier indice s tel que 0 = Id?
4. Signature (+ ou —)
Définition 1

Soit o € S,,. On dit qu’un couple (4,7) de [ 1,n | est une inversion de o si i < j et o(i) > o(j).
On note I(o) le nombre d’inversions de o.

A (12 34\ (1234
Exemples : Déterminer I(o) € 84 lorsque o = (1 43 2) puis o = (2 1 4 3>



Définition 1
On appelle signature d’une permutation o € S,,, Uentier relatif noté (o) = (—1)(7).
Si e(o) =1, on dit que la permutation est paire et si (o) = —1, on dit que la permutation est impaire.

Proposition

’ La signature d’une transposition est égale a —1 ‘

Démonstration 3

Soit 7 = (k, £) avec k < {. Les inversions de 7 sont les couples :
o (k,k+1),...,(k,¢) — donc ¢ — k,
o (k+1,0),...(¢—1,£) — donc £ — 1 — k et donc en tout 2(¢ — k) — 1 qui est impair.

Théoréme :

La signature est un morphisme de groupe de ¢ : S,, — {—1,1}, on a donc :

V(o,0") € 82 : e(000’) = &(0) - e(0’) (morphisme de groupes).

De plus la signature est 'unique morphisme de groupe de S,, dans {—1,1} tel que pour toute transposition 7,
e(r)=-1.

Démonstration (non exigible) 4

Soit (o,0’) € S2. On considére I'ensemble A = {(@',j) € [1,n] tel que i < j} et 4 sous ensembles de A :
(i,7) € A tel que o'(i) < o'(j
(i,7) € A tel que o'(i) < o'(j
( )>a'(j
(i G

)
i,7) € A tel que o’(i
) (i

Notons n; le cardinal de A4;. On a ‘ I(o") =n3+ny ‘ et ’ I{(coo')=ng+ny ‘ Evaluons I(o).

On remarque que (i,5) — {o(¢),0(j)} est une bijection de I'ensemble des couples (i, j) de
| I,n] tels que ¢ < j dans 'ensemble des paires de S,, par bijectivité de o.
Or compter les couples (k, {), k < £ tels que (k) > o(¢) revient

e A compter les paires {k, ¢/} distinctes telles que

{ k<t ou { k>1¢
o(k) > o(f) o(k) <o(l)

e ou encore, par la bijection précédente, & compter les couples (4,7) de [ 1,n | tels que i < j et
{ o'(i) <o'(j) { o'(i) > a'(j)

goo'(i)>oo0'(j) ot ogoo'(i) < ooo'(j)

On en déduit que ‘ I(o) =ng +ng ‘ et donc que‘ g(o)e(o’) = (—1)2stnztni = (_1 2t = g(g 0 o) ‘

Proposition : ‘ Si o est un cycle de longueur p, alors e(o) = (—1)P*+1. ‘
Démonstration 5 o = (a1 as -+ ap) = (a1 az)o---0(ap_1 ap), doue(o) = (—1)P~1 = (=1)P+L.

Exemple : Calculer la signature de o ci dessus.

11 suffit de compter dans la décomposition de o le nombre de cycles de longueur paire : il y en 2. On en déduit
que [e(og) = +1 |
Groupe Alterné :

‘ On appelle groupe alterné, le sous-groupe de S, constitué des permutations de signature +1.

Notation : . On a donc’ A, ={c€S, |/ elo)=+1} ‘

Proposition : |Vn > 2 : card (A,)= —.

Démonstration 6

Soit 79 = (1 2), lapplication f : 0 — o o 7y est bijective de A,, dans S,, — A,,. On en déduit donc que
n

»An = Sn —An = 5

Aal = 18— Au] = 2

Un exemple complet Donner en extension Ag et Sg — Ag (on écrira les permutations & laide de leur décom-
position en produit de cycles a support disjoints et par ordre alphabétique (exemple : (1 2 4) avant (1 3 2))




A4:{Id,(123),(1 24),(132),(134),(142),(143),(234),(243),(2)0(34)),(13)o
(2 4), (1 4)0(2 3)} etSan4:{(1 2),(13),(14),(23),(24),34),(1234),(1243),(1324),
(1342),(1423),(1432)}

DETERMINANTS |

. Forme n-linéaire alternée

Soit F un KK — ev de dimension n.
Soit f une application de E™ dans K.

(a) On dit que f est si Dexpression de f(z1,22,...,%,) est linéaire par rapport aux variables

T1,T2,... et Ty,
Clest-a-dire : V(z1,x2,...,2,) € E™ et Vi € [1,n] , I'application :

t— f(z1,29,...,2i—1,t,Tiy1,...,2,) est linéaire.
(b) On dit que f est si
V(z1,x2,...,2,) € E™ tel que 8'il existe i # j avec z; = x; alors on a f(z1,22,...,2,) = 0.

(c) On dit que f est ’antisymétrique ‘ siV(xy,x2,...,2,) € E", Vo €S, :

F(To1), To@)s - Tom)) = €(0) - f(@1,T2, ..., Tn).

Théoréme 1 : ’Si f est n-linéaire alors f est alternée SSI f est antisymétrique. ‘

Démonstration 7

< | Y(z1,22,...,2,) € E™ tel qu'il existe i # j avec x; = x;. Posons o = (i j) on a alors e(0) = —1 et
f@i, o, @, Ty Tn) = [(T0(1), To2)s - Tom)) = €(0) f(T1, 22, .., 20) = —f(T1, @2, T4y, T4, T).
On en déduit donc que f(z1,22,...,2,) =0 car z; = x; et f(x1,292,...,2,) € K.
= | Montrons d’abord que f(2,(1), To(2), - - - > Zo(n)) = €(0) f(21, %2, ..., 2,) pour une transposition o = (k £)
avec k < L. f(xy,@o,..., T+ Tg oo .. , T+ xp ..., x,) =0.
On développe par n-linéarité en 4 termes 11,715,135, Ty :
[, e, o Tg yee .. ST s Tn) (X1, 2 B JEL e ) F (@1, X2, T J T ey Ty)F
fler, e, .., @ o s Tk 5o+, Zn) = 0. Les deux premiers termes T, T, sont nuls et il reste T3 4+ T = 0, soit
Ty = —T5 ce qui donne le résultat.
Passons au cas général. Vo € S,,, on décompose o en produit de transpositions : ¢ =73 0---07,.
F(@riomory(1)s -+ s Tryomory(n)) = E(Tp) f(Triomory 1 (1) -+ s Tryoeory_1(n) = E(Tp)E(Tp—1)f (Tri0m0my_5(1)s -+ + > Tryoomy_a(n))
= elo)f(xy,xa, ... ,xy,).

rcurrence finie
Théoréme 2 :
’ Si f est n-linéaire et alternée alors V(z1,22,...,2,) € E™ : (x1,29,...,2,) lite = f(z1,22,...... ,Zn) = 0. ‘

Démonstration 8

n
Il existe jo € [1,n] et il existe des scalaires \; tels que z, = Z Ai;.
1=1,i#jo
n n
On a alors f(x1,...,2j,,...,2n) = f(21,..., Z N yeney Tp) = Z Nf(x1, oo @iy xy) =
i=1,i#jo 1=1,i#jo

n
E Aif (x1,... @4, ..., x,) = 0 par le caractére alterné.
i=1ijo

x; apparait 2 fois
Exemples : Soit f une forme n-linéaire et alternée. Soient u,vw,y,z,ul,v,,xi des vecteurs de F et a,b,c,d
des éléments de K. Développer :
(b) f(u + vvu/ + U/, Z) = f(u, ', Z) + f(u, (O Z) + f(v7u/7 Z) + f(vavla Z)
1 2 4
(¢) f(xa,x3,22,21) = &(8) f(x1, 22, k3, 74) avec s = (4 3 g 1) =(14)0(23)ete(s)=(-1)2=1.

(d) Soit (u,v) une base de F (E de dimension 2).
flau+ bv, cu + dv) = acf(u,u) + adf (u,v) + bef (v, u) + bdf (v,v) = {ad — bc} f(u,v).



2. Forme n-linéaire alternée en dimension n : notion de déterminant

Théoréme fondamental - définition :

Soit b = (ey,...,e,) une base de E, un K-espace vectoriel (donc de dimension n).

Il existe une unique forme n-linéaire alternée o de E™ dans K telle que : ¢g(eq,...,e,) = 1.
Vf : B — K une forme n-linéaire alternée, il existe un unique A\ € K tel que

V(21,22 ..., &n) € E™ | f(x1,22,...,24) = X po(T1,Z2,...,Zp) ‘ et ‘ A= fe1,e2,...,6n) ‘

(o est notée M.

dety(z1, 22, ..., zy,) s’appelle le déterminant de (z1, 23,...,z,) dans la base b = (eq, ..., e,).

En d’autre terme ’espace vectoriel des formes n-linéaires alternées sur E est de dimension .

Démonstration (existence non exigible) 9

n n n
Six; = g 1€ 5 .o , Tj = g ai j€; , ...t T, = E Qi n€;.
i=1 i=1 i=1

Alors on "éclate" f(x1,x2,...,x,) en une Méga-somme :

n n
flx1, o, ... xy) = f( E ;1€ -, g aimei) = ( E Wiy 1€y s - - E azmnezn>
3 =1 i1=1 ip=1
n n
E azl,lf(em E Ay ,2€i5, - -« E ain,nein>

=1 ia=1 z‘n:1
n n
= § Qiq 1 22,2f €i15€igy - § az,“nezn
=1 ia—1 in=1
n n
= Qi1 E Qiy,2 E almnf €iysCizy- -1 i)
i1=1 i2=1 ip=1

n
= E E E @iy 1y 2 Qi nf (€, €in, ..., €, ) on a donc une somme de n™ termes.

i1=1 i2=1 in=1

Ensuite f(e;,,€i,,-..,€;,) est nul a chaque fois que dans le n-uplet (e;,,€;,,...,€; ) il y a deux indices (au
moins) qui sont égaux. Autrement dit il y a exactement autant de n-uplets (e;,,€4,,...,¢€;,) ou les éléments
sont 2 & 2 distincts que de n-uplets (ey(1), €5(2); - - - s €a(n)) avec o € Sp,.

Donc f(xla Z2,... 7xn) = Z A5(1),105(2),2" " ao‘(n),nf(ea(l)7 €o(2)s- -+ ea(n))
o€S,
D’autre part par antisymétrie : f(eq(1), €5(2);- -+ €a(n)) = (o) f(e1,€2,...,e,). En conséquence :

f($1,$27 cee 71‘71) = [ Z E(U)aa(l),lao’(Q),Q t ao(n),n‘| f(ela €2, -, en) .

gES,,

Posons :

wo(T1,T2,...,T,) = E 5(0)%(1),1%(2),2 * Qg(n)n

oceS,
cette expression s’appelle le déterminant de (z1,zs,...,x,) dans la base b = (e1,...,ep).
On a donc unicité de A : f = Apo.
Montrons que g est bien une forme n-linéaire alternée de E™ dans K telle que : po(er,...,e,) = 1.

e o est clairement une forme n-linéaire car pg(z1,22,...,Yy,...,2,) est de la forme a1y1 + -+ + apy, avec
(Y1, ... ,Yn) les coordonnées de y dans b.
e Soit (k,£) avec k < £ et soit (x1,x2,...,2,) € E™ tels que xy = xy.

Posons 7= (k ¢),ona S, — A, ={o7,0¢€ A,}

SDO(xly Z2,. .. 7xn) = Z E(U>aa(1),1aa(2),2 ©lo(n),n
geS,
= Z A5(1),105(2),2 """ Ao(n),n — Z A57(1),1067(2),2 " " Cor(n),n
€A, €A,
Comme T = Ty, Gor(k)k = Ao(0),k = Uo(0),0 5 Gor(e),0 = Qo(k), = Qo(k),k- €6 que d’autre part ayr(j),; = ao(j),j
pour tout j ¢ {k,¢}. On en déduit que @o(z1,x2,...,2,) = 0 et donc que ¢, est alternée.



e poler,ea,...,e,) = Z £(0)05(1),105(2),2 " * Oa(n);n = 1 (le produit 65(1),100(2),2 "+ * o (n),n est nul dés que
o€S,
o #1d et §; ; symbole de Kronecker ).

3. Formule de changement de bases - théoréme fondamental de la liberté
Théoréme de changement de bases :

Soit b= (e1,...,e,) et b' = (€],...,¢€},) deux bases de E, un K-espace vectoriel (dimFE = n).

On a la formule : ‘detbr(a:l, T2y, Tn) = dety () - dety(z1, T2, ..., 2p) ‘

Démonstration 10

(1,22, .., Tpn) — dety (21,22,...,2,) est une forme n-linéaire alternée de E™ dans K, on a donc par le
théoréme fondamental : dety (21, 22, ..., 2,) = Adety(21, 22, ..., 2,) avec X = dety (€1, ea, ..., e,) = dety (b).
Théoréme fondamental de la liberté :
Soit b = (eq,...,e,) une base de E, un K-espace vectoriel (dimFE = n). ¥(x1,z2,...,2,) € E™,
dety(z1,29,...,2,) #0 <= (z1,22,...,Z,) est libre dans FE.

Démonstration 11

Si (z1,22,...,2,) est liée, on a vu au paragraphe 1. que dety(z1, 22, ..., 2,) = 0.
Si (21,9,...,2,) est libre, alors b’ = (21, xa,...,2,) est aussi une base de E et par la formule de changement
de base : dety (21, T2, . .., x,) = dety (b) -dety (21, 22, . .., Tp). Or dety (21,22, ..., 2,) = dety (b)) = 1, on a done
dety (b) - detp(z1, 22, ..., 2,) = 1 d'ont dety(z1, 2, ..., 2pn) # 0.

4. Déterminant d’un endomorphisme - déterminant d’une matrice carrée
Théoréme - définition :

Soit f un endomorphisme de E, un K-espace vectoriel (dimE = n).
il existe un unique scalaire A appelé déterminant de f et noté det(f), tel que pour toute base b = (ey,...,e,)

de E et pour tout (x1,x2,...,2,) € E™ : dety (f(xl), .. ,f(:vn)) = Adetyp(z1, 22, ..., Tpn)-
On a donc det; (f(:cl), . f(;cn)> — det(f) - dety(z1, Ta, .. ., n).

Démonstration 12

Existence

(21,22, ..., Tn) — dety (f(a;l), f(xa), ..., f(xn)) est une forme n-linéaire alternée de E™ dans IK, on a donc par

le théoréme fondamental : dety, (f(a:l), flza), ..., f(Tn)) = MNdety(z1, 22, ...,2,) avec A = dety (f(el), flea), ..., f(en)>
que l'on notera dety(f (b)), d’ou existence.

Unicité

On a grace a la formule de changement de base :

dety (f(b')) = dety (b)-dety(f (b)) = dety (b)-[dets (f(b))-dety (b)]. Or dety (b)-dety (b') = 1, d’ott dety (f(b')) = dety(f(b))-

Exemples : Soit F un K-ev de dimension n et soient F' et G tel que E = F & G.
Calculer les déterminants det(f) lorsque :
f=1dg , f est la symétrie par rapport & F parallélement & G et f est ’endomorphisme de matrice dans une

00 01
00 2 0
base de E :
0 3 00
4 0 0 0
Définition :
On appelle déterminant d’une matrice carrée A de taille n x n, le déterminant de ses vecteurs
colonnes dans la base canonique de K”.
a1 vt Qi
On le note det(A) ou det A. Si A = : : le déterminant de A se note aussi :
an,a1 An . n
a’l,l e al,j e al’n
ain o aiy o G |= Y E(0)as1),1002)2  Ga(n)n
o€ES,
an71 “e an,j “e an,n




b
d

Exemples : Calculer les déterminants suivant :

. Propriétés des déterminants
Soient E un K-ev de dimension n, (z1,...,2,) € E®, b= (e1,...,e,) une base de E, (f,g) € L(E)?, A € K et
(A, B) € M, (K)2

‘ P, lien vecteur/endo/matrice ‘

Si A= My(f), alors‘ det(A) = det(f) = detp(Cy,...,Ch) ‘oﬁ C4,...,C, sont les vecteurs colonnes de A et by
base canonique de M,, 1 (K)

det(Af) = A" det(f) et det(AA) = A" det(A) .
Py || det(fog) = det(f) - det(g) |et| det(AB) = det(A) - det(B) | et done det(AB) = det(BA) .

f € GL(E) < det(f) £ 0 et A € GL,(IK) <= det(A) #0 .

Si f ou A est inversible, det(f~!) = detl(f) et det(A~!) = detl(A) .

det(AT) = det(A) .

Le déterminant est une forme n-linéaire de ses lignes et de ses colonnes .

e On peut utiliser les opérations élémentaires du pivot de Gauss pour faire apparaitre des zéros soit sur
une ligne soit sur une colonne.

e Un déterminant qui a deux colonnes (respectivement deux lignes) identiques est nul.
e L’échange de deux colonnes (respectivement deux lignes) multiplie le déterminant par —1.

Démonstration 13

det(AA) = > e(0)Aao(1)1) Aa@)2) - (Mg (n),n) = A" det(A)

oES,
det(f o g) = dety(fogler),. .., f oglen)) = det(f) dety(gler), . - ., g(en)) = det(f) det(g) dety(er, - .- , en)
= det(f) det(g).

f € GL(E) <= (f(e1),..., f(en)) base de E <= dety(f(e1),..., f(en)) # 0 <= det(f) # 0.
det(f) det(f~1) = det(f o f~1) = det I, = 1.

det(AT) = Z g(a)al,a(l)a2,0(2) ©Ono(n)

Or a; 5(1)a2,0(2) Uzig(,l) = Ug-1(1),100-1(2),2 " * * Gg—1(n),n » avec le changement de variable bijectif de S,, dans
Spior— o tete(0™) =¢e(0), det(AT) = > (07 )apm1(1)100-1 (22 Qo1 () = det(A).

o~leS,
. Mineur - cofacteur - comatrice
Soit A = (a; ;) € Myp(K) et (i,5) € [1,n] %, on appelle :
e mineur de a; ; , le déterminant A; ; de la matrice extraite de A obtenues en supprimant la i-iéme ligne et la
j-iéme colonne,

e cofacteur de a; ; , le scalaire (—1)"T A, ;.

e comatrice de A , la matrice Com(A) des cofacteurs : | Com(A) = ((—l)i'”'Am-) € M, (K)

Développement selon une ligne ou une colonne :

Lemme :
0
Si A est une matrice carrée de la forme : A = Al : avec A’ € M,,_1(K)
0
* * | Qnon
alors det A = a,, , det A’.

Démonstration 14

On a par définition : det A = Z €(0)aq(1),100(2),2 - - - G (n),n €t comme par hypothése :
ocES,,



Vo € Sp,0(n) #n = ag(n)n = 0, larelation précédente s’écrit : det A = Z £(0)ag(1),100(2),2 - - - Go(n—1),n—10n,n-

ocEeS,,
o(n)=n

Or la restriction a [1,n — 1] de toute permutation o vérifiant o(n) = n est une permutation s de [1,n — 1].
Réciproquement, en prolongeant une permutation s € S,—1 par s(n) = n, on obtient une permutation o € S,,.
De plus, on a alors €(s) = e(¢) puisqu’une décomposition de s en produit de k transpositions donne également
une décomposition de o en k transpositions. On a alors :

det A = Z £(5)as(1),105(2),2 - - - As(n—1),n—10n,n = G, pn det A’
SESH -1

Proposition :
Soit A = (a; ;) € My(K) et (ig,jo) € [1,n] %, on a:
n

edetA= Z(—l)i+j°ai7j0 A, j, (développement selon la jo-iéme colonne)
i=1

n
e det A= Z(fl)i“ﬂaio,ino,j (développement selon la ip-iéme ligne)
J=1

Démonstration 15

Désignons par b la base canonique de K" et par C1,Cs...,C, les colonnes de A. Pour tout entier j € [1,n],
n
onaCj;= Zai’jei, ce qui donne :

i=1

n
det A = detb Cl, CQ, ey Cj—la Zaiyjei, Cj+1, ey Cn
i=1

= Zaw» detb (01,02, .. .,C’j_l,e,»,Cj_H, .. ,Cn)

i=1

Notons :
Di,j = detb (Clv CQ, ey ijl, €, Cj+1, ey Cn)

1,1 1.2 ce ay,5—-1 0 a1,5+1 ce a1,n
a21 a2 2 ce a2 j—1 0 a2 j+1 te az n
| @i—11 Gi—12 Q1,51 0 i—1,54+41 *°° Qi—1n
a;1 a2 Gij—1 1 a1 0 Qim
i41,1 Gi41,2 0 Q41,51 0 Gi41,541 ° Aitln
Gn,1 An,2 t Qp,j—1 0 Qn,j+1 T Qp.n

On peut opérer sur D; ; une suite de n — j échanges de colonnes pour amener la j ime en derniére position,
puis une suite de n — ¢ échanges de lignes pour amener la ¢ éme en derniére position. Le déterminant est alors
multiplié par (—1)"77(=1)""% = (=1)"*J et l'on a :

ai,1 ai2 o a15-1 aij+1 - a1, 0
a1 ag2 o+ G251 azj+1 0 azn, 0O
Dy ;= (1) a;—1,1 Qi—12 ' Gi—15-1 Gi—1j4+1 - Gi—1n O
] 0
i4+1,1 Gi41,2 0 Qi415-1 Ai41541 0 Qidln
Qn,1 Un,2 e Un,j—1 An j+1 e An n
a;1 Q2 Q-1 aij+1 c Gip 1

ce qui entraine, d’aprés le lemme, D; ; = (—1)"TJA, ; et donc :

det A = Z ai’j(—l)“_in’j.
i=1



En appliquant ce résultat a la transposée, on obtient le développement suivant une ligne.
Inverse d’une matrice carrée :
Soit A = (a; ;) € My (K) on a :

e A x Com(A)T = Com(A)T x A = (det A)I,, eSiAeGL,(K),ona: Al =

det A (Com(A)>T

Démonstration 16

Posons B = Com(A) et ABT = (¢; j)1<i<n. Etant donnés deux entiers i et k de [1,n], on a par définition :
1<j<n

Cijk = Zambm = Z(—l)ﬁkﬁk,jam

j=1
e Si k =i la derniére somme ci-dessus représente le développement du déterminant de A suivant la ¢ éme ligne,
ce qui implique ¢; ; = det A.
e Si k # i, soit A" = (a] ;) la matrice obtenue a partir de A en recopiant la i-ieme ligne dans la k-iéme ligne.
Comme A’ admet deux lignes identiques, son déterminant est nul et en développant ce déterminant suivant sa

kéme ligne, on a :
n

k
OzdetA/:Z( )+Ak]ak,j
j=1
Par construction, on a a;c_j = a;,; et, puisque les lignes de A et de A’ autres que les k™ sont identiques, on
a A;C’ ;= Ay, ;. Par suite la relation précédente devient

0=detA = Za” DITFAL 5 = cig

On a donc I'égalité ABT = (det A)I,
On démontre de maniére analogue, en utilisant des développements par rapport aux colonnes la relation BT A = (det A)I,,

Application :| Si A= (a b) € GLo(IK) alors A~ = 1 (d —b)
- c d ad—bc \—c a

7. Résolution d’un systéme S avec les déterminants (Formules de Cramer)

1,171 + a1 2T2 + -+ a1 pTn = by

s X 2121 + a22%2 + - + a2 Ty = bo
Soit a résoudre le systéme de Cramer : S ' ' e

an, 121 + An 222 + -+ Apndn = bn

a11 Gia2 -+ Qln a1 -0 A14-1 by ali+1 - Q1n
a a o _ a1 - Q-1 b2 agiy1 0 a2
Onpose A =| 21 722 2 et pouri € [1,n] : Ay, =| _
On1 Gn2 ' Onn Gp,1  *°°  QAng—1 by, Op i+l " OGpn
On alors l'unique solution (x1,...,%,) du systéme S donné par les formules dites de Cramer :
Ay, A, Ay
£L'1=A ,LUQZA,...7£L'n: A
Démonstration 17
bl T
Posons A = (a;;) € My (K), B=| : [, X = : | etb]labase canonique de IK". Comme S est de Cramer,
bn :1777,
A est inversible et l'on a :
A= (C’1 | Cn) ou Cy,...,C, sont les colonnes de A et (x4, ..., 2,) est (Punique) solution du systéme

S si et seulement si AX = B. Ensuite AX = B < Zx]-Cj = B.
j=1

Enfin A,, = det, (Cl,...,jzj;xjcj,...,cn) :jzi;xjdgt (01,...,Cj,...,cn).

Pour j # i, dety, (Cl, NG R ,Cn> = 0 car il y a deux colonnes égales et pour j = ¢, det;, (Cl, RN O Cn> =A.
On en déduit que A,, = z;A, d’ott le résultat.



