REVISIONS ET COMPLEMENTS SUR

LES MATRICES ET LES DETERMINANTS

1. Matrices par blocs

Il peut étre utile d’écrire une grosse matrice de fagon plus ramassée a ’aide de blocs.

Voici quelques exemples :

123 4

P _(B C)_(B C)_(B C)
008 9 0)| D 0) D 0 D
000 10

1 2 3 4
ou B = (O 5 6) e M3(R), C = (7) € M31(R), (0)=(0 0 0) € Myi3(IR) et D = (10).
0 0 8 9

A A
On peut aussi cloisonner autrement A : A= ( L 2)

wne (3 e (b o= D)

Dans ces 2 cas, on dira que A est triangulaire par blocs.

1 200
De méme A = 3 gl g 2 est diagonale par blocs : A= ( 1?)1 ji)
0078
1 2 5 6
A= Ay = .
avec A; (3 4) et Ay (7 8)
| GENERALISONS |

On appelle matrice par blocs, la donnée d’une matrice A € My p(IK) de la forme :
Ay oo Ay,

A= : avec : V(i,7) € [Ln] x [Lp] : Aij € My, (K).
An,l ce An,p

n p
On a donc Zri =N et th =P.
i=1 j=1
Opérations sur les matrices par blocs

(a) Transposition par blocs
Al,l e Al,p Al’lT e An,lT

Si A= : : , alors AT = : :
Anr oo Anp At AT




(b)

Combinaison linéaire par blocs

Soit A et B deux matrices de méme taille, écrites avec des blocs de tailles compatibles pour ’addition,
alors toute combinaison linéaire de A et B s’écrit par blocs :

)\Al,l + MBLl e >\A17p + H’Bl,p
M+ uB = : :
)\An,l + ,uBn,l ce )\Amp + /J,Bn’p

Produit par blocs

Si A et B sont écrites par blocs sous la forme :

Arg o Any Bix -+ Big
A= : : et B= : :
An,l T An,p Bp,l Bp,q
avec des blocs de tailles compatibles pour le produit matriciel, alors :

Cl,l e CLq p
AB = et V(Z,]) € [[1,%]] X [[LQ]] : Ci,j = ZAi,ozBa,j
le e C’mq a=1

Démonstration (non exigible) 1 (elle est sur le site de la classe Mathématiques / Polycopiés)

Remarque importante : Le produit par blocs précédent s’effectue comme un produit usuel mais,

le produit matriciel n’étant pas commutatif, il est impératif de faire attention a ’ordre dans
lequel on écrit chaque produit A; B, ;.

Exemple Soit (A, B,C, D) € M, (K)*. Effectuer le produit par blocs suivant :

(eo)(ns)-( )

I, 0

Montrer que la matrice < ) est inversible et déterminer son inverse (sous forme de blocs!)

1 1 ¢ i . - A 1 l ] ?
Calculer son déterminant Que peut on en déduire sur les matrices ( C D ) et ( D C )

(réponse : elles ont méme rang et méme déterminant avec un facteur (—1)" prés).

2. Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs

Soit A = <<§) g) € M, (K) avec B € M,(IK) et D € M,(IK), on a alors | det A = det B - det D |.
Démonstration 2
I, C B (0)
On décompose A = ( b ) X ( ) Or
(0) D 0) 1
100 --- 0
010 0
00 1 0|C
(‘3’) g =000 = det D par développement selon la premiére colonne puis selon la
1
0D
0

nouvelle premiére colonne ....p fois jusqu’a "tomber" sur D.



B (0)
0) 1

nouvelle derniére colonne ....q fois jusqu’a "tomber" sur B. On en déduit le résultat.

On fait de méme pour = det B par développement selon la derniére colonne puis selon la

Remarque importante : Le bloc de zéros (0) est indispensable sinon la formule est fausse.

Ay (%) Ay (0) !
Corollaire : | det = det :Hdet A;
(0) Ap (%) Ay)
Démonstration 8 Récurrence sur k et transposition.
Exemple :
1 2 15 74 49 (1 2) (%)
3 4 53 67 123 3 4 1 9 5 1
0 0 5 54 19 |=det (5) =g 4|X3x|5 5 |=—130
00 0 2 -1 (0) (2 —1)
00 o0 7 3 7T 3
. Matrices équivalentes et rang - matrice J,
Définition :

(A, B) € M,,,(IK)? sont équivalentes si : 3(P, Q) € GL,(K) x GL,(K) tel que A = PBQ

Proposition : | La relation "est équivalente" est une relation d’équivalence sur M,, ,(IK)

Démonstration : exercice 4

I, (0)
(0) (0)
Proposition : | A € M,, ,(K) est équivalente a J.(n,p) SSI rg(A)=r .
Démonstration 5

Corollaire : | (4, B) € M, ,(IK)? sont équivalentes SSI : rg(A) = rg(B).
Démonstration 6

Corollaire : | VA € M, ,(K) : rg(A) = rg(AT) |

Démonstration 7

Definition : (1) = ( 1 (0)) € MuylIK)  Junap) = (1, (0) - y000) = ( 1 ) o) = 0

(0)

. Caractérisation du rang par matrices extraites

Soit A € M, ,(K). |[rg(A) =r| SSI il existe une matrice A" extraite de A tel que A" € GL,(K) et si
toute matrice carrée B extraite de A de taille k x k avec k > r vérifie det B = 0.

0 213
Exemple : A = 8 g g 5 Donner 2 exemples de matrices A" et 4 exemples de matrices B.
0459
. Matrices semblables
Définition :

(A, B) € M,,(IK)? sont semblables si : P € GL,(K) tel que A = PBP~!

Remarque importante : Si deux matrices sont semblables alors elles ont méme rang, méme détermi-

nant, méme trace, méme valeurs propres, méme polynoéme caractéristique, méme polynéme minimal,

1 11
@ mais la réciproque est fausse. Contre-exemple : A = (0 (1)> et B = (O 1).

Proposition : | La relation "est semblable" est une relation d’équivalence sur M, (IK)

Démonstration : exercice 8




6. Trace d’une matrice , d’'un endomorphisme , d’un projecteur

Lemme : V(A, B) € M, (K)? alors :  Tr(AB) = Tr(BA).

Démonstration 9

Conséquence-définition :

On appelle trace d’'un endomorphisme f € L(FE) avec dim E' = n, la trace de la matrice de f
dans une base donnée de E. Notation : Tr(f).

Démonstration 10

Proposition : | Soit p un projecteur de L(E) avec dim E = n, on a alors Tr(p) =rg(p)

Démonstration 11

. Opérations élémentaires sur les matrices (6)  Pour tous couple i # j et tou A € K :
(1): |L; «— L, + AL, (2): |C; +— Ci+ N,
(3): |L; +— L, (4): |C;+—C;
(5) : m avec A # 0 (sinon ¢a change le rang) (6): m avec \ # 0.

. Déterminant de Vandermonde

1 1 1
a a2 ap
2 2 2
VDMn(ala---aan) =| @ 3 ap | = H (aj—ai).
: : : : : 1<i<j<n
av b oay! a1
Démonstration 12
Corollaire fondamental : VDM, (ay,...,a,) =0 <= i # j tel que a; = a;.

Exemple d’application :

Montrer que ((X +ap)”, (X +a)", ..., (X + an)”> est libre dans IR[X] avec ap < a1 < + -+ < ay.

9. Transvections

On appelle matrice de transvection de M, (IK), tout matrice du type :

1
1 (0)
1
Tij(\) = In + AE; j = 1 A +— i-iéme ligne

1

(0)

1

/]\

J-iéme colonne

ot |(i,7) € [1,n]? avec i # j et A € K.




Exemples de calcul :

a1+ Aajn arp+Aaje o0 A, + A, a1 Qi o Qip A
a2 az2 e az,n a1 Qo+ dzp+ Adgo
Ti;(MA = . . . . et ATp,(N\) = ,
Ap 1 ap2 tee Apn ap1 Ap2 *°° Qpn + )\an,g
PROPRIETES

10.

Pour tous i # j et pour tout A € K : (I,+\E; ;) (I,—AE; ;) = I,—(0) = I,,, donc| T;;(=\) =T;;(\)!

et donc | L’inverse d’une transvection est une transvection|.

Pour tous i # j et pour tout A € K :| detT;;(A) =1 |et donc| T;;(N) € SL,(K)

La multiplication a gauche par une matrice de transvection 7; j(A) correspond & I'opération élémen-
taire L; «— L; + \L;.

La multiplication & droite par une matrice de transvection 7;;(\) correspond & l'opération
élémentaire C'j <— C,; + \C.

L’opération T; ;(1)T;,(—1)T;(1)A a pour effet de remplacer | L; par L; et L; par —L;|. (on ne
pourrait pas échanger sans changer le signe, parce que sinon on changerait le déterminant).

Théoréme fondamental :

Toute matrice A € SL,(IR) se décompose en produit fini de matrices de transvection.

On va appliquer ’algorithme du pivot de Gauss pour transformer A en [, en utilisant uniquement

des transvections.

Comme A est inversible (car det A = 1 # 0), sa premiére colonne n’est pas nulle. S’il existe i > 2 tel que

, . a1 —
a;1 # 0, alors l'opération Ly +— L — —

L; permet de mettre un coefficient 1 en position (1,1),
a;1

sinon, nécessairement a; ; # 0 et on fait L; <— Ly et Ly <— —L; pour se ramener au cas précédent.
Ensuite, en utilisant le coefficient (1,1) comme pivot, une succession d’opérations sur les lignes puis sur
les colonnes permet d’annuler tous les autres coefficients de la premiére ligne et de la premiére colonne :
il existe donc des matrices de transvection M, ..., M, et Ni,..., N, telles que

1 (0

Ml---MpANl---Nq:( ()) ou A; € SL, 1(K).

(0) A
On recommence le méme algorithme sur A; et ainsi de suite (récurrence finie) jusqu’a la matrice I, (car
det A = 1). Ainsi, il existe des matrices de transvection M, ..., M/ Ni,... N! telles que

MM AN---N' =1I,.

L . 1_ 1 _ !_ ! __ . . .
On en déduit donc que A = M =Y. M,7' N7 N,~'. Or l'inverse d’une transvection est aussi une trans-
r 1 s 1
vection, donc

En conclusion :

Toute matrice de SL,(IK) est un produit fini de matrices de transvections

Transvections par blocs

On dit que 'on a effectué la transvection par blocs ‘ Cy +— C1+ CT |, lorsque 'on peut effectuer

le produit par blocs :
Aiq | Aio « I,| 0 _ Avq + AT ‘ Aio
Agq | Ao T |1, Agq + Ao T ‘ Aso

On dit que 'on a effectué la transvection par blocs ‘ Cy +— Cy+ C4T |, lorsque 'on peut effectuer

le produit par blocs :



Arq | Aig v I, | T _ Aia ‘ Ao+ AiaT
Agq | Ao 011, Agq ‘ Ao+ Aoy T

On dit que 'on a effectué la transvection par blocs ‘ Ly +— L; +TLy |, lorsque I'on peut effectuer le

produit par blocs :

L, | T y Aig | A _ A1 +TAs, ‘ Ao +TAy,
0|1, Ay | Agp Ag ‘ Az

On dit que l'on a effectué la transvection par blocs ‘Lg +— Lo+ T1L4

, lorsque l'on peut effectuer le

produit par blocs :

L0\ [ Aulds ) _ A | A

T |1, Ay | Ags Ao +TA ‘ Aso+TA
Lien avec les transvections "classiques" :
Arg | Aig
Az | Az

revient a effectuer les np transvections "classiques" sur M : V(i,7) € [1,n] x [1,p] :
Ci(M) «— C;(M) +t,;Ciir(M) , ce qui justifie la concision de l’écriture par blocs.

I, 0 1,|T
Remarque importante : (%‘T) et < 67 7 ) sont triangulaires et leurs diagonales n’est com-
q q

posées que de 1. En conséquence elles sont inversibles et de déterminant 1 . On en déduit qu’effectuer

Si on pose T' = () i j)epn)x[1,0] €6 M = ( ) , la transvection par blocs : Cy +— C +CyT

une transvection par blocs ne modifie ni le rang, ni le déterminant (comme les transvections "classiques”).



