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‘ Concours Centrale-Supélec 2005 ‘

Epreuve : Mathématiques 11

Corrigé

Partie 1

TA1) % Noo(A) =0 = Vi € [L,n], > |aiz| = 0. Do Vi € [1,n], Vj € [1,n] : |a;;| = 0 et donc
j=1

A=0.
« VA€ C Vi€ [Ln], Y [Aai| < |A[Nw(A), donc No(AA) < [A| Ny (A)

=1

Si A #£ 0, Nu(A) = Nm(i
[A[Noo(A) = Noo(AA)

1
M) < |=|Nxo(AA), done [A|[Ny(A) < Ny (AA), d'ou I'égalité :
A

SiA=0,T egahte est triviale.
« Vi € [1,n], Z|a” + byl < Z|a”| +Z|b”| < Noo(A) + Noo(B), done Noo(A + B) <

Ny (A) + Ny (B)

Conclusion: | Ny, est une norme sur M, (C)

TA2a) (Z jarzls 0 ) |an,j2j|>
j=1

n
Donc pour tout i € [1,n], Z la; ;2| < Z la; i|12]loc < Noo(A)]2]]0o-
j=1 j=1

Dot || A(2)]loc < Noo(A)[[ 2]l |

A A
[A2b) Vz € C™ — {0}, 142l < Noo(A) done No(A) majore ’ensemble des réels [AG) <Z)H°°

elloo 12]]oo

Soit iy € [1,n] tel que Noo(A) = Z|aio7j| et soit 29 = (e1,...,&,) tel que e; = 1 si a;,; = 0 et

|ai0,j |

g; = —— sinon. On a alors
a/iOaj
NOO(A) = Z Q54,575 , A(Zo) = (Z a1 ,5E€5, ..+, Z an7j5j> et donc ||A ZO ||oo Z |CL10]|.
j=1 j=1 j=1
A o0
Comme ||2p]|cc = maz(1,...,1) =1, on a donc : % = Noo(4)
20||co

A(2) || oo

Conclusion: | N (A) = max%
A

[A2¢) Soit A\g € 04 tel que p(A) = | o] et zg un vecteur propre tel que A(zy) = Agzo, on a alors
A oo A o

G e _ [0l _ 1y ) — ) < o).
[120]loo 120l oo

Conclusion: | p(A) < Ny (A)|.

IA3) N4 est une norme subordonnée a la norme ||o, sur C”, c’est donc une norme d’algebre et

vérifie donc : | Noo(AB) < Noo(A)N(B) |.




[AB(2) [0 Noo(A)IB(2)]|o

Izlloe [12]]oo

Remarque : On peut aussi redémontrer ceci : pour tout z non nul,
No(A)Noo(B) et on retrouve Noo(AB) < Noo(A)Noo(B).

[Ada) * Ng(A) = 0 implique Q@ *AQ = 0 ce qui implique que A = Q0Q ' =0

* No(AA) = Noo(QTIAAQ) = [A|Ng(4)

* No(A+ B) = Noo(Q7H(A+ B)Q) = Noo(Q"AQ + Q7' BQ) < Nwo(Q71AQ) + Noo(Q7'BQ) =
No(A) + No(B).

On en déduit que Ny est une norme.
Enfin No(AB) = Noo (@71 (AB)Q) = Noo(Q ' AQQ ' BQ) < Noo(Q'AQ)Noo(Q™'BQ) = No(A)No(B)

Conclusion: | Ng est une norme matricielle |.

[A4b) Toutes les normes sur M, (C) sont équivalentes donc il existe a > 0 et § > 0 tels que
1
Ny < aNg et Ng < N, donc pour tout A, —N(A) < Ng(A) < SN (A).
a

1
Sif<a,ona ENOO(A) < Ng(A) < BN(A) < aNy(A) et Cg = a convient.

Sinon on a % < é et donc %NOO(A) < éNOO(A) < Ng(A) < BN«(A) et Cy = B convient.
ti1 ti2s t1’352 e tl,ns”_l
0
IB) On a facilement Dg'TDg = | 0 tnons®
0 tn—1n5S
0 0 ton

Dolt Npg(T) = Nuo(Dg'TDg) = max(|t;;| + Pi(|s|)) ot P = Y [ti;|s’" est un polynome de
j=it1
degré au plus n — 1 qui vérifie P;(0) = 0. On en déduit qu’il existe sg tel que pour tout ¢ € [1,n],

|P;(s0)| < g Donc pout tout ¢ € [1,n], |t;:| + Pi(|so|) < p(T) + g, car les valeurs propres de T sont
les ¢;; d’ou on conclut :

Conclusion: | Np, (T') < p(T') + g <p(T)+e

Soit A € M,,(C) alors A est trigonalisable (car son polynéme caractéristique est scindé) donc il
existe une matrice triangulaire supérieure T et une matrice inversible @Q tel que A = QTQ~!. D’autre
part il existe s € C" tel que Np(T) < p(T) + . Or p(T) = p(A) et Np,(T) = Noo(Dg'TDs) =
Noo(Dg'Q rAQDs) = Ngps(A). Posons donc N, = Ngpg, on a alors N.(A) = Np(T) < p(T)+¢ =
p(A) +e

Conclusion: | N.(A) < p(A) + ¢

IC) =] Soit A\g € g4 tel que p(A) = |Ag| et 2o un vecteur propre tel que A(zy) = Agzo, On

a alors pour tout entier & : ||A*(20)]loc < Noo(A¥)||20l0o- D0 [AE20l0c < Noo(A¥)|20l0 et donc

1Mol®][20/lc0c < Noo(A¥)||20]|0e- On en déduit alors 0 < [Ag|* < Ny (A¥). Comme ]}eroloAk =0, on a

klim Noo(A*) = 0 et par théoreme d’encadrement on obtient : klim |\o|¥ = 0 ce qui n’est possible que
—00 —00

Si |Ao| < 1, donc que p(A) < 1.



1—p(A
ﬁ) Posons enfin ¢ = p(A) + ¢, on

<] Soit € > 0 tel que p(A) + & < 1 (par exemple ¢ =
a donc 0 < ¢ < 1. D’aprés le IB), on a 0 < N.(4F) < N.(A)* < (p(A) +¢)" = ¢*. On conclut alors

par théoreme d’encadrement que lim N.(A®) =0

Conclusion: | lim A* = 0 <= p(A) <1

k—00

Partie 11

ITIA1) On a G (A) = D(4 +3i,4) UD(—1+14,1) U D(5 + 6i,v/2 + 3) U D(—5 — 5i,5) et
Geo(A) = D(4+3i,2++v2)UD(~1414,4) U D(5 + 6i,4) U D(—5 — 5i, 3)

>cl:= circle([4,3], 4, color=red):

c2:= circle([-1,1], 1, color=red):

c3:= circle([5,6], sqrt(2)+3, color=red):
cd:= circle([-5,-5], 5, color=red):

dl:= circle([4,3], 2+sqrt(2), color=blue):
d2:= circle([-1,1], 4, color=blue):

d3:= circle([5,6], 4, color=blue):

d4:= circle([-5,-5], 3, color=blue):
plots[display] (cl,c2,c3,c4,d1,d2,d3,d4);




n
[TA2a) Z = (z1,...,2,) et on a les relations pour tout ¢ € [1,n] : Zmiyjzj = 0, donc m;;2; =

=1
n n n !
— > maigz, dots Imagllzsl < 0> Imagllzl <Y Imalll Zllee = Lill Zlle
J=1,j#i j=1j#i j=1,j#i

On choisit ¢ = p, un indice pour lequel || Z]|o = |z,| # 0, on a donc :

[Mppll| Zlloo < Lpl| Z]|oc- D700 = | [mypy| < Ly
ITA2b) Soit A € o4, M = A — A\, n’est pas inversible donc le systeme (A — A\[,)Z = 0 admet

une solution non nulle d’ou il existe p € [1,n] tel que |m,,| < L,(M) (avec L,(M) : la somme

définie au début de II avec une matrice M). Comme m,, = a,, — A et que L,(M) = Z |m; ;| =

=157
n

> (laij = 0]) = L,(A) = L,, on a donc
J=1.5#i

lay, — A < L, ce qui veut dire A € D,(A) C GL(A)

Conclusion: (o4 C G1(A)

ITA2¢) A est valeur propre de A SSI X est valeur propre de ‘A, donc 04 = o14. D’autre part les
sommes L; de A correspondent exactement aux sommes C; de Y et les sommes C; de A correspondent
exactement aux sommes L; de A. On en déduit o4 = o1y C GL(*A) = G¢(A), on conclut avec le
ITA2b) :

Conclusion: |04 C GL(A) NG (A)

ITA3a) On a montré au 11A2a) et b) que si p est valeur propre de A, x un vecteur propre associé

et si x| = ||z||oo alors |agr — pu| < Li, comme p est sur le bord de G(A), on a pour tout i et donc

pour k : |ag — pt| > L. On en déduit que |ay, — p| = Ly ce qui veut dire que : | € Ci(A) |

ITA3b) De Az = px on égalise les k-iémes coordonnées (avec les notations du IIA3a)) : Z A, jTj =
7j=1
pxy, donc

n n
(1 — app)ry, = Z ay,;jxj, donc | — agkl|lr] = Z apjTj, or | — agr| = L (d’apres le
J=Lj#k j=1,j#k
[TA3a)), donc
n
Lz = > Jagllul <

j=1,j#k

n

E : Ak, j L

n
< Z lag j||x;|, on en déduit donc que
J=Li#k

n
Z la ;| (Jz;] — |zk|) < 0. Or pour tout 4,j, on a a;; # 0, donc |a; ;| > 0 et d’autre part,
=1k
|z;] — x| < 0 pour tout j. On doit donc avoir |z;| — |xx| = 0 pour tout j. Donc |z;| = ||z]|~ et grace

au IIA3a), on obtient u € C;(A) pour tout j.

Conclusion: | u € ﬂ C;(A)
j=1

ITA4) Comme le précise I’énoncé, on notera D = D,, (la matrice).



a1 p—la1,2 17—1@1,3 p_lal,n
P1 b3 Pn
=q a =q e
pp 22,1 2,2 p2 32,3 po 2,m
On trouve alors D 'AD = :
P1 P2 Pn—1
—Qp1 =0Ap2 = Qp n—1 Ap.n

Pn Pn ’ e Pn

On en déduit que pour tout i € [1,n], L; = Z \am|& et donc
j=1,j#i !
Di(D™*AD) = {z €C, lz—ay|<Li= ) |ai7j|7ﬁ} et GL(D'AD) = UD D7 'AD).
= Di
J=1,j#i
ITAba) Soit A\g € 04 tel que p(A) = ||, Ao est valeur propre de A donc )\0 est aussi valeur

propre de D 'AD, (méme polynome caractéristique) et donc d’apres I1A2) il existe 4 tel que |\g —

n

ai,i\ S L,L = Z ‘ai,j|27]‘7 done |)\0| S ’ai,i| + Ll = Z|ai,jlj = ;ijla,@ﬂ, donc p(A) =

J=1j#i ! j=1 ! j=1

|Ao| < — Zp]]am\ < rr%ax — ij\a”] et ceci pour tout p > 0, donc p(A) est un minorant des
J 1 o

1
max — E pjlai |, p > 0. Par définition de la borne inf on conclut :
1=1,..,n p
j=1

Conclusion: | p(A) < 1nfp>0 max — Zp]|a”|
] 1

ITA5bi) Montrer que le majorant de p(A) de la question précédente est supérieur ou égal a 83/3
3

revient a montrer que pour tout p > 0, mlax — Z pjla; ;| est supérieur ou égal a 83/3.
3 P
j=1

3
1 83
Supposons le contraire alors pour ¢ = 1,2, 3, on aurait — E pilai ;| < 3 d’oll en sommant les

i
3
Z sziam! <33 =
1= 1
Z Zp]\a”] 19 + 16— + 1602 4 gPt gl gl 4 gls
— P P1 p3 P1 b3 P2
1
D’autre part ’étude des Variations det—t+ ; donne pour tout t > 0, t + n > 2, on en déduit
que pour tout p; > 0 et po >0: — L4 b2 > 2, de méme pour les 2 autres. D’ou
pz p1

19+16—+16—+8——|—8—+8——|—8— > 19416 x 24+ 8 x 2+ 8 x 2 = 83 ce qui donne
P2 b1 D3 b1 D3 2]

3 1 3
Z . ij|az‘,j\ > 83 : Absurde.
- P

Conclusion: | Le majorant du ITA4a) est supérieur ou égal a 3

7T—z —16 8 -9—x —16 8 1 —16
ITIA5Dbil) Pa(z) =| =16 7T—2 =8 |=¢,coppe,|-9—2 7T—x =8 |=(-9-2)1 7—2z
8 -8 —5-=x 0 -8 —5-—ux 0 -8

—5 -



1 16 8
=ryeryn, (F9—=2) 0 23—z —16 |=(=9—=)(z® — 182 —243) = —(z + 9)*(z — 27)
0 -8 —H—-=x
On en déduit une valeur approchée (sic!) de p(A) : | p(A) = 27,000000

[IBla) Si A n’était pas inversible, 0 serait valeur propre de A et donc il existerait un indice i tel
que

la;; — 0| =]a;;| < L; ce qui est absurde et A est inversible.

IIB1b) Si les a;; sont strictement négatifs alors les disques D;(A) ont leurs centres sur la demi-
droite ouverte R* et §'il existe z = a + ib € D;(A) avec a > 0, alors |z — a;;| = |a — a;; + ib] >
la —a;;| = a—a;; > —a;; = |a;;] > L; : absurde car on a supposé que z € D;(A) donc que
la—a;;] < L;. On a donc tous les disques D;(A) qui sont inclus dans le demi-plan Re(z) < 0, comme

les valeurs propres sont toutes dans un de ces disques, on conclut :

Conclusion: | Pour tout A € 04 , Re(A) <0

[IB1c) Une matrice A, symétrique est définie positive SSI ses valeurs propres sont toutes stric-
tement positives. En changeant A en —A a la question précédente, ce qui ne change pas les L; et
les conditions |a;;| > L;, on a : Si A est SDD et si Vi, a;; > 0 alors les valeurs propres ont toutes
une partie réelle strictement positive. Comme A est de surcroit symétrique, les valeurs propres sont

toutes réelles et donc strictement positives, ce qui prouve que A est définie positive.

Conclusion: | Une condition suffisante est Vi, a;; > 0

A 0

[IB2) B étant diagonalisable, il existe une matrice diagonale D = . et une matrice

0 An
inversible P tels que B = PDP~'. VE € M,,(C), posons E; = P"'EP de sorte que F = PE, P~

VA € 0pyp = Opip, il existe i € [1,n] tel que |A — (\; + a;;)| < Li(D + E1) = Li(E) avec
E, = (G;,j)-

Donc |\ — \| < |al,;| + Li(E)) Z|a | < Noo(Ey).

Or Noo(E1) = Noo(P7'EP) = Np(E) et grace au 1A4b), on a Np(E) < CpNy(E).

Comme \; € op, en posant K (B) = Cp, on conclut :

Conclusion: |VE € M, (C), V) e oBiE, 3\ € 0B |5\ — | £ Ko(B)Ny(E)

Partie 111

IIT A1) Soit z € Z;, 2" ch "I Si z # 0 alors en divisant par z"', on obtient :
= Z d’ |z| < Z |CJ .S |z| > 1alors |z] < i M Or l'application t — i le;(t)
a1 j=1 ’

étant Contlnue sur [0, 1] elle y est bornée : il existe un nombre M tel que pour tout t € [0, 1],



n

Z|cj(t)| < M. On a donc pour tout z € Z;, 2| < 1 ou |z] > 1 et alors |z] < M. En posant
j=1
Ry = max(1, M) on conclut :

Conclusion: |Vt € [0,1] Z, C D(0, R)

[ITA2) Raisonons par I’absurde : supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que Vi > 0 3t tel que |t —to| < 7
et VX, € Z, 1 | X, — Xo| > e.

Pour tout & > 1 en jouant avec n = 2—1k 2 3ty tel que [t — to| < % et VXy € Zy, 1 | Xy — Xo| > e

Notons Z;, = {Xi4, , © € [1,n]} (en répétant les racines autant que leur multiplicité) de tel sorte
que

| X1, — Xo| > | Xoy, — Xo| = -+ > | Xy, — Xo| > €.

La suite (X14,, Xo4,,--., Xnt,) est une suite de C™ et cette suite est bornée (par R) grace au

[ITA1). Par Bolzano-Weierstrass, on peut en extraire une sous-suite convergente : il existe ¢ de N

dans N strictement croissante tel que klggo <X1,t¢<k),X2,t¢<k), . 7Xn,t¢<k)> = (Y1, Yn)-
D’autre part on a F;_, (X) = H(X — Xit, ), de la continuité des ¢;, on en déduit que pour
i=1
fout X fixé dans C : lim P, , (X) = P (X) et lim [T(X =X ) = [](X = ). Done P, (X) =

i=1 i=1
n
H(X — ;) et donc il existe un 7 tel que y; = X or ceci est absurde car en passant a la limite lorsque

i=1
k tend vers +o00 pour |X;,;, — Xo| > ¢, on obtient |y; — Xo| =0 > e.

Conclusion: |Ve >0, 3n > 0, V|t —t — 0| <n, 3X; € Z;, | Xy — Xo| < ¢

a b
IIIB1) A = . On essaye a = 0 et b = 1 de sorte que D;(A) = D(0,1) puis on
c d
détermine facilement ¢ et d pour que les valeurs propres soient 2 et 3 : d = 5 et ¢ = —6. Conclusion:
0 1 _
A= convient
—6 5
ai,1 ta;;
I1IB2a) A(t) = d'ou L;(A(t)) = tL;(A) < Li(A) (car t € [0,1]) et donc
tai,j Qpn

Di(A(t)) € Di(A)
Conclusion: | GL(A(t)) C GL(A)

IIIB2bi) t = 0 € E car A(0) = et ay1 € o400 N Di(A) d’ou

0 An,n
IIIB2bii) Soit ty € E, Iy, € daw,) N Di(A). Ay, est donc racine de Py, (X) (polynome ca-

ractéristique). On pose alors pour tout ¢ de [0, 1], P,(X) = (=1)"Pap)(X) = X" + Z c;(t)2"7 avec
j=1

les ¢; qui sont continues sur [0, 1] car polynomiales en ¢ et a;;. On a o4 = Z;. On va utiliser le



[TIA2) :
Pour cela posons Xy = A, € D1(A). Soit € > 0 tel que pour tout j € [2,n], D(Xo,e)ND;(A) =10

(un tel € existe car Xy appartient & C — U D;(A) qui est ouvert (comme complémentaire d'un
=2
fermé)).

Grace au I1IA2) il existe > 0 tel que Vt €]ty —n,to +n[N[0,1] : il existe X; € Z; = o) tel que
| Xy — Xo| <e.0r Xy € Z; = 0ap) C GL(A(t)) C GL(A), comme X; € D(Xo,€), on a X; € Di(A)
(car il ne peut appartenir aux autres D;(A)). On obtient donc X; € oa¢) N D1(A) ce qui veut dire
quet € k.

Conclusion: | E est un ouvert relatif de [0, 1]

IIIB2biii) Pour tout k& > 1, il existe A\, € oaq,) N D1(A). Comme D;(A) est compact, il existe
une suite extraite de (A, )r qui converge vers un élément p de Dy(A) : klim Aty = M-
—00
D’autre part pour tout k (avec les polynoémes P (X) définis au ii)) : Py, (Ar,,,) = 0 d’ott lorsque

k tend vers I'infini : on a, par théoremes généraux : P,(1) = 0 ce qui donne p € o4y N D1(A)

Conclusion: |a € E et E est un fermé relatif de [0, 1]

IT1IB2biv) Avec leur admission, le ii) et le iii) on obtient immédiatement E = [0, 1]. On en déduit
que 1 € E, comme A(1) = A, on a donc
Conclusion: [o4 N Dy(A) # 0

Remarque : On pouvait le démontrer directement sans leur admission en considérant la borne
supérieure de E (comme pour les accroissements finis vectorielles).

IIIB3) Propriétés du spectre? D;(A) rencontre D3(A). Maple donne les 4 valeurs propres :

—4.749157034—5.250443310¢, —.7893550582+.78325783784, 2.851938082+3.5816811607, 5.686574010+
5.885504312¢



