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PROBLEME e3a MP2 2018

Un corrigé d’apres Monsieur Devulder (UPS)

Partie I

1.

Si a = b alors ag = by = a.
Si a, = b, = a alors an41 = bpy1 (en particulier car vVa? = |a| = a).
On en déduit par récurrence que

‘ Si a = b alors (ay,) et (by,) sont constantes égales a a

2. Soient z,y > 0. On a 0 < (V7 — \/y)? = = — 2,/zy + y. On en déduit que
T+
Vo,y >0, 2y < ) Y

3. Une récurrence immédiate montre que Vn € N, a,,b, > 0. Avec la question précédente, on a donc

Vn €N, apy1 < byy1 ou encore
Vn € N*, a, < b,
2b

Soit n > 1. On a any1 = Vanb, > /a2 = a, et b1 < =" = b,,. Ceci montre que

‘ (an)nen+ croit et (by)nen+ décroit ‘
Comme a,, < b, pour n > 1, on a a1 < a, < b, < by et les suites sont donc dans l'intervalle [a1,b;] &
partir du rang 1 et donc bornées (bornée équivaut & bornée a partir d’un certain rang).

‘ (an)nen et (bn)nen sont bornées‘

4. Par théoreme de limite monotone, les suites sont convergentes a limite ¢, et ¢, dans [a1,b1] et donc
strictement positives. En passant & la limite dans la relation de récurrence pour (b,), on obtient £, = £;.

‘ (an)nen et (bn)nen sont convergentes de méme hmite‘

5. Notons (al,) et (b,) les suites définies par les mémes relations de récurrence mais avec aj = b et by = a.
On a alors aj = a; et b = b;. Comme les suites sont récurrentes d’ordre 1, elles sont égale & partir du
rang 1 et donc de méme limite.

De méme, Notons (o) et (3),) les suites définies par les mémes relations de récurrence mais avec g = Aa
et Bp = Ab. On a alors oy = Aay et B; = A\by puis, par récurrence simple, a,, = Aa,, et 5, = A\b,, pour tout
n. Finalement,
| M(b,a) = M(a,b) et YA > 0, M(Aa, Ab) = \M (a, ) |
1
6. On utilise ceci avec A =1/a > 0: =M (a,b) = M(1,b/a) = f(b/a). On a donc
a
b
M(aa b) =af| -
a
Partie 11
7.0t — est continue sur R par théoremes généraux et au voisinage des infinis a

V@ 2B+ 2)

1
o(t) Fodie) > 0 et donc intégrable sur de tels voisinages. La fonction est donc intégrable sur R par
o0

théoreme de comparaison. A fortiori,

‘I(a,b) et J(a,b) existent‘

La fonction ci-dessus étant paire, son intégrale sur RT vaut celle sur R~ (par exemple en effectuant le
changement de variable C!-bijectif : x = —t). Ainsi, par relation de Chasles

| J(a,b) = 2I(a,b)|




1 b 1 b
8. 5 — 3 (s - a> est de classe C! sur R de dérivée 3 (1 + a—2 qui ne s’annule pas. C’est donc une
s s
1 b
bonne fonction de changement de variable (C!-bijectif ). Posons t = 5 <s ¢ > On a
E— s

a+b\> 2 a+0b\? 1 9 9
= ( +b)%+ (s* — ab)?)

( (a +b25 +a2b2)
1

= @(s + a?)(s? 4+ b?)
(Vab)? +t*> = ab+ 4%(5 — ab)?
- L

Par ailleurs, avec les conventions d’écriture usuelles

ds ab ds , 4

On en déduit que

a+b Foo ds
J ,Vab | = = J(a,b
( 2 a) o T D)2+ ) (a.8)

et donc, avce la question précécente

J <‘“2Fb,\/%> — 27(a, b)

9. On prouve ce résultat par récurrence.
- Initialisation : c¢’est vrai pour n =0 car ag = a et by = b.

- Hérédité : si le résultat est vrai au rang n alors comme la question précédente donne

21(an+1,0n41) = J(@ny1,0n41) = 21 (an, by)

le résultat reste vrai au rang n + 1.

[¥n €N, I(an,ba) = I(a,b)]

10. On veut passer a la limite ci-dessus et, pour cela, utiliser un théoreme d’interversion limite-intégrale. On
propose le théoréeme de convergence dominée.
1

@@ )

e La suite (f,) converge simplement (par T.G. des suites de R) sur RT vers

1 1
fit— = 5.
V2 +2) (a2 +12) o+t

e f, et f sont des fonctions continues sur R™ par T.G. pour tout entier n € N.

Posons aw = M(a,b) et f, : t

e Comme pour tout n > 1 on a a, > a; > 0 et b, > a; > 0 (partie I) on en déduit que

1
Vn>1, VteR, |fu(t)] < W = (1)
. 1 o s
© est continue par T.G. et comme p(t) fodir) > 0 intégrable sur R (et indépendant de n).
o0

Le théoreme s’applique et donne

| 1(M(a,b), M(a,b)) = I(a,b)]




11. On remarque que

oo dt 1 1" s
Vo >0, I - % | Zarctan (= -
a>0, I(a,a) /0 P [aarc an (a>}0 50

Ainsi, avec la question 10,

™
I(ab) = —0
(@5 = 3@
ou encore
™
Mla,b) = 510

Partie II1

12. s+ = est de classe C'! sur RT* et sa dérivée s — —x/s? ne s’annule pas. C’est donc une bonne fonction
s

de changement de variable (C!-bijectif). On obtient

/ _ /ﬁ (—/s?)
+t2 x2+t2) +o0 \/(1+l‘2/82)(l‘2+l‘2/82>

B /+°° ds
Vi @)+ )
Par relation de Chasles, on a

ds

I(1,z)
/ V( 1+t2 x2+t2 / 24+ 22)(1+ s?)

On conclut ainsi que

1
NN

vz >0, Ila:_Q/

13. Remarquons que

1 1

2 / 2
V1i4+t2 -1 < 14+¢2 -1
VI+12Va2 + 12 Va2 + 12

Vt}O, = X
VI+ Va2 +2 Va2 42

e Soit par convexité de y — ,/y (courbe en dessous de la tangente en y = 1) on a

Vyz -1 VI+y<i+d
Ainsi,
1 1 T
vt € (0, v, — <
0.4l +t2 Va2 2V + 12
1—V1+¢t2 t2
ou e Vt € [0, /x, + ‘: <z
V1+ 2 VI+£2(1+V1+12)
et I'on a insi,
1 1 T
vVt € 0, vz, — <
0, V4l +2Va? + 12 Va2 + 2| Va2 + 2

On intégre cette inégalité entre 0 et +/x (aucun probleme d’existence) pour obtenir

Nz
t\2/
0

1 1
- dt <2
VIH22Va2 +12 Va2 + 2

vE
< 2z —_—
/0 V2 412

dt

vE
2/ Ly
0o Va2 +t2

On en conclut donc que

dt est négligeable devant 2 dt quand z tend vers 0

Ve Ve
9 - - - -
/0 Va? + 12 /0 Va? + 2




14. La dérivée de t — In(t + V1 + ¢2) sur R est t —

on. a

1 t
————. Par changement de variable linéaire s = —,
i+ 8 x
Ve s

/ﬁ 1 dt_/ r/ﬁ
o ViZ+iz o 1+ 52

= {hq(s—i— 1+ s?) .

et finalement,

Vx>0 /ﬁldt—ln i—i— 1+l
" Jo V242 NG T

15. On a

In (1 +4/1+ i) = _lngx) +In(1+ vz +1)

qui équivaut & —In(z)/2 quand = — 0.
Or, d’aprés la question 13, quand x — 0

I(1,2) 2/ﬁ L
s, ) ~ TS 5
z—0 0 Vit 4+ t2

On en déduit avec la question 14 que

I(1,z) fadte In(z)

Comme f(x) = M(1,z) = , on a ainsi

™
21(1,x)

G
z—0t+  2In(z)

16. On a (avec la partie I)

f (;) =M (1, ;) - %M(x,l) - %M(Lm) - %f(x)

1
Quand x — +00, — — 07 et la question précédente donne alors
T

T

f (@) =af (i) etoe  2In(1/2)

c’est-a-dire

T
z—+00 21n(z)

f(@)

17. On sait que
T

T 2I(1,2)

Ve >0, f(x)=M(>1,x)

On va alors prouver que F' : 2 — I(1, ) est continue sur R™ avec le théoréme de continuité des intégrales
a parametres.

-V >0, t— est continue sur R** par T.G.

1
T+o)@+0)
1

V(A + %) (22 4 12)

- V]a,b] C R™, Vz € [a,b], Vt >0,

-Vt >0, z+— est continue sur R** par T.G.

1 1
<
Ve o) o)+ e
On a vu en question 7 que le majorant ¢ est continue et intégrable sur R*.

= ().

Le théoréme évoqué donne F : x — I(1,x) est continue sur R**. Comme Vz > 0 : F(z) > 0 (théoréme
de l'intégrale nulle) on conclut avec T.G.

‘ f est continue sur R**

18. La question 15 donne f(z) — 0 quand z — 07 et donc



19.

20.

’ On prolonge f par continuité en posant f(0) = O‘

On a aussi par croissances comparées :

fz) - f(0) ™

~
xr—0 az-o0t 2xln(z) +oo

Le graphe de f présente au point d’abscisse 0 une demi-tangente verticale‘

Avec la question 16,
lim zf(x)=0

r—+o0

Au voisinage de +00, on a ainsi une direction asymptotique horizontale. Comme f est de limite infinie en
+00 (toujours la question 16)

‘Le graphe de f présente en +o0o une branche parabolique horizontale‘

L’expression de I(1,z) montre que si 0 < z <y, I(1,2) > I(1,y) > 0. x — I(1,z) est décroissante sur
R* et & valeurs > 0.
Ainsi, avec I’expression rappelée en question 17, ‘ f est croissante sur R ‘

question

- R L

10 ] 14 16 18 20

=
M
e
=,
-]

Partie IV

21.

22.

Avec les questions 7 et 8,

(1, ) :1(1”7\/5)

2
- . 1+=x
On utilise alors la question 5 avec A = g
1+ 1+ 2\/x
M| —— = M1
(2 ﬁ) 2 <’1+x)

On conclut alors avec la question 11 (utilisée deux fois) que

Ma) = ot (1220

14z 142z

(a) lere méthode : On utilise le I, si on considere les suite (a,) et (b,) du I avec ag =1 et bg =z, on a

alorsVn>1:a, >0, b, >0 puis wy = 2 et par récurrence w, = — pour tout entier n > 1. On
ag Qp
conclut alors avec le T 4. que

’ (wy,) converge vers 1 ‘

2eme méthode : On utilise la technique des suites récurrentes :

2yt
On a w1 = h(wy,) avec h(t) = 1_’_\/75 Comme h(RT) C RT et wy € RT,

vn e N, w, existe et w, = 0.
1—t
V(L + 12)

h est de classe C! sur R et V¢ >0, h'(t) = , d’ott le tableau de variation :



0 0

Ainsi h(]0, +o00[) =]0,1] et h([0,1]) = [0,1]. [0,1] est donc un intervalle stable par h. On peut donc,
quitte a décaler d’'un cran la suite, que = < 1.

De plus h est croissante sur [0, 1], donc la suite (wy,),>1 est monotone et bornée donc convergente.
On a h(0) = 0 et h(1) =1, donc (wy,),>1 converge vers 0 ou 1... ou encore vers un autre point fixe

de h.
. 2Vt —t — ¢
Etudions le signe de la fonction ¢(t) définie par ¢(t) = h(t) —t = \/7

1+1¢
1 1
Posons enfin g(t) = 2Vt —t — 2, ¢'(t) = i 1—2tet g"(t) = ~opE 2 < 0, d’ot1 le tableau de
variation :
t 0 « 1
g9"(t) - - -

g9(e)
(t)
g 0 / \ .

On en déduit que Vt € [0,1[ : h(t) >t et donc que Vn > 1: 0 < w, < wyy1, Ce qui assure que

’ (wy,) converge vers 1 ‘

(b) On procede par récurrence.

2
- Initialisation : la question 21 donne I(1,x) = ?I(l,wl), ce qui correspond & la formule
T
pour n = 0.

- Hérédité : supposons le résultat vrai a un rang n > 0. La question 21 donne

1

(L w,
SR~ (1, wn42)

I(1,wpq1) =

Par le résultat au rang n, on déduit celui au rang n + 1.

n

2
YneN, I(l,z) =1(1,w, e
) =) [T 175

(c) On a vu en question 17 que x — I(1,z) est continue sur RT. Ainsi,par critére séquentiel,

lim I(1,w,y1) =1(1,1) = g On en déduit que (p,,) converge et que

n—-+o0o

li n =
nﬂn}rloop 2I(1,x)

En notant ¢ la limite de (p,), on a £I(1,z) = g

Partie V

23. Soit x €] — 1,1[. Pour tout ¢t € R, on a donc |zsin(t)] < 1 et donc 1 — x?sin?(t) > 0. Ainsi, t —

1
est continue sur le segment [0, 7/2] et son intégrale sur ce segment existe.

1 — x2sin?(t)



K est bien définie sur ] — 1,1[|

24. s — arctan(s) est de classe C sur RT* & dérivée ne s’annulant pas et c’est donc un bon changement de

variable (C!-bijectif). Il donne en posant t = arctan(s), dt = 72 et donc :
—_— 0s? s
e dt
I(l,z) =
0 (1 +12) (22 +12)
1/cos (s)

\/ 1+ tan?(s))(z2 + tan?(s))

/ J

22 cos2(s) + sin?(s)

dt
\/x2 cos?(t) + sin’(t)

Vo >0, I(1,2) /

25. Comme sin® = 1 — cos?, on a donc

dt
1= | VI— (=)o)

Le changement affine u = 7/2 — ¢ donne alors

ro] 3

™

I(1,2) = /02 du

\/1 — (1 — 22) sin®(u)

Quand z €]0,1[, 1 — 2% > 0 et est égal au carré de sa racine carrée et ainsi

Vo €]0,1], I(1,2) = K(v/1 — 2?)

26. (a) On a

w/2 /2
Wiy — Wiy = / sin? (1) (1 — sin2()) dt = / cos(t) sin?" (t) cos(t) dt
0 0

1
o] sin®" "1 (¢) et v(t) = cos(t) se dérive en v/(t) =

—sin(t). u,v € C1([0,7/2]) et on peut intégrer par parties pour obtenir

u/(t) = cos(t) sin®"(t) se primitive en u(t) =

7T/2 1
/2
W= Wi = o = [ a0/ (0) dt = =g W

On conclut que

2n+1

VTLGN, Wn+1:2n+2

n

(b) On prouve le résultat par récurrence.
T
- Initialisation : Wy = 3 et le résultat est vrai au rang 0.

- Hérédité : on suppose le résultat vrai au rang n. Avec la question précédente, et en écrivant
2n+1  (2n+2)(2n+1)

m+2 2(n+1)2

W — 2n+1  (2n)! B (2n +2)!
" o222 ()2 T 23 (4 D)2

(2n)!




27. Le cours nous dit que g : t +—

est DSE de rayon 1. Son développement est alors donné par

1
v1—t

Taylor :
> 4(n)
N 9M00) L,
vt el —1,1], g(t) = Z%Tt
On montre par récurrence que
(n) - _ - o n). _ -
g =TI -0 2 =200 2
k=0
= (2n)!

veel - 1,1, g(t) =) Wt”

n=0

28. 11 nous suffit alors d’appliquer 1’égalité en (xsin(¢))? (qui est dans ] — 1,1]) :

e !
Vo~ 1,1, WteR, ——— =} 22(3%:5% sin?" (¢)
1—a2sin(t)  n=0 (n!)

29. A ce niveau, on a

/2 o0 (2n)|
: 2n i 2n
———— " sin“"(t) dt
2n 1\2
=2 (n!)

Vo e] —1,1], K(x):/o

On veut intervertir les symboles. On va utiliser le théoréeme d’intégration terme a terme de Lebesgue pour
les séries de fonctions. Ici, z €] — 1, 1] est fixé.

(2n)!

sur [0,7/2] vers S : ¢t —>

(a) up @ t+— 22" sin?"(t) est le terme général d’une série de fonctions qui converge simplement
1
1 — 22sin%(t)

(b) w, et S sont continues sur [0, 7/2] par TG.

i w
2 @) e (2, @) .
(©) o</0 un ()1t < gl | 2 1t = o e = o
n 2 2)(2 1
Comme 2 — ”;n)if)j Yof? 5 e <1 (ear & €]~ 1)) par d'Alembert (Sa)
n

7r
converge et par TC <Z/2 |un(t)|dt> converge.
0

Le théoreme s’applique et donne

= @2n) o, [T, — (n)! .
K(x):Z22(n(n)l)2x /0 sin? (t)dtzz22(n(n)!)2x W,

n=0 n=0

Il reste a utiliser ’expression de W,, pour conclure que

_ T = ((2n)!)2 2
Ve el —1,1[, K(z) = 5 ngo 16”(n!)4x
30. On a
5 1 L 1

M(3,5) = M(5,3) = 5M(1,3) =

2 I(1,3/5) 2 K(4/5)

On déduit M (3,5) de K(4/5) dont on a une expression sous forme de somme de série numérique. (ce qui
donne M (3,5) = 3.936235504 & 10~ pres (source Maple)
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