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DMn° 12 : Corrigé du probléme

. Soient (P, Q, R) € IR[X]? et soit A € IR.
On a par T.G. t — P(t)Q(t)e™" est continue sur [0, +o0].
En +o0o : P(t)Q(t)e™t = 0(%2) par croissances comparées t2P(t)Q(t)e" . 0. On en déduit par
T.C. que t — P(t)Q(t)e™" est intégrable sur [0, +oo].
On a donc < P, @ > qui est bien définit.
On a clairement < Q,P >=<P,Q > , < AP+ Q,R>= A< P R>+<Q,R><P,P>>0.
Enfin si < P, P >= 0, comme t — P(t)2e~! est continue et positive sur [0, +oo[, par le théoréme de
I'intégrale nulle : Vt € [0, +o00[ P(t)?e~! = 0, donc P(t) = 0. Comme [0, +oo| est infini, on a P = 0.

Conclusion: ’ <, > est un produit scalaire sur IR[.X]. ‘

“+oo
. Posons I, =< X*,1 >= / the~t dt.
0

400 400 —+00
Effectuons une IPP : Vk > 1, on a / thetdt = {7 tke_t}o +/ kthF—le~t dt.
0 0
Les deux intégrales existent (elles valent respectivement < X* 1> et k < X*71,1 >).
—+00
[— tke*t}o =0 par C.C.
On en déduit I, = klj_1 et comme Iy =1, on a I, = k!.
Enfin < X%, X7 >=< Xt 1>,
Conclusion:

VEeIN < XF 1 >=Fklet V(i,j) € N? < X? XJ >= (i +5)! .

. Comme F;, est de dimension finie, le cours assure par le théoréme fondamental que

F, ® F;} = R[X] et donc que le projeté orthogonal de 1 sur F,, existe.

. D'une part <1 —Q,, X" >=0car 1 =Q, + R, avec Q,, € F, et R,, € FnL
Donc 1 — @, € Fi- et comme X' € F,, 1 —Q, L X*.
D’autre part

n n n
<1=Qp, X' >=<1-Y qXF X >=<1,X'>-) ap < X" X' >=il =) ap(k+i)

k=1 k=1 k=1
Or(k+i)!l=1x2---xix(1+i)---(i+k)=i x(14+14)---(i+ k). On en déduit

<1—Qu, X' >= z'!(l - iak(i—l— 1)---(i+k)) — iP(i)
k=1

Conclusion: ’Vi € [1,n] : P.(i) = 0. ‘

. D'aprés le 3) il existe @ telle que P, (X) = Q(X) JJ(x — ).
i=1
Comme d°(P,) < n, on a d’(Q) <0, soit @ = X € IR.

n

On remarque que P,(—1) =1— Zak x 0 = 1. On en déduit que P,(—1) = )\H(—l —1) et donc que

k=1 i=1
)
(n+ 1!
Conclusion: | P, = é;:)l)! | 1(X —1)




6.

10.

11.

+oo
Posons m = inf / (14 art+ -+ a,t™)2e tdt.
elR™ Jo

(a1,...,an)

On remarque que m =d(1, F},)? (distance pour la norme du produit scalaire de ce probléme).
Comme F,, est de dimension finie, le cours assure que

d(laFn)Q = ”1 _Qn||2 =< 1_Qn’1_Qn >=< 1_Qn71 > =< 1_Qan >

Orl-@Q, L@, (car @, € F,), donc

n n
1
A1, F)? =<1=Qn1>=<1-) ap X" 1>=1-> a;k! = P,(0) = T
k=1 k=1
+o00 1

Conclusion: inf / (1+agt+ -+ a,t™)?e tdt = .

(a1,....,an)elR™ Jo n+1

1I1.

. On utilise le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt pour la famille (X,), N : il existe une

suite de polynomes orthogonaux (Qn),, N telle que
Vn € IN : vect(1, X, ..., X™) =vect(Qo, Q1,...,@n) (et < X™ Qn > 0).

1
De plus on construit les polynémes @, grace aux formules : Qg = m =1 et pour tout n > 1 :
n—1 R
=0 "

Posons donc P,, = R,,, on a bien P,, unitaire pour tout n € IN. La famille (pn>ne]N est orthogonale.
Comme les degrés des P, sont échelonnés, la famille (F,), .y est libre et comme pour tout N € IN
(Py, ..., Pn) est libre dans Ry [X], (P, ..., Py) est une base de IRy[X] et donc tout polynéme de
IR X] est combinaison linéaire (Fy, ..., Py) (avec N = max(0,d°P). la famille (P,), .y est donc une
base de IR[X].

Conclusion: | (P,), .\ répond a la question

Unicité (A,), N et (Bn), N deux telles bases.

. On a Py = 1. Ensuite grace a la question précédente (P, = R;,) :

P
PP=X-<X1>Q;=X-<X,1> ”POH
0
Or avec le 2) |R]|? =< 1,1 >=0!=1
PpP=X-<X1>=X-1
P

P=X’-<X?21>1-<X%2,P > ——
1Py ]|

Or [P’ =<X-1,X-1>=< X, X>-2<X,I>+<1,1>=2-2x114+0 =1,
Donc P =X?-2l- < X2 X -1>(X-1)=X2-2-(3-2)(X - 1) = X2 —4X 42

. Comme vect(Py, ..., P,_1) =vect(1,X,..., X" 1) = R,,_1[X] et comme Vi € [0,n—1] : P; L P,, on

conclut :
Conclusion: |Vn € IN* : P, € IR,,_1[X]*.

+oo +o0o
Grace a (), ||Pu||> =< Py, P, >= / PnMret dt/ nlt"e~tdt = n!?.
0 0

Conclusion: | [|P,|| = n!

Calculer le projeté orthogonal de X* sur IRo[X]. (on utilisera une base OTN de IRy[X]).

D’aprés ce qui précede (P, P, %) est une base OTN de Ry[X].

On en déduit que le projeté de X* sur IRy[X] est po(X?) =< X* Py > Po+ < X4 P, > P+ <

P
X4 Py > 72

—+oo —+oco
D’aprés le 9) < X4 Py >= / 0% tdt = 24, < X4, P >= / 43ttetdt = 4 x 24, <
0 0

—+o00

X4 Py >= / 126%t%e 7t dt = 12 x 24.
0



12.

13.

Conclusion: | py(X?) = 72 — 192X + 72X?2

X2 _4X +2

On a donc pa(X*) =24 4+ 96(X — 1) + 288 1

a) En décomposant P, dans IR[X], P,,(X) = D(X)Q(X) avec Q(X) qui est le produit
e de facteurs X — X\ avec A <0,

e de facteurs (X — p)? avec p > 0 et

e de facteurs X2 4+ aX + 8 avec o — 45 < 0

Tous ces polynémes sont positifs sur IRT et par produit @) est positif sur IR™.
On en déduit que |Vt € IRT |, D(t)P,(t) = D(t)2Q(t) > 0|.

b) | < D, P, >=0]car d°D <n—1et P, € R, 1 [X].
400 +oo

c) < D,P, >= D(t)P,(t)e tdt = D(t)?Q(t)e~tdt = 0. Par le théoréme de l'intégrale
0 0

nul, on a : ¥t € RY |, D(t)P,(t) = D(t)?Q(t) = 0. Le polynéme D?Q admet donc une infinité de

racines donc il est nul, or il est de degré n + r : c’est absurde.
n

On en déduit que r = n, autrement dit D(X) = P,(X) = H(X — Tp).
j=1

Conclusion: ’Pn admet n racines deux a deux distinctes dans [0, —|—oo[‘

a) XP, € R,41[X] =vect(Fo,...,Py+1) et donc se décompose sur la base (P, Py, ..., Pyt+1) de
IR,n+1[X] .
n+1

XPy=> aniPr.
k=0

b) Comme P, et P, 1 sont unitaires, on a .

400 400
c) Comme / [tP(1)]Q(t)et dt = / P(t)[tQ(t)]e " dt, on a|< XP,Q >=< P, XQ >|
0 0

d) Aveclec),ona< XP,, P, >=< P, XP, >. Comme d°P, =k <n—2,d° (XP,) =k+1<n—1,
donc X P € R,,—1[X] et d’aprés 9) on a < X P, P, >= 0.
Or < XP,, Py >= apny - | Pe)®> +0

Conclusion: ’al,k =0 Vk<n-— 2‘

+oo
e) < XP,,P,_1 >=<P,,XP,_1 >= / (XPf;i)l(t)t”e_t dt (grace a (x) du 9)).
0

+o0o
Comme XP, 1 =X"+--- ,ona (XP,_1)™ =n! dott < XP,, P, 1 = n!/ t"e~tdt = (n!)?
0

donc a1 |Poi1)? = (n!)?

+oco
Or |Py_i1|? =< Py_1, Poy >= / Pffi}l(t) t"leTtdt = ((n — 1)N2 dott | a1 = n?|
0 N——
=(n—-1)!

Ensuite < X P, P, >=< X(X" +aX" 1 +Q), P, > et d°Q < n — 2.
Donc < XP,, P, >=< X"\ P, >4a < X", P, >+ < XQ, P, >.

~—

=0

Toujours grace a (toujours ), on a :

+o0o +oo
< X" P, >= / nlt"e tdt = (n!)? et < X"+ P, >= / (n+D)"e tdt = ((n+ 1))?
0 0

Calcul de a (on s’inspire de Schmidt) :
P,=X"+aX" '+ Q=X"+aP,_ 1+ Q1 et d°Q; <n—2.
Or < Py, Py 1 >=0,dou < X", P,_1 >4a ||Po1]? +<Q1,Pr1>=0
N———— —— N—————
=(n!)2 =((n—1)!12 et 10) =0
—(n))?
((n—1)1)2

2

Dot a = et donc a = —n~”.



Conséquence < X P, P, >= ((n+ 1)1 —n?(n))? = apn  ||Poll?

=(n!)? et 10

Conclusion: |ay, , =2n +1 ‘

f) On adonc XP, =n?P, 1+ (2n+ 1)P, + Pyy1.
Conclusion: |Vn € IN* : P,y = (z — (2n + 1)) P, — n?P,_1
g) ’Po =letPp=X-1 ‘ (trouvés au 8))

On retrouve | P, = (X — 3)P; — Py = X? —4X + 2| et l'on trouve

]P3:X3—9X2+18X—6et P4:X3—16X3+72X2—96X+24\

1
. a) On pourra "exploser" les intégrales car tout converge : VP € IR[X] , P(t)e™! = 0(?).
o0

+oo
P),Q >:/0 [tP"(t) 4+ (1 — t)P'()]Q(t)e " dt

(
+00 +oo
= / [tP"(t)+ P'(t)] Q(t)e" dt + / ( - tP’(t)Q(t)) e tdt
0 S— 0

u/

On remarque que [tP"(t) +UP’(t)] = [tP'(t)]’, donc
+o00 +oo
u(P).Q> = [tP(HQWe] - /0 L' (O]Q' (1)~ Q(1)]e™") dt+ /

0

“+o00

( —tP’(t)Q(t)) e tdt

+o00
[tP’ (t)Q(t)e*t} . = 0 — 0 = par croissances comparées.

+oo
On en déduit que < u(P),Q >= —/ tP'(t)Q'(t)e~" dt et cette expression est symétrique en P et Q.
0

Conclusion: |V(P,Q) € R[X]? : < u(P),Q >=< P,u(Q) >
b) VP € R, [X], d°(XP" + (1 X)P’) max(1+n—2,14n—-1) <
Conclusion: ’IRH[X] est stable par u ‘

On déduit du a) que u, est autoadjoint (notion réservée a la dimension finie). En conséquence le

théoréme spectral assure que ’6; est diagonalisable‘

) { Vk > 1:u(X*) = Xk(k— 1)X*2 4+ (1 — X)kX* ! = —kXF 4 2XF-1

u(1l) =0
0 12 0 0
0 -1 22 0
Dou| Mp,(up)=1 0 0 -2 avec B, = (1, X,..., X")
0 - 0 n?
0 .o—n

Remarque : le matrice n’est pas symétrique : Pourquoi ?

d) Soit A € sp(u) , 3P € R[X], P # 0 et u(p) = AP.

Si on pose n =d°P € N, on a (avec la matrice ci-dessus) : A € Sp (u,,) = [-n O]] d’ott Sp(u) C Z~.
Réciproquement si —p € Z~ alors —p € Sp (u,) C Sp(u) car Uy(P) = u(P) =

Conclusion: | Sp(u) =Z" ={0>-1>-2>--->-n>---}
e) Soit A € sp(u) et soit (P, Q) € E% avec P et @ non nuls.

Si on pose n = max (d°P,d°Q), on a (P, Q) € R,,[X]? et donc P et Q sont des vecteurs propres de i,
d’out A € Sp (uy,).

Or xg, (x) = —z(—=1—x)--- (—n — ) : les racines sont simples d’ou

(P,Q) € Ey (y)? et dim Ey () = 1.

Conclusion: ’V)\ € Sp(u) : dimE) = 1‘

Soit Pe EhetQe E, avec A#u:




<u(P),Q >=< P,u(Q >= A< P,Q >=pu< P,Q >

= AN—u) <P,Q>=0=<P,Q>=0 et donc .
——

#0
f) En observant les matrices du ¢) pour n = k et n = k—, il est clair que ux = —k est valeur propre

de 7y, et non valeur propre de Uy_1.

Posons E,,, = vect (Q,) avec @, unitaire. On a donc Qi € Ry[X] et Qp ¢ R_1[X] d'ou d°Qy, = k.
Q= k

On a donc ¢ @ unitaire
i#7:Qi L Qj

Donc (Qn),,cN Vvérifie les conditions du II-7), d’ott par unicité :

Conclusion: ’ VneN: Q,=P, eteVvneN E_, =vect(P,) ‘




