DS 3:corrigé
Exercice 1

from time import *

def testl(n):

L=10*[0]

for i in range(9):
L[n%10]=1
n=n//10

if 0 in L[1:10]:
return False

else:
return True

def test2(n):
for i in range(2,9): #inutile de vérifier i=1 et i=9
if (n//10%*%(9-1i)) %i !'=0:
return(False)
return(True)

def recherche():
L=[1]
tO=time() # on regarde 1'heure
print(t0)
for n in range(10**8,10**9-1):
if testl(n) and test2(n):
print(n) # pour visualiser les nb solutions au fur et a
mesure
L.append(n)
t=time()-t0 # c'est le temps qu'elle a mis pour trouver la liste

L

return(L,t, 'secondes')
def rec():

tO=time()

ab=5

L=[1]

c=0

for al in [1,2,3,4,5,6,7,8,9]:
for a2 in [2,4,6,8]:
for a3 in [1,2,3,4,5,6,7,8,9]:
if (al+a2+a3) % 3 == 0:
for a4 in [2,4,6,8]:
for a6 in [2,4,6,8]:
for a7 in [1,2,3,4,5,6,7,8,9]:
for a8 in [2,4,6,8]:
for a9 in [1,2,3,4,5,6,7,8,9]:
nN=al*10**8+a2*10**7+a3*10**6
N+=a4*10**5+a5*10**4+36*10**3
n+=a7*10**2+a8*10+a9
c+=1
if testl(n) and test2(n):
print(n)



L.append(n)
t=time()-t0
return(L,t, 'secondes et nb de nombres testés=',c)

# In [5]: recherche()

# 1478104500.937257

# 381654729

# Out[5]: ([381654729], 2116.312553882599, 'secondes')
#
#

In [6]: 2116.312553882599//60
Qut[6]: 35.0 ----- > 35 minutes pour les trouver

# pour un temps plus rapide: voir la fonction rec:

#In [9]: rec()

#381654729
#0ut[9]: ([381654729], 1.2845449447631836,
# 'secondes et nb de nombres testés=', 559872)

#Remarque: avec les fonctions str et list, on pouvait écrire :
def testl(n):
L=list(str(n))
for i in range(1,10):
if str(i) not in L:
return False
return True
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ITI.A.3) Variations des polynémes de Bernoulli

‘f“ v Men

1
i

a) Montrons par récurrence sur p que, pour tout p € N*, on a les tableaux de variations suivants:

IIL.B -

T 0 Cap—1 1/2 ﬂgp_l 1 x 0 Q2p_1 1/2 ﬁzp_l 1
Ap_a@)| > o « 0 7 Apa@ |07 Mo &
T 0 oy 1/2 By 1 x 0 ag 1/2 By 1
Al@) | . 0 2T N Apu@) [0y 50 T
Pour p = 1, le tableau de de variations de A, est bien comme indiqué avec ay = %— ﬁ et By = %Jp ﬁ,

puis, comme Aj = Ay et A3(1/2) = az = 0, le tableau de variations de A3 est celui voulu. On en déduit,
puisque A} = A3z que Ay croit sur {0, %] donc Ay (%) = (513- — 1) > a4 ce qui donne a4 < 0 < Ay (%)
et donc, grice & sa stricte monotonie, 44 a une unique racine a; © ]O, % [ De méme, puisque A4(1) = ay,
Ay décroit sur [%, 1] et a une unique racine fi; € %, 1]. On a donc le tableau voulu pour 44 et donc
celui de A5 en sachant que A5(0) = A5(1) = A5 (1/2) = 0.

5i le résultat est vrai pour p, du tableau de Ayg,y1, on déduit le signe de Alpr2 qui donne la décroissance

stricte de Aypio sur [O, %] et sa croissance stricte sur [%, 1] et, comme pour Ay ceci donne, puisque
27}_:1- ~1<0, Agpyo (%) <0 < agpy2 donc Ayp o sannule une fois et une seule dans chaque intervalle
]0, %—[ et ] %, 1 [ On en déduit le signe de Ayp42 donc les variations de Agp3, puis son signe sachant que

Agpis s'annule en 0, % et 1. Les tableaux de variations de Agpt4 et Aygpp5 s'obtiennent de méme et sont

bien ceux attendus.

b) ¢ D’apres les tablaux ci-dessus “Azn”‘[i’ll = Max (Iagn[, lAgn (%)I) mais, pour n > 1, IAZn (%)| -
(1 - 52%1-) |azn| < |azn] done ¥n > 1, Vz € [0,1), |A2n ()] < |asal -

o Puisque Apnti(l — z) = ~Agnyyi(z), on a ”A2n+1“£f:1] = ||A3n+1||£’1/2]. Mais si z € [(}, %],
| Azns1{z)| = | Azn41(0) + Iy A2a(t) dt| = |fy A2n(2) dt] < x“AQnHE:’l] car dgny1 = O0sin > 1. Ainsi
V> 1, Vo € 0,1, |Asnpa(z)| < L2220

Formule sommatoire d’Euler-Maclaurin

IT1.B.1) a) Montrons par récurrence sur ¢ € N (il est plus simple de partir de 0) que

q 1 1
£ - £0) = 319 [450790)] + (-0 [ Ao @y,

=1




Pour g = 0, la formule se réduit & f{1) — f(0) = fo "(t) dt qui est vraie et si celle est vraie pour g,
comme, par intégration par parties,

1 1 1 1
/ A0 (et = / A (OO @) dt = [ApnOFI (@) - [ Agr1 (D () dt,
0 0 0
on obtient celle pour g + 1.
b) Puisque A;(0) = —Al(l) = _2 et pour k = 1, Agx(1) = A2k(0} et Aogs1(1) = Asz11(0) =0, onen
déduit, pour tout p = 0,

P

£ - £0) = (£ Q) + 7(0) ) =3 o (1) - 140) - [ tapnrer @ a.

II1.B.2) ¢ En appliquant & fi(t) = f(k +¢), on obtient

flk+1) - f(k) =

Do =

(FE+1)+ F (& Zaz (£ +1) - £ 1)) / A1 (DD (¢ + k) de

g*‘l

l\le—\

==(ffe+1)+ f(k Eaz (f(ﬁ«") (k+1)— (23')(k / A (D FEPR (1) dt

4=1
donc, en sommant entre n et NV, par télescopage,
N41

FN+1)~ Zf(k)+ (F (N4 ()= a2 (FEIHN+1)—F D))= | A5, ()49 (1) e
i=1 "

k=n

et, selon les hypothéses, d’une part, Vj, fU(N +1) o 0 et d’autre part, en notant € est le signe
o

constant de f#+2) sur [n, 00|, V£ € [n, +ool, | A3, (B} F P (2)| < ||Ag,,_,.1||g;‘l1 e f@P+A(1), avec

=400

f i I f(zf’“’(t}' di=e¢ / ’ FOPERA@) At = P () — FOPHD () 5 2t (p)

ce qui montre Pintégrabilité de f@7*2) donc de A, f#+? sur [n, +oo[. En écrivant

P N+1
Zf’(k fN+1)- (n)—%(f’(N+1)~f’(n))+ZazJ-(f<2f>(N+1)—f<2f>(n))+ / A7

k=n j=1
cecl montre la convergence de > F/(k) et donne, 3 la limite,

kzn

> 1= 1) + LF) - Yoy ) + / A (DFPHD (1)

k=n F=1

o0
¢ L'inégalité vue plus haut donne

0,1
B OF O] < [argua[Se [ oD
—€ ||Azp 1||[0 1 plee *1(n) donc , avec le résultat de [A.3.b] , et vu que le signe du majorant est positif,

Az - (t}f(2p+2)( )dt !G'ZP' ‘f(2p+1)(n)|

ke3

%,
II1.B.3) En appliquant la formule ci-dessus a f(z) = ---——-T?1- au rang p — 1, ce qui est [égitime car, comme
on a vu au [ILB.1], f est de classe C°° sur tout [n,+oof pour n € N*, f < 0, Vn € N*, Vx ¢



Rz, f)(z) = (—1)“‘1%}—1 du signe de (=1)*! et Vn € N, £ (z) — 0, on obtient

+oo 2 1
A, () f®@)dt=0 (Wﬁ) )

n

IV - Complément sur ’erreur

IV.A - Encadrement de Perreur
IV.A.1)Si 7 = 1 mod 4 alors selon [IIL.A.3.a], 4, < 0 sur [o, %] et A, > 0 sur [%1] Done, Iinégalité

Vit e [ ] , g(t) € (1) implique Vt € [0, %] , Ax(t)g(D) 2 g (312) An(t). De méme, ¥Vt € [%, 1] , g(t) =
g (%) implique Vt € [?, ] , A(Bg(@®) = ¢ (%) A,(t). On adonc V¢t € [0,1], An(8)g(t) = g (%—) An(t)

1 1
done / A (t)yg(tydt = g (E) / A,(t}dt =0 car n > 1. Le cas n = 3 mod 4 se traite de méme et on
0

peut résumer en Vp € N, / Aspt1(8)g(

IV.A.2) ¢ Par définition (vue au [I1.B.2]) et d’aprés [ITL.B.3], on a pour p > 1,

o0
Zp = 5(@) — Ra) — )= 3 ag; [ (m) = () — JR Y IOt
i=1 "
+o0 k-1
Or / A3, (OFC A (a =Y / Ay (7D (8) dt = Z / Agpr1 (@4 (t 1 k)t et, en

k=n k=n
posant, pour t & [0,1], gx(t) = F&2(t + k), on a gi(t) = F@** Nt + k) > 0 (voir [IIL.B.3]) donc on
peut appliquer [1] et on obtient que Vk > n, fol Agp i1 () FPPH2(t + k) dt est du signe de (—1)? et donc
S(a) — 8, 2p est également du 31gne de (—1)2.
Ceci donne donc S,. 4p < S(a) € Spapta et Sn ap € S8() €5, 4p_2

o Done 0 < S(a) = Snap < Snapsz — Snap = —a4p+2f @42 (n) do IS (@) — Snap| < |agpr2f @D (n)|
et —agp fOP)(n) = Sntp — Snap-z < S(0) — Snpz < 0 d'ot [S(a) B tpe 2| a1 ()| On a
donc traité le cas g = 2p et ¢ = 2p — 1, donc Vg = lS a)— 8, gq’ |azqr2 @4 (n)| .

IV.A.3)On a donc |S(a) - §100!4‘ < |asf®(100)|. Or fO)(z) = (—1)p3x4 xmsgx 6x7 - —72>;:§! (voir

[TT1.B.3]) donc |(a) - §mo,4| < 1071 < 10717

IV.B- Séries de Fourier B

IV.B.1) Ay(e + 27) = (2"3— 1= [ +1]) =45 (& - [(&]) = Zola) car ¥, [+ 1] =[] + 1.
Yz € [0, 2n], Ap(z) = (%) qui se prolonge en une fonction continue sur [0, 27| done, vue la périodicité,
Ap S CMZﬂ(R,R) .

IV.B.2) ERREUR D’ENONCE: lire A,(z) au lieu de A, (t) dans Uintégrande.

1 1
En posant x = 2 t, on a déja Ay(n) = / Ay(u)e ™ dt. Sin =0, on a donc A,(0) = / Ap(updt =10
0 0

e-——Zurnt

e de
(=2irn)?+t

1
car p > 1. Sin # 0, on peut écrire Ap(n) = / Ap(u) fPHD (1) dt en prenant f(t) =
0



fagon A utiliser la formule du [IIL.B.1]. Comme A;(1) = A4;(0) pour j > 2 et f9(1) = fU)(0) pour tout

J, il vient
Ap(n) = (-1)7 |0 - {—1)2%7%#—0)]
soit, A,(0) =0 et Vn € Z*, Ay(n) = _(2_;;)_? _

IV.B.3) Comme au [1], la restriction de A, & [0,2x[ se prolonge en une fonction de classe C* sur [0, 27], donc
A est de classe O™ par morceaux sur R. De plus, la valeur en 21r de ce prolongement est A,(1) donc,

sip = 2, A est continue sur R tandis que si p = 1, A1(0+) = _5 et A1(0 )=
Les theoremes de Dirichlet et de connvergence normale des séries de Fourier donnent donc

si p =1, la série de Fourier de Av1 converge simplement vers Eﬂ sur R \ 2x.Z, vers 0 sur 2a.Z .

{ si p > 2, la série de Fourier de A, converge normalement vers A, sur R ;

IV.B.4)Pour p = 1, on a donc Yz € R, .ng(:b‘) - Z —1—2—- [e™® + 6=*¢] et Asp(0) = Agy(0) = ag, ce qui

(2imn)®
(1)p+1

donne ag, = 52 1% S(2p) .
IV.C- Comportement de Verreur
IV.C.1) Pourp > 1, on a f@0)(n) = ~ S0 L= 9) oy paminy () = 2 (et I - Aot - Do)

(a+2p—1)(a+2p) som) azpi2f 2P (n)| _ _(e+2p— 1)(a + 2p) S(2p + 2)

— 2P (n) et, avec [B.4], 020 () in’n? S(2p)
(2p+2)
IV.C.2) o L'encadrement du [I.A.3] montre que S(a) —— 1 done, & n fixé, Sapraf (n) y 400 et,
a—+oo 02pf(2p) (n) p—r+00

notamment, il existe po tel que Yp 2 po, > 1 et donc dans I’écriture

aspyaf PP+ (n)
azp f 1P} (n)
- n—1 1 1 4 .
Sn,2p = Z '];_“&" - f(n) + Ef,(n) - ZG‘ij(ZJ) (ﬂ)
k=1 i=1

la derniére somme est somme partielle d'une série (alternée) grossierement divergente.

On en conclut que n étant fixé, la suite (§n,2p) - ne converge pas vers S(a) quand p tend vers + oo .
p=

¢ ERREUR D’ENONCE: { doit-on)est mal venu qui suggére une condition nécessaire alors qu’il s’agit d’une
condition suffisante.

On choisit p et n pour que la majorant obtenu au [A.2] soit le plus petit possible. C’est la méthode de
sommation au plus petit terme que Poincaré appelait "méthode des astronomes”.




