Ds n°5 &5* Exercice 1 : d’aprés un corrigé de M. Lucas (UPS) Centrale MP, 2023

I1.C — Une inégalité maximale
Q 13. Soit w € A | Jq € [1,n] tel que nax IR,(w)| = |Rq(w)| = 3z.
PN

Si g = 1, alors w € A; sinon soit py = min{q € [1,n] tel que |R,(w)| = 3z} On a py > 2 et donc
w e A,.
Réciproquement Vp € [1,n] , A, C A

Conclusion : [A = [ ] A, (réunion disjointe )| (si n = 1, alors A = A;).

n

p=1

Q 14. On a donc

A=(AN{Ra[ =22} ) U (AN{[R,| <=z})
d’ou

A C({[Rn| Z 2} UAN{IR,| < 2})) = <{|Rn| > apU (U Ap N{[Ra| < x})>

La réunion étant disjointe, on a donc bien

P(A) <P({IRa| > }) + D P(A,N{|Ra| < z})

p=1

Q 15. Soit p € [1,n]. Soit w € A, N {|R,| < z}.
On a donc |R,(w)| = 3z et |R,(w)| < z. Ainsi selon I'inégalité triangulaire inversée :

[Rn(w) = Rp(w)| = [Rp(w)| = [Ra(w)| > 3z — 2 = 2z
orwe A, doutwe A,N{|R, —R,| > 2z}.

On a bien l'inclusion |A, N {|R,| < z} C A, N {|R, — R,| > 2z}
Q 16. D’aprés Q14 et Q15, on a :

P(A) SP{[Ral > 2}) + D P (A, N {[Ry — Ry| > 20})

Soit p € [1,n]. On a
{IRn = Ryl > 20} = { Zpi1 + Zpsz - + Zo| > 20 |
Ainsi cet événement ne peut s’écrire qu’en fonction de Z,1,...,7Z, alors que A, s’exprime a l'aide de

Zu,....Z,.
Donc le lemme des coalitions s’applique, on a 'indépendance des événements A, et {|R,, — R,| > 2z}

Remarque : en temps limité, on déconseille de formaliser davantage et méme de chercher a écrire

-1 %
A,,:pﬂ{ >z <3x}U{ izj >3x}
i=1 \|j=1 j=1
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Ainsi

P(A) <P({IRa| > a}) + D P(A,) - P({|Rn — Ry| > 22})

or en utilisant 'union disjointe de Q13, on a

1<p<n 1<p<n

ZIP’ P ({[Rn — Ry| > 22}) <) P (A,) max P ({|R, — R,| > 22}) <P (A) max P({|R, — R,| > 22})

Comme P(A) < 1 ,on en déduit que |P(A) <P ({|R,| = =}) + nax P({|R. — R,| > 22})
SPsn

Q 17. e Sin =1 alors comme max(|R;|) = |Ry] et {\Rﬂ > 31’} C {\Rl| > a:}, on a donc

P(IRy| > 32) < P([Ry| > 7) < 3P(Ra(2)| > )

Soit k € [1,n].
On a ¥(a,b) € [—x,z]? |a — b] < 2x, donc si |a — b| > 2z alors on a [ |a| > z ou |b| > x |. Ainsi

{Rn = Re| > 22} C ({|Rn| > 2} U{[Re| > z}) C ({[Rn| = 2} U {|Ri| > 2})
Ainsi P({[Rn — Ri > 22}) SP({[Rn| > 2}) + P({|Ra| > 2}) < 2 max P({|R,| > 2}).

Ce qui avec Q16, permet d’obtenir le résultat attendu :

P ({ s 18,1 > 30 ) = B0 < PR > 23) + 2 o P ({1 > ) < 3 o P (1R, > )

1<p<n 1<p<n
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