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Centrale MP 2021 : épreuve 2
Un corrigé d’après le corrigé de Christophe Devulder (UPS)

I. Inégalité polynomiale de Bernstein et applications.

I.A - Polynômes de Tchebychev

1. On montre par récurrence que ∀n ∈ N, deg(Tn) = n .

- C’est vrai aux rang 0 et 1.

- Supposons le résultat vrai jusqu’à un rang n > 1. On a alors Tn+1 = 2XTn−Tn−1 qui est somme
de deux polynômes de degrés n+ 1 et n− 1. Comme ces degrés sont différents, Tn+1 est de degré
max(n+ 1, n− 1) = n+ 1.

(Tk)06k6n étant échelonnée en degré est libre. Elle contient n+1 éléments de Cn[X] qui est de dimension
n+ 1. Ainsi,

(Tk)06k6n est une base de Cn[X]

2. Procédons encore par récurrence.

- C’est vrai aux rang 0 et 1.

- Supposons le résultat vrai jusqu’à un rang n > 1. On a alors

Tn+1(cos(θ)) = 2 cos(θ)Tn(cos(θ) + Tn−1(cos(θ)) = 2 cos(θ) cos(nθ)− cos((n− 1)θ)

Comme 2 cos(a) cos(b) = cos(a− b) + cos(a+ b), le résultat au rang n+ 1 s’en déduit.

∀n ∈ N, ∀θ ∈ R, Tn(cos(θ)) = cos(nθ)

3. Comme Sn est un espace-vectoriel, il suffit de prouver le résultat pour les éléments d’une base de
Cn[X] (et de conclure par combinaisons linéaires). Or, la question précédente prouve l’appartenance
pour les éléments de la base (T0, . . . , Tn). Ainsi

∀n ∈ N, ∀P ∈ Cn[X], θ 7−→ P (cos(θ)) ∈ Sn

4. Quand θ varie dans R, cos(θ) décrit tout [−1, 1]. Ainsi la norme infinie de Tn sur [−1, 1] est celle de
θ 7−→ Tn(cos(θ)) sur R. Celle-ci vaut clairement 1 (puisque |Tn(cos(θ))| = | cos(nθ)| 6 1 avec égalité si
θ = 0).

∀n ∈ N, ‖Tn‖L∞([−1,1]) = 1

5. Prouvons par récurrence sur n que

∀θ ∈ R, | sin(nθ)| 6 n| sin(θ)|

- C’est immédiat au rang 0 .

- Supposons le résultat vrai jusqu’à un rang n > 0. On a alors, pour tout réel θ,

| sin((n+ 1)θ)| 6 | sin(nθ) cos(θ)|+ | sin(θ) cos(nθ)| 6 | sin(nθ)|+ | sin(θ)| 6 (n+ 1)| sin(θ)|

et le résultat est vrai au rang n+ 1.

Par ailleurs, en dérivant la relation Tn(cos(θ)) = cos(nθ), on obtient

∀θ ∈ R, − sin(θ)T ′n(cos(θ)) = −n sin(nθ)

En combinant ceci,
∀θ ∈ R, | sin(θ)T ′n(cos(θ))| 6 n2| sin(θ)|

On en déduit que si θ 6≡ 0[π], |T ′n(cos(θ))| 6 n2. Par continuité de θ 7−→ T ′n(cos(θ)), ceci reste vrai sur
R.
La norme infinie de T ′n sur [−1, 1] est donc plus petite que n2.
En utilisant une expression précédente, on a

∀θ ∈]0, π/2], |T ′n(cos(θ))| = n
| sin(nθ)|

sin(θ)
∼

θ→0+
n
nθ

θ
= n2

et ainsi (continuité) |T ′n(0)| = n2. On a donc

∀n ∈ N, ‖T ′n‖L∞([−1,1]) = n2
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I.B - Inégalité de Bernstein

6. Au vu de la formule et notamment du terme
B(α)

A′(α)
, on pense à une décomposition en éléments simple

et plus précisément celle de
B

A
:

B(X)

A(X)
= E +

2n∑
k=1

λk
X − αk

avec

E = 0 la partie entière, qui est nulle car doB <doA et λk =
B(αk)

A(αk)
car λk est un pôle simple de

B(X)

A(X)
.

Puis on multiplie par A(X) (toujours dans le corps C(X)) : On a donc

∀B ∈ C2n−1[X], B(X) =
2n∑
k=1

B (αk)
A(X)

(X − αk)A′ (αk)

7. On a Pλ(1) = 0 et donc (X − 1) divise Pλ .

8. On a (X − 1)Qλ(X) = P (λX) − P (λ) que l’on dérive : Qλ(X) + (X − 1)Q′λ(X) = λP ′(λX) puis on
évalue en 1 :

∀λ ∈ C, Qλ(1) = λP ′(λ)

9. Première méthode : On remarque tout d’abord que

R(ωk) = e2inϕk + 1 = 0

et ωk est racine de R. De plus

ϕk − ϕ` = (k − `)π
n

Si k, ` ∈ [[1, 2n]], −2n < k − ` < 2n et donc ϕk − ϕ` ∈]− 2π, 2π[ n’est nul que si k = `.
On a ainsi 2n racines différentes pour R unitaire de degré 2n et donc

R(X) =
2n∏
k=1

(X − ωk)

Deuxième méthode : On recherche une racine particulière α de z2n + 1 = 0 avec z2n = −1 = eiπ soit

α = e
i
π

2n . Les racines de R sont donc les complexes αzk où (zk)16k62n sont les racines 2n-ième de
l’unité. Or αzk = wk (de l’énoncé). D’où le résultat.

10. Si on applique (I.1) avec A = R et αk = ωk (qui sont bien distincts), on obtient, compte-tenu de

R′(ωk) = 2nω2n−1
k = −2n

ωk
(puisque ω2n

k = −1)

B(X) = − 1

2n

2n∑
k=1

B(ωk)R(X)

X − ωk
ωk

Ceci est vrai pour B ∈ C2n−1[X] et en particulier pour Qλ. Comme les ωk sont différents de 1,
l’expression de Qλ donne alors

∀λ ∈ C, Qλ(X) = − 1

2n

2n∑
k=1

P (λωk)− P (λ)

ωk − 1

X2n + 1

X − ωk
ωk

Appliquons cette formule en λ = 1. Avec la question 8, on a alors

λP ′(λ) = − 1

2n

2n∑
k=1

P (λωk)− P (λ)

ωk − 1

2

1− ωk
ωk

Il reste à couper la somme en deux pour conclure que
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∀λ ∈ C, λP ′(λ) =
1

2n

2n∑
k=1

P (λωk)
2ωk

(1− ωk)2
− P (λ)

2n

2n∑
k=1

2ωk

(1− ωk)2

11. (I.2) avec P = X2n donne,

2nλ2n = − 1

2n

2n∑
k=1

2λ2nωk

(1− ωk)2
− λ2n

2n

2n∑
k=1

2ωk

(1− ωk)2
= −λ

2n

n

2n∑
k=1

2ωk
(1− ωk)2

On en déduit que

1

2n

2n∑
k=1

2ωk
(1− ωk)2

= −n

ce qui permet, après multiplication par P (λ) de réécrire le second terme de (I.2) et de conclure que

∀λ ∈ C, λP ′(λ) =
1

2n

2n∑
k=1

P (λωk)
2ωk

(1− ωk)2
+ nP (λ)

12. Soit f ∈ Sn. Il lui est associé une suite (ak)06k6n et une suite (bk)16k6n. Avec les formules d’Euler, on
a

f(θ) = a0 +
n∑
k=1

(
ak − ibk

2
eikθ +

ak + ibk
2

e−ikθ
)

= e−inθ

(
a0e

inθ +
n∑
k=1

(
ak − ibk

2
ei(k+n)θ +

ak + ibk
2

ei(n−k)kθ
))

Si on pose

U(X) = a0X
n +

n∑
k=1

(
ak − ibk

2
Xk+n +

ak + ibk
2

Xn−k
)

on obtient un élément de C2n[X] tel que f(θ) = e−inθU(eiθ).

∃U ∈ C2n[X], ∀θ ∈ R, f(θ) = e−inθU
(
eiθ
)

13. On utilise Euler généralisé : 1− ωk = eiϕk/2(e−iϕk/2 − eiϕk/2) = −2ieiϕk/2 sin(ϕk/2) et ainsi

2ωk
(1− ωk)2

=
2eiϕk

−4eiϕk sin(ϕk/2)2
=

−1

2 sin(ϕk/2)2

Appliquons la question 11 au polynôme U de la question 12. Avec l’expression ci-dessus, on obtient

λU ′(λ) = − 1

2n

2n∑
k=1

U (λωk)
1

2 sin(ϕk/2)2
+ nU(λ)

En particulier, pour λ = eiθ, on obtient (puisque f ′(θ) = −inf(θ) + ie−inθeiθU ′(eiθ))

−ieinθ(f ′(θ) + inf(θ)) = − 1

2n

2n∑
k=1

U
(
ei(θ+ϕk)

) 1

2 sin(ϕk/2)2
+ nU(eiθ)

= − 1

2n

2n∑
k=1

ein(θ+ϕk)f(θ + ϕk)
1

2 sin(ϕk/2)2
+ neinθf(θ)

Comme einϕk = i(−1)k, on conclut que

−if ′(θ) = − 1

2n

2n∑
k=1

i(−1)kf(θ + ϕk)
1

2 sin(ϕk/2)2

On a montré que
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∀θ ∈ R, f ′(θ) =
1

2n

2n∑
k=1

f (θ + ϕk)
(−1)k

2 sin (ϕk/2)2

14. D’après la question 11 avec P = 1, on a

1

2n

2n∑
k=1

2ωk
(1− ωk)2

= −n

et avec la question 13, on en déduit que

1

2n

2n∑
k=1

1

2 sin (ϕk/2)2
= n

Par inégalité triangulaire à partir de la question 13,

|f ′(θ)| 6 1

2n

2n∑
k=1

‖f‖L∞([−1,1])
1

2 sin (ϕk/2)2
= n‖f‖L∞([−1,1])

∀θ ∈ R, |f ′(θ)| 6 n‖f‖L∞(R)

I.C - Quelques conséquences de l’inégalité (I.4)

15. Soit P ∈ Cn[X]. Posons f : θ 7−→ P (cos(θ)). La question 3 nous indique que c’est un élément de Sn et
on peut donc lui appliquer la question 14. Mais on a

∀θ ∈ R, f ′(θ) = − sin(θ)P ′(cos(θ))

Si x ∈ [−1, 1], on applique ceci avec θ = arccos(x). Comme sin(arccos(x)) =
√

1− x2 (car sin(θ) =√
1− cos2(θ) quand θ ∈ [0, π])

| −
√

1− x2P ′(x)| 6 n‖f‖L∞(R) 6 nPL∞([−1,1])

Le majorant est indépendant de x et ainsi

∀P ∈ Cn[X], ∀x ∈ [−1, 1],
∣∣∣P ′(x)

√
1− x2

∣∣∣ 6 n‖P‖L∞((−1,1))

16. Soit Q ∈ Cn−1[X]. Posons f : θ 7−→ Q(cos(θ)) sin(θ). On sait déjà que Q(cos(θ)) ∈ Sn−1 et s’écrit donc
comme combinaison de cos(kθ) et sin(kθ) pour k ∈ [[1, n− 1]] et d’une constante. Or,

cos(kθ) sin(θ) =
1

2
(sin((k + 1)θ)− sin((k − 1)θ))

sin(kθ) sin(θ) = −1

2
(cos((k + 1)θ)− cos((k − 1)θ))

et f(θ) est donc combinaison de cos(jθ) et sin(jθ) pour j ∈ [[0, n]] et de sin(θ) (pour la constante mul-
tipliée par sin(θ)). C’est donc un élément de Sn. Comme f ′(θ) = Q(cos(θ)) cos(θ)− sin2(θ)Q′(cos(θ)),
on a f ′(1) = Q(1) (θ = 0). Avec (I.4), on a donc

|Q(1)| 6 n‖f‖L∞(R)

Remarquons alors que

∀θ ∈ R, |f(θ)| = |Q(cos(θ)) sin(θ)| = |Q(x)|
√

1− x2 avec x = cos(θ)

et donc |f(θ)| est plus petit que la borne supérieure des |Q(x)|
√

1− x2 pour x ∈ [−1, 1]. Ainsi

|Q(1)| 6 n sup
−16x61

∣∣∣Q(x)
√

1− x2
∣∣∣
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17. Soit R ∈ Cn−1[X] et t ∈ [−1, 1]. Considérons St(X) = R(tX) ∈ Cn−1[X]. La question précédente
utilisée avec ce polynôme donne

|St(1)| = |R(t)| 6 n sup
−16x61

∣∣∣R(tx)
√

1− x2
∣∣∣

Pour tout x ∈ [−1, 1], on a 1− x2 6 1− t2x2 et donc
√

1− x2 6
√

1− t2x2. Ainsi

∀x ∈ [−1, 1],
∣∣∣R(tx)

√
1− x2

∣∣∣ 6 ∣∣∣R(tx)
√

1− (tx)2
∣∣∣ 6 sup

−16y61
|R(y)

√
1− y2|

On a ainsi montré que

sup
−16x61

∣∣∣R(tx)
√

1− x2
∣∣∣ 6 sup

−16y61
|R(y)

√
1− y2|

et on a donc

|R(t)| 6 n sup
−16x61

∣∣∣R(x)
√

1− x2
∣∣∣

18. Soit P ∈ Cn[X], on peut appliquer ce qui précède à P ′ ∈ Cn−1[X] :

∀t ∈ [−1, 1], |P ′(t)| 6 n sup
−16x61

∣∣∣P ′(x)
√

1− x2
∣∣∣

Avec la question 15, on a donc

∀t ∈ [−1, 1], |P ′(t)| 6 n2‖P‖L∞([−1,1])

et ainsi

‖P ′‖L∞([−1,1]) ≤ n2‖P‖L∞([−1,1])

19. D’une part, on ‖Tn‖L∞([−1,1]) = 1 (question 4). D’autre part, ‖T ′n‖L∞([−1,1]) = n2 (question 5). Ainsi,

L’inégalité est une égalité quand P = Tn ∈ Cn[X]

II Inégalités de Bernstein et transformée de Fourier

II.A - Transformée de Fourier d’une fonction

20. On utilise le théorème de continuité des intégrales à paramètres.

- Pour tout x ∈ R, la fonction x 7−→ f(t)e−itx est continue sur R par T.G.

- Pour tout t ∈ R, la fonction x 7−→ f(t)e−itx est continue sur R par T.G.

- On a l’hypothèse de domination : ∀x ∈ R, ∀t ∈ R, |f(t)e−itx| 6 |f(t)| et la fonction |f | est
continue et intégrable sur R

Ainsi, la fonction f̂ est définie et continue sur R.

∀f ∈ L1(R), f̂ ∈ C0(R)

21. L’application f 7−→ f̂ est linéaire (linéarité du passage à l’intégrale : ̂(λf + g) = λf̂ + ĝ).

Soit f ∈ L1(R). On a

∀x ∈ R, |f̂(x)| 6
∫
R
|f(t)e−itx| dt =

∫
R
|f(t)| dt = ‖f‖1

et donc f̂ ∈ L∞(R) avec
‖f̂‖∞ 6 ‖f‖1

Ceci montre que l’application linéaire f 7−→ f̂ est continue et même 1 lipschitzienne (pour les normes
proposées).
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f 7−→ f̂ est continue de
(
L1(R), ‖ · ‖1

)
dans (L∞(R), ‖ · ‖∞)

22. f étant continue, g l’est aussi. De plus, le changement de variable linéaire u = λx donne∫ a

0
|g(x)| dx =

1

λ

∫ λa

0
|f(u)| du

et cette quantité admet une limite finie quand a → +∞ et aussi quand a → −∞. Il y a donc
intégrabilité aux voisinage des infinis et

g ∈ L1(R)

On peut alors écrire ĝ(x) et le même changement de variable C1-bijectif donne

ĝ(x) =
1

λ

∫ +∞

−∞
f(u)e−ixu/λ du

et ainsi

ĝ(x) =
1

λ
f̂(
x

λ
)

II.B - Produit de convolution

23. Soit x ∈ R. La fonction t 7−→ f(t)g(x− t) est continue sur R. On a

∀t ∈ R, |f(t)g(x− t)| 6 |f(t)|‖g‖∞

f étant intégrable sur R, la fonction t 7−→ f(t)g(x − t) l’est aussi, ce qui assure la définition de f ∗ g
sur R.
Le changement de variable C1 bijectif u = x− t donne immédiatement

∀x ∈ R, (f ∗ g)(x) =

∫ +∞

−∞
f(x− u)g(u) du = (g ∗ f)(x)

24. L’inégalité de la question précédente entraine que

∀x ∈ R, |(f ∗ g)(x)| 6 ‖g‖∞‖f‖1

et ainsi

f ∗ g est bornée et ‖f ∗ g‖∞ 6 ‖f‖1‖g‖∞

25. On utilise le théorème Ck des intégrales à paramètres. Posons h(x, t) = f(t)g(x− t)
• ∀x ∈ R, t 7−→ h(x, t) est continue sur R par T.G.

• ∀(x, t) ∈ R2, |f(t)g(x− t)| 6 ‖g‖∞|f(t)| et ce majorant est intégrable sur R, donc t 7−→ h(x, t) est
intégrable sur R.

• ∀t ∈ R, x 7−→ h(x, t) est de classe Ck sur R par T.G. de dérivée p-ième
∂kh

∂xk
(x, t) = f(t)g(p)(x− t)

• ∀t ∈ R, t 7−→ f(t)g(p)(x− t) est continue sur R par T.G.

• ∀x ∈ R, t 7−→ f(t)g(p)(x− t) est continue sur R par T.G.

• (H.D.) ∀x, t ∈ R, ∀p ∈ [[1, k]],
∣∣f(t)g(p)(x− t)

∣∣ 6 ‖g(p)‖∞|f(t)| et ce majorant est intégrable sur R.

(cette majoration permet d’assurer que t 7−→ ∂ph

∂xp
(x, t) est intégrable sur R pour p ∈ [[1, k − 1]] et

qu’on a la (H.D.) pour t 7−→ ∂kh

∂xk
(x, t).

Le théorème Ck s’applique et donne que
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f ∗ g est de classe Ck avec (f ∗ g)(k) = f ∗
(
g(k)

)
26. Par définition

f̂ ∗ g(ξ) =

∫ +∞

−∞
(f ∗ g)(x)e−ixξ dx =

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
e−ixξf(t)g(x− t) dt

)
dx

Avec le résultat admis,

f̂ ∗ g(ξ) =

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
e−ixξf(t)g(x− t) dx

)
dt

On effectue le CDV C1 bijectif : u = x− t dans l’intégrale intérieure :

f̂ ∗ g(ξ) =

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
e−i(u+t)ξf(t)g(u) du

)
dt

et on peut “faire sortir” de l’intégrale les termes indépendants de la variable u

f̂ ∗ g(ξ) =

∫ +∞

−∞

(
f(t)e−itξ

∫ +∞

−∞
e−iuξg(u) du

)
dt =

∫ +∞

−∞
f(t)e−itξ ĝ(ξ) dt

Là encore ĝ(ξ) peut sortir de l’intégrale et on obtient f̂(ξ)× ĝ(ξ).

f̂ ∗ g = f̂ ĝ

II. C - Introduction d’une fonction plateau

27. ϕ est de classe C∞ sur R+∗ par théorèmes d’opération. On prouve par récurrence que

∀k ∈ N, ∃Pk ∈ R[X], ∀t > 0, ϕ(k)(t) = Pk(1/t)e
−1/t

- C’est vrai au rang 0 avec P0 = 1.

- Supposons le résultat vrai jusqu’à un rang k > 0. On peut alors redériver et obtenir

∀t > 0, ϕ(k)(t) =

(
− 1

t2
P ′k(1/t) +

1

t2
Pk(1/t)

)
e−1/t

Pk+1 = X2(−P ′k + Pk) est un polynôme convenable au rang k + 1.

ϕ est aussi de classe C∞ sur R−∗ à dérivée nulle. Par le théorème de limite de la dérivée (TLD), il
suffit de montrer que toutes les dérivées ont une limite finie à droite et gauche en 0 et que ces limites
sont égales pour conclure que f est de classe C∞ sur R. C’est le cas avec une limite nulle (évident à
gauche et croissances comparées à droite).

ϕ est de classe C∞ sur R

28. On vérifie que

∀t ∈ R, ψ(t) = ϕ(1− t2)

En effet, si |t| > 1, 1−t2 6 0 et ϕ(1−t2) = 0 = ψ(t) et si |t| < 1, 1−t2 > 0 et ϕ(1−t2) = e1/(t
2−1) = ψ(t).

Par théorèmes généraux,

ψ ∈ C∞ sur R

29. θ est de classe C∞ sur R comme primitive d’une telle fonction. De plus θ′ est nulle sur chaque inter-
valle ]−∞,−1] et [1,+∞[ et donc θ est constante sur chacun de ces intervalles.

θ est constante sur ]−∞,−1] et sur [1,+∞[
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Par théorème fondamental,

θ(x) =

∫ x

0
ψ(t) dt

et les constantes sont

A = −
∫ 0

−1
e

1

t2 − 1 dt et B =

∫ 1

0
e

1

t2 − 1 dt

Dans les deux cas, on intègre une fonction continue positive non nulle et les intégrales sont > 0. Ainsi

A < 0 < B et par parité A = −B

et les constantes sont en particulier différentes.

30. Question vraiment difficile, il fallait faire beaucoup de dessins :

d’ailleurs ceux qui en en fait on eut des points (voir rapport de jury)

On utilise θ pour construire de manière C∞ une fonction h1 qui est vaut 0 si t < −1 et vaut 1 si t > 1.
Puis à l’aide de h1, on construit ensuite une fonction H1 qui vaut 0 si t < −2 et vaut 1 si t > −1.

On fait de même avec h2 pour obtenir une fonction H2 qui vaut 0 si t > 2 et vaut 1 si t < 1.

La fonction ρ = H1H2 convient alors.

Notons h1 =
ψ −A
B −A

: c’est une fonction de classe C∞ sur R, nulle sur ]−∞,−1] et valant 1 sur [1,+∞[.

H1(t) = h1(2t+ 3) vaut 0 si t 6 −2 et vaut 1 si t > −1.

Notons h2 =
ψ −B
A−B

: c’est une fonction de classe C∞ sur R, nulle sur [1,+∞[ et qui vaut 1 sur

]−∞,−1].
H2(t) = h2(2t− 3) vaut 0 si t > 2 et vaut 1 si t 6 1.

La fonction ρ = H1H2 est nulle hors de ]− 2, 2[ et vaut 1 sur [−1, 1].

Il existe ρ ∈ C∞(R), constante égale à 1 sur [−1, 1] et constante égale à 0 sur R\[−2, 2]

II.D - Inégalités de Bernstein

31. On remarque tout d’abord que

r(x) =
1

2π

∫ +2

−2
eixξρ(ξ) dξ

On utilise le théorème de régularité des intégrales à paramètres avec I = [−2, 2].

- Pour tout x, ξ 7−→ eixξρ(ξ) est continue sur le segment I et donc intégrable sur ce segment.

- Pour tout ξ ∈ [−2, 2], x 7−→ eixξρ(ξ) est de classe C1 sur R de dérivée x 7−→ iξeixξρ(ξ).

- Pour tout x, ξ 7−→ iξeixξρ(ξ) est continue sur I.

- On a enfin, pour tout x ∈ R et ξ ∈ [−2, 2], |iξeixξρ(ξ)| 6 2‖ρ‖∞,[−2,2] = ϕ(ξ) qui est intégrable
sur le segment [−2, 2].

r ∈ C1(R) et r′(x) =
i

2π

∫ +∞

−∞
ξeixξρ(ξ) dξ

32. Utilisons à nouveau l’expression ci-dessus de r. Par intégrations par parties (sur un segment) et comme
ρ et toutes ses dérivées sont nulles en 2 et −2, on trouve

2πx2r(x) = i

∫ +2

−2
xeixξρ′(ξ) dξ = −

∫ +2

−2
eixξρ′′(ξ) dξ

et ainsi

|x2r(x)| 6 1

2π
4‖ρ′′‖L∞([−2,2])

x 7−→ x2r(x) est bornée sur R
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r est continue sur R et les seuls problèmes d’intégrabilité sont au voisinage des infinis. En notant M un
majorant de x2r(x), on a |r(x)| 6M/x2 qui prouve cette intégrabilité par comparaison aux fonctions
de Riemann.

r est intégrable sur R

Enfin, on a |r(x)| 6 2

π
‖ρ‖L∞([−2,2]) et

r est bornée sur R

33. Commençons par le cas λ = 1. Les fonctions f et r vérifient les hypothèses de la question 26 et on a

donc f̂ ∗ r = f̂ r̂.
Par ailleurs, le second résultat d’inversion de Fourier donne ρ = r̂ et r̂ est donc égale à 1 sur [−1, 1].
Ainsi, f̂ r̂ est égale à f̂ sur [−1, 1] mais cela est aussi vrai ailleurs (où il y a nullité).

On a donc f̂ ∗ r = f̂ r̂ = f̂ et donc f ∗ r = f par formule d’inversion de Fourier.

Pour un λ > 0 quelconque, on remarque que (changement de variable C1-bijectif u = λt)

f ∗ rλ(x) =

∫ +∞

−∞
f(x− t)r(λt) dt =

1

λ

∫ +∞

−∞
f(x− u

λ
)r(u) du =

1

λ
(f1/λ ∗ r)(λx)

Or, f̂1/λ(x) = λf̂(λx) est nulle en dehors du segment [−1, 1], intégrable sur R et f1/λ ∈ L1(R)∩C1(R).
On peut donc, avec le premier cas, affirmer que f1/λ ∗ r = f1/λ. Ainsi

f ∗ rλ(x) =
1

λ
f1/λ(λx) =

1

λ
f(x)

f = λf ∗ rλ

34. La question 25 donne alors en dérivant (r et sa dérivée sont bornées) f ′ = λf ∗ (rλ)′ et la question 24
indique que

‖f ′‖∞ 6 λ‖f‖∞‖(rλ)′‖1
Il suffit alors de remarquer que∫ ∞

−∞
|(rλ)′(x)| dx =

∫ ∞
−∞
|λr′(λx)| dx =

∫ +∞

−∞
|r′(u)| du

pour conclure que

‖f ′‖∞ 6 λ‖f‖∞‖r′‖1
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