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Centrale MP 2021 : épreuve 2
Un corrigé d’apres le corrigé de Christophe Devulder (UPS)

I. Inégalité polynomiale de Bernstein et applications.

I.A - Polynoémes de Tchebychev

1. On montre par récurrence que ’Vn € N, deg(T,) =n ‘

- C’est vrai aux rang 0 et 1.

- Supposons le résultat vrai jusqu’a un rang n > 1. On a alors T}, 11 = 2XT,, —T),_1 qui est somme
de deux polyndmes de degrés n+ 1 et n — 1. Comme ces degrés sont différents, T;,41 est de degré
max(n+1,n—1)=n+ 1.

(Tk)o<k<n étant échelonnée en degré est libre. Elle contient n+1 éléments de C,,[ X | qui est de dimension
n + 1. Ainsi,

’ (Tk)o<k<n est une base de C,,[X] ‘

2. Procédons encore par récurrence.
- C’est vrai aux rang 0 et 1.
- Supposons le résultat vrai jusqu’a un rang n > 1. On a alors

Th+1(cos(0)) = 2cos(0)T5,(cos(0) + Tr—1(cos(f)) = 2 cos(8) cos(nb) — cos((n — 1)0)

Comme 2 cos(a) cos(b) = cos(a — b) + cos(a + b), le résultat au rang n + 1 s’en déduit.

’Vn € N, VO e R, T,(cos(#)) = cos(nb) ‘

3. Comme S,, est un espace-vectoriel, il suffit de prouver le résultat pour les éléments d’une base de
C,[X] (et de conclure par combinaisons linéaires). Or, la question précédente prouve l'appartenance
pour les éléments de la base (Tp,...,T,). Ainsi

¥ne N, VP € C,[X], 01— P(cos(0)) € S, |

4. Quand @ varie dans R, cos(f) décrit tout [—1,1]. Ainsi la norme infinie de 7T, sur [—1,1] est celle de
0 — T, (cos(#)) sur R. Celle-ci vaut clairement 1 (puisque |1, (cos(0))| = | cos(nf)| < 1 avec égalité si
6 =0).

vn e N, [[Thll o1, =1

5. Prouvons par récurrence sur n que
Vo € R, |sin(nd)| < n|sin(6)]
- C’est immédiat au rang 0 .
- Supposons le résultat vrai jusqu’a un rang n > 0. On a alors, pour tout réel 9,
|sin((n 4+ 1)0)| < |sin(nd) cos(0)| + | sin(f) cos(nd)| < |sin(nd)| + |sin(f)| < (n + 1)|sin(6)|
et le résultat est vrai au rang n + 1.
Par ailleurs, en dérivant la relation 7T}, (cos(f)) = cos(n#), on obtient
VO € R, —sin(0)T} (cos(0)) = —nsin(nd)
En combinant ceci,
VO € R, |sin(h)T)(cos(6))| < n?|sin(8)]
On en déduit que si 0 # O[x], |77 (cos(8))| < n?. Par continuité de § — T (cos(f)), ceci reste vrai sur
R.

La norme infinie de T}, sur [—1,1] est donc plus petite que n?.
En utilisant une expression précédente, on a

’ __|sin(nd)| nd o
VO €)0,7/2], |7, (cos(9))| = S0 (0) S g =T

et ainsi (continuité) |77,(0)| = n. On a donc

Ve N, [Thll o1 =7




I.B -

6.

10.

Inégalité de Bernstein

B
Au vu de la formule et notamment du terme T ((a))’ on pense a une décomposition en éléments simple
Q
B B(X)
et plus précisément celle de 1 T =F+ Z X . avec
B B(X
E = 0 la partie entiere, qui est nulle car d°B <d°A et A\, = (o) car A\ est un pole simple de ( )
Alag) A(X)

Puis on multiplie par A(X) (toujours dans le corps C(X)) : On a donc

VB € Con1[X], B(X)= ;B (k) (X —ag) A (o)

On a P\(1) =0 et donc ’ (X —1) divise Py ‘
On a (X —1)Qx(X) = P(AX) — P()) que Pon dérive : Qx(X) + (X — 1)Q\(X) = AP/(AX) puis on

évalue en 1 :

WAE C, Qi(1) =AP'())]

Premiere méthode : On remarque tout d’abord que

R(wy) = e*™?r 41 =0
et wy, est racine de R. De plus
T
<Pk—w=(k—€)ﬁ

Sik,le[1,2n], —2n < k — ¢ < 2n et donc ¢ — g €] — 27, 27| n’est nul que si k = £.
On a ainsi 2n racines différentes pour R unitaire de degré 2n et donc

2n

RX) = [ (X —w)

k=1

Deuxieme méthode : On recherche une racine particuliere o de 22" +1 = 0 avec 22" = —1 = '™ soit

™

(3
a = e 2n. Les racines de R sont donc les complexes az ou (2x)1<k<2n sont les racines 2n-itme de
I'unité. Or az; = wy (de I'énoncé). D’ou le résultat.

Si on applique (I.1) avec A = R et ap = wi (qui sont bien distincts), on obtient, compte-tenu de
2n

Rl(wy,) = 2nwi" ' = == (puisque w" = —1)
Wi
2n
1 B(wy)R(X)
B(X) = ——
(X) 2n ; X — wyg Wk

Ceci est vrai pour B € Cg,—1[X] et en particulier pour Q). Comme les wy sont différents de 1,
I’expression de 2y donne alors

2n n
VAEC, Qy(X)= —%Z P (Qwi) = PV X*" +1

Wi
wr — 1 X —w
1 k k

Appliquons cette formule en A = 1. Avec la question 8, on a alors

2n
1 P (Awg) — P(\) 2
AP (\) = ——
() 2n — wp —1 1—wkwk

Il reste a couper la somme en deux pour conclure que



11.

12.

13.

2n

SV R S S VU U
2n k=1 (1 - Wk)z 2n k=1 (1 - wk)2 n k= (1 - wk)z
On en déduit que
1S5 2wy
n (1 —wg)? -
k=1 k

ce qui permet, apres multiplication par P()) de réécrire le second terme de (I.2) et de conclure que

2n
1 2wy,
VYA e, )\Pl()\) = — P (Awg) +nP()\)
2n kZ:l (1 —wy)?

Soit f € S,. Il lui est associé une suite (ax)o<r<n et une suite (by)1<r<n. Avec les formules d’Euler, on
a

b + b ;
0 = a3 (S S

o—ind (aoeme i Z <ak — by, cilk+n)e | ay, + iby, ei(n—k)lc9>)
2 2
k=1

Si on pose

n - ayp — ’ibk k+n ap + ibk n—k
U(X) =aoX" + — X =X
k

1
on obtient un élément de Ca,[X] tel que f(0) = e~™0U (?).

U € Cou[X], VO € R, f(0) = e 0T ()

On utilise Euler généralisé : 1 — wy, = e¥%/2(e7"k/2 — ¢¥k/2) = _2je™k/2 sin(py,/2) et ainsi

Qwp 2e'Pk B -1
(1 —wp)?  —detwrsin(pr/2)2  2sin(pr/2)?

Appliquons la question 11 au polynéme U de la question 12. Avec I'expression ci-dessus, on obtient

2n

AU'(N) = —% > U (Awi)

k=1

1
2sin(pg/2)? +nUR)

En particulier, pour A = €, on obtient (puisque f'(6) = —inf () + e~ 0T’ (%))

1

—ie™(f'(0) + inf(0)) = Z U ( {0+ ) sntoTa nU ()
I U G I S )
TP e f(0+ sok)zsin((pk/mg +ne™ f(0)
Comme e+ = i(—1)*, on conclut que
O = Y ) O
2n 2 2 sin(pp/2)?

On a montré que



Vo e R f’(e)—lif(w )i
’ S 2n prt ok 2sin (¢p/2)*

14. D’apres la question 11 avec P =1, on a

et avec la question 13, on en déduit que

2n
1 1
%2-72:71
k

—; 2sin (¢r/2)

Par inégalité triangulaire a partir de la question 13,

Z”fHL (L) g oz ( 2? =l fllzoe(=1,1)

VO e R, [f(0) <nllfllrem)

I.C - Quelques conséquences de l’inégalité (1.4)

15. Soit P € C,[X]. Posons f : § — P(cos(#)). La question 3 nous indique que c’est un élément de S,, et
on peut donc lui appliquer la question 14. Mais on a

VO € R, f/(6) = —sin(0)P'(cos(0))

Si z € [—1,1], on applique ceci avec § = arccos(z). Comme sin(arccos(z)) = v1 — 22 (car sin(f) =

/1 — cos?(0) quand 6 € [0, 7))
— V1 —22P'(2)| < nl|fllpeem) < nProo—1,1))

Le majorant est indépendant de x et ainsi

VP eC,[X], Voel-11], |P@)V1=a?| <nllPllpe 1)

16. Soit @ € C,,—1[X]. Posons f : 6 — Q(cos(0)) sin(f). On sait déja que Q(cos(d)) € S,,—1 et s’écrit donc
comme combinaison de cos(kf) et sin(kf) pour k € [1,n — 1] et d’une constante. Or,

cos(kf) sin(6) %(sin((k +1)6) — sin((k — 1))

sin(k@) sin(0) = —%(cos((k: +1)0) — cos((k —1)0))

et f(0) est donc combinaison de cos(jf) et sin(j6) pour j € [0,n] et de sin(#) (pour la constante mul-
tipliée par sin(f)). C’est donc un élément de S,,. Comme f'(6) = Q(cos(6)) cos() — sin?(8)Q’' (cos(d)),
ona (1) =Q(1) (6§ =0). Avec (1.4), on a donc

Q)| < nf|fll oo (m)

Remarquons alors que

Vo € R, |f(0)] = |Q(cos(h))sin(0)| = |Q(z)[V1— 22 avec x = cos(h)

et donc |f(6)| est plus petit que la borne supérieure des |Q(z)|v1 — 22 pour x € [—1,1]. Ainsi

QI <n swp |Q)V1-2?|

—1<z<1




17. Soit R € C,,—1[X] et t € [—1,1]. Considérons S;(X) = R(tX) € C,_1[X]. La question précédente
utilisée avec ce polynéome donne

S0 = R <0 sup |R(t) V1=

—1<z<1

Pour tout € [~1,1], on a 1 — 22 < 1 — 222 et donc V1 — 22 < /1 — t222. Ainsi

R(ta)V/1 = 2| < |R(ta)y/1 = ()2 < sup |R(y)v1 -y

—1<y<1

Vo e [—1,1],

On a ainsi montré que

sup |R(t2)V/1— 22| < swp |R(y)v/1— ¢

—1<z<£1 —1<y<1

et on a donc

|R(t)| <n sup ‘R(az)\/l—ﬁ)

—1<z<1

18. Soit P € C,[X], on peut appliquer ce qui précede a P’ € C,,_1[X] :

P'(z)V1 - xQ‘

vt € [_Ll]a ‘Pl(t)’ <n sup

—1<z<£1

Avec la question 15, on a donc
vt € [=1,1], [P'()] < 2| Pl g (1,1

et ainsi

1P|l oo (=117 < 2IIP| oo (=1,1))

19. D’une part, on [T, peo—1,1)) = 1 (question 4). D’autre part, |[|T},|| oo ((—1,1)) = 7* (question 5). Ainsi,

’L’inégalité est une égalité quand P =T, € C,[X] ‘

II Inégalités de Bernstein et transformée de Fourier

ITI.A - Transformée de Fourier d’une fonction

20. On utilise le théoreme de continuité des intégrales a parametres.
- Pour tout x € R, la fonction 2 — f(t)e~#* est continue sur R par T.G.
- Pour tout ¢ € R, la fonction z — f(t)e ** est continue sur R par T.G.

- On a I'hypotheése de domination : Vo € R, Vt € R, [f(t)e | < |f(t)| et la fonction |f| est
continue et intégrable sur R

Ainsi, la fonction fest définie et continue sur R.

Vf e LY(R), f € CO(R)

21. L’application f — J/"\est linéaire (linéarité du passage a 'intégrale : ()7—1—\9) = /\f—k g).
Soit f € LY(R). On a

vz € R, |f(2)| </R|f(t)6_“’”|dt:/le(t)ldtzIIle

et donc f € L™ (R) avec R
1 flloo < I[£111

Ceci montre que I'application linéaire f — fest continue et méme 1 lipschitzienne (pour les normes
proposées).



22.

I11.B
23.

24.

25.

f— fest continue de (Ll(]R), Il - Hl) dans (L (R), | - |lo)

f étant continue, g l'est aussi. De plus, le changement de variable linéaire u = Az donne

[ =3 [“ sl

et cette quantité admet une limite finie quand a — 400 et aussi quand a — —oo. Il y a donc
intégrabilité aux voisinage des infinis et

g € L'(R)

On peut alors écrire g(z) et le méme changement de variable C'-bijectif donne

+00 .
g =5 [ fe

et ainsi

- Produit de convolution

Soit « € R. La fonction ¢t — f(t)g(x — t) est continue sur R. On a

Vi e R, |f(t)glz — )] < | (0)]llgllso

f étant intégrable sur R, la fonction ¢t — f(t)g(z — t) 'est aussi, ce qui assure la définition de f * g
sur R.
Le changement de variable C! bijectif u = 2 — ¢ donne immédiatement

“+o0o

WGR(NQ@Z/ f(z — w)glu) du = (g % f)(x)

—0o0

L’inégalité de la question précédente entraine que

Ve e R, [(f * g)(@)] < llgllocll 11

et ainsi

| f % g est bornée et [|f + glloo < [|f]11[lglloc |

On utilise le théoreme C* des intégrales & parametres. Posons h(z,t) = f(t)g(z —t)
o Vx € R, t — h(x,t) est continue sur R par T.G.

o V(x,t) € R?, |f(t)g(x — )| < ||lglloc]f(t)] et ce majorant est intégrable sur R, donc t — h(z,t) est
intégrable sur R.
k e OFn )
oVt € R, x — h(z,t) est de classe C*¥ sur R par T.G. de dérivée p-ieme W(CE, t)=f(t)g"¥"(x —t)
x

eVt eR, t —> f(t)gP)(x —t) est continue sur R par T.G.
e Vz € R, t— f(t)g" (x —t) est continue sur R par T.G.

e (H.D.) Vz,t € R, Vp € [1, k],

ft)g® (x — t)] < 9% ||loo| £ ()| et ce majorant est intégrable sur R.

OPh
(cette majoration permet d’assurer que t — W(x,t) est intégrable sur R pour p € [1,k — 1] et
x
, oFh
qu’on a la (H.D.) pour ¢t — W(:L‘,t).
x

Le théoreme C* s’applique et donne que



f * g est de classe C* avec (f * g)*) = f x (g(k))

26. Par définition
_ +o0 . too / oo
Fao= [ Uegwetan= [ ( [ ettt - dt) dn

—00 — 00

—00 — 00

YGEN (/ e fg(a — 1) ) at

On effectue le CDV C! bijectif : u = x — ¢ dans l'intégrale intérieure :
Fae = [ ([ et g an) a
—0o0 — 0o
et on peut “faire sortir” de l'intégrale les termes indépendants de la variable u

o=/ (r0ee [ e ) ar~ | " pe (o) dr

—0o0 —0o0

~

La encore g(£) peut sortir de l'intégrale et on obtient f(£) x g(&).

— ~

fx9=1[37

II. C - Introduction d’une fonction plateau

27. ¢ est de classe C* sur R™ par théorémes d’opération. On prouve par récurrence que
Vk e N, 3P, e R[X], Vt >0, o™ (t) = P,(1/t)e /!

- C’est vrai au rang 0 avec Py = 1.

- Supposons le résultat vrai jusqu’a un rang k£ > 0. On peut alors redériver et obtenir
i 0, o™ (1) = (— 2P/t + = Pu(1/t)) eV
>0, () = —tﬁk(/)+tjk(/)€

Pyi1 = X?(—P] + Py) est un polyndéme convenable au rang k + 1.

¢ est aussi de classe C*° sur R™* & dérivée nulle. Par le théoreme de limite de la dérivée (TLD), il
suffit de montrer que toutes les dérivées ont une limite finie a droite et gauche en 0 et que ces limites
sont égales pour conclure que f est de classe C*° sur R. C’est le cas avec une limite nulle (évident &
gauche et croissances comparées a droite).

’go est de classe C*° sur R‘

28. On vérifie que

Vt € R, P(t) = p(1 —t2)

Eneffet, si|t| > 1, 1—t2 < 0 et p(1—t2) = 0 = th(t) et si [t < 1, 1—t2 > 0 et p(1—t2) = /(1) = y(1).
Par théoréemes généraux,

’wEC"o SUI'R‘

29. ’0 est de classe C* sur R‘ comme primitive d’une telle fonction. De plus €’ est nulle sur chaque inter-
valle | — 0o, —1] et [1,4+o00[ et donc € est constante sur chacun de ces intervalles.

’9 est constante sur | — oo, —1] et sur [1, —i—oo[‘




Par théoreme fondamental,
0(x) :/ Y(t) dt
0

et les constantes sont

1 1
0 1
A:—/ et> =1 dt et B:/ et? =1 gt
0

-1

Dans les deux cas, on integre une fonction continue positive non nulle et les intégrales sont > 0. Ainsi

’A<0<BetparparitéA:—B‘

et les constantes sont en particulier différentes.

30. Question vraiment difficile, il fallait faire beaucoup de dessins :

d’ailleurs ceux qui en en fait on eut des points (voir rapport de jury)

On utilise 6 pour construire de maniere C'*° une fonction hy qui est vaut 0 sit < —1 et vaut 1si¢ > 1.
Puis a 'aide de hq, on construit ensuite une fonction H; qui vaut 0 sit < —2 et vaut 1 si ¢t > —1.
On fait de méme avec hy pour obtenir une fonction Ho qui vaut 0sit>2 et vaut 1sit < 1.

La fonction p = HyH, convient alors.

A
Notons hy = % : c’est une fonction de classe C* sur R, nulle sur | —oo, —1] et valant 1 sur [1, 4+o00].

Hi(t) =h1(2t +3) vaut 0 sit < —2 et vaut 1 si ¢t > —1.

- B
Notons hy = jﬁiB : c'est une fonction de classe C*° sur R, nulle sur [1,+oo[ et qui vaut 1 sur
| — 00, —1].

Hy(t) = ho(2t —3) vaut 0 sit > 2 et vaut 1 si ¢t < 1.

La fonction p = HyHs est nulle hors de | — 2,2[ et vaut 1 sur [—1, 1].

’Il existe p € C*°(R), constante égale a 1 sur [—1, 1] et constante égale & 0 sur R\[—2, 2] ‘

II.D - Inégalités de Bernstein

31. On remarque tout d’abord que

+2
r(a) 1/ 7 p(¢) de

=5 ,
On utilise le théoreme de régularité des intégrales & parametres avec I = [—2,2].
- Pour tout z, & — €™ p(¢&) est continue sur le segment I et donc intégrable sur ce segment.
- Pour tout & € [~2,2], z — ™ p(€) est de classe C! sur R de dérivée x — i€e™sp(&).
- Pour tout z, & — i£e™Ep(€) est continue sur 1.

- On a enfin, pour tout € R et § € [-2,2], [i€e™p(€)] < 2|[plloo,—2,29) = ©(§) qui est intégrable
sur le segment [—2,2].

—+00 )
reCl(R) ot r(a) = / £ p(€) dt

—0o0

32. Utilisons a nouveau l'expression ci-dessus de r. Par intégrations par parties (sur un segment) et comme
p et toutes ses dérivées sont nulles en 2 et —2, on trouve
+2 ) +2
2natr(e) =i [ a6 dg = - [ e ) ag
-2 )
et ainsi

1
2 < —4 T
277 ()] - 19" | oo (—2,20)

x — x%r(x) est bornée sur R




33.

34.

r est continue sur R et les seuls problemes d’intégrabilité sont au voisinage des infinis. En notant M un
majorant de x?r(z), on a |r(x)| < M/x? qui prouve cette intégrabilité par comparaison aux fonctions
de Riemann.

’7“ est intégrable sur R‘

2
Enfin, on a |r(z)| < —lpll Lo (2.2 et

’r est bornée sur R

Commencons par le cas A = 1. Les fonctions f et r vérifient les hypotheses de la question 26 et on a
donc f/ﬁ' = f?

Par ailleurs, le second résultat d’inversion de Fourier donne p =7 et 7 est donc égale a 1 sur [—1,1].
Ainsi, f7 est égale & f sur [—1,1] mais cela est aussi vrai ailleurs (ol il y a nullité).

On a donc f/ﬁ = ]?7’"\: fet donc f *r = f par formule d’inversion de Fourier.

Pour un A > 0 quelconque, on remarque que (changement de variable Cl-bijectif u = At)

+oo +oo U
frn@ = [ fe=ornde= 5 [ f@ =S du= $(hen00)

— 00

Or, jfl;\(a:) = )\f()\ﬂj‘) est nulle en dehors du segment [—1, 1], intégrable sur R et f;/, € L'(R)NC'(R).
On peut donc, avec le premier cas, affirmer que f;/y *r = fi/). Ainsi

Fera(@) = 3 hina) = ()

La question 25 donne alors en dérivant (r et sa dérivée sont bornées) f' = Af * ()" et la question 24
indique que
1 oo < Al fllooll(ra) 11

Il suffit alors de remarquer que

ey @lde= [T wolde= [ 1w du
/. /. /.

pour conclure que

1 oo < AlF ool |




