MP DS 11 : corrigé de ’exercice 24-25

Exercice 1 (e3a)

Partie A.

1. ¢ est continue sur le segment [0,7] et donc bornée sur ce segment. Par ailleurs, ¢ est T-

périodique et donc ¢(IR) = ¢([0, T7). ’<Z5 est finalement bornée sur ]R‘.

2. La périodicité de ¢ s’écrit
VeelR, ¢(z+T) = ¢(x)
En dérivant cette relation (ce que 1'on peut faire si ¢ est dérivable) on obtient

VeelR, ¢(x+T)=¢'(x)

et ’qﬁ’ est donc T-périodique ‘

3. On vérifie le critere des sous-groupes.
- Py est inclus dans IR et non vide (il contient 0).
- Soient T, 7" € Py. On a alors
VeeR, ¢(z+ (T+T))=¢((x+T)+T")=d(x+T) = p(x)
et T+ 1T € P,
- Soit TeIR; on a
VeeR, ¢z —T)=¢(x—T+T) = ¢(x)

et donc =T € Fy.

P, est donc un sous-groupe de (IR, +)|.

4. Soit z € IR, par critere séquentiel de la limite en +o0, (¢(x+nT')) converge vers L = tli+m o(t).
—+00

Or pour tout entier n, on ¢(z + nT) = ¢(x), par unicité de la limite, ¢(x) = L et donc

’gb est constante sur IR ‘

Partie B.

1. Si y est T-périodique alors 3’ et y” le sont par A.2. et f = y” — 2y’ + 2y ’est encore. En

contraposant ce résultat, | (Er) n’admet pas de solution périodique si f n’est pas périodique |

2. (Ep) est linéaire du second ordre et a coefficients constants. Son équation caractéristique est

72 —2r +2 = 0. Les solutions sont 1+ et 1 —4. D’apres le cours, 'ensemble des solutions est



Vect( x+— e"cos(r) , = +—> e’ sin(x) )

Soit y une solution périodique de (Ep). Il existe des constantes ¢ et d telles que
Ve € R, y(x) = €e*(c.cos(x) + d.sin(z))

Par ailleurs, y est bornée (question A.1.) et les suites (y(?mr)) N et <y(2n7r+7r/2)> N le
ne ne

sont donc aussi. Ceci impose ¢ = d = 0 et y est la fonction nulle. La réciproque est immédiate

et [la fonction nulle est donc la seule solution périodique de (Ep) |.

3. On cherche une solution particuliere sous la forme x — «a cos(z) + Ssin(x). En remplacant

a—20=1
dans I’équation, on constate qu’il suffit que

20+ =0
Il suffit donc de choisir « = 1/5 et f = —2/5. La solution générale de (E.) est donc

(x _, cos(x) — 2sin(a)

3 ) + Vect(x — €® cos(z), v — e”sin(x))

cos(z) — 2sin(x)
5

(autre) solution périodique. Il existe des constantes c et d telles que

La solution particuliere trouvée gy : © — est 2m-périodique. Soit y; est une

Ve € R, y(x) = yo(x) + €*(c. cos(z) + d.sin(z))

Comme a la question précédente, le caractere borné de y; impose ¢ = d = 0 et donc y; = yp.

Yo est ainsi 'unique solution périodique de (E.) |.

Remarque : On pouvait aussi chercher une solution particuliere sous la forme x —— €@ et
prendre la partie réelle.
Partie C.
1l.a.
i) On a z deux fois dérivable et
VeelR, 2/(x) =y (z+T) et 2"(x)=y"(x+T)
On en déduit que

Ve e R, 2"(x) — 22/ (z) + 22(z) = f(z+T) = f(x)

et | z est donc solution de (Ey) |.

ii) Siy est T-périodique alors y’ 'est aussi et y(0) = y(T'), ¥/(0) = ¢/(T'). Réciproquement, si

ces relations ont lieu alors y et z sont deux solutions de (Ef) qui ont méme valeur et méme

2



valeur de dérivée en 0. Par théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire, y et z sont égales. Ainsi

Ve e R, y(z) =2(z) =y(z+T)

et y est T-périodique. ’On conclut donc a I’équivalence demandé ‘

1.b. Soit g une solution pariculiere de (Ey). En notant ¢,(t) = e’ cos(t) et ¢o(t) = e’ sin(t), on

sait que la solution générale de (Ey) s’écrit
Yeu : b g(t) + chr(t) + doo(t)

On veut prouver l'existence de constantes c et d telles que y.4 vérifient les conditions de

lL.a.ii. En remplacant, y. 4 par son expression, on tombe sur un systeme vérifié par (¢, d) dont

1 — el cos(T) —el'sin(T)
la matrice est M =
1 —elcos(T) +el'sin(T) 1—elsin(T) — el cos(T)

Le calcul donne det(M) = 1 —2eT cos(T) + €?T = (e —1)? +2eT (1 — cos(T)). Comme T > 0,

ce déterminant est non nul et le systeme admet une solution convenable.

’Il y a donc bien une solution périodique ‘ Remarque : le raisonnement permet de prouver ausst

["unicité.
2.a.i) Soit ¥ € R. Py étant dense dans IR, on peut trouver une suite (t,), N d’éléments de Py
qui converge vers z. Comme t,, € Py, f(0) = f(t,), un passage a la limite donne, par critere

séquentiel, (f étant continue) f(0) = f(z).

Ceci a lieu pour tout = et donc ‘ f est donc constante.‘

f(0)

2.a.ii) x —— “—= est solution particuliere de (Ey) et la solution générale de (Ey) est alors

(:): — @) + Vect(x — e cos(z), x — e sin(x))

70)
2

Comme en partie B, la seule solution bornée est x — et c’est donc la seule solution
périodique envisageable. Réciproquement, c’en est bien une (on a d’ailleurs Iexistence par
C.1).

2.b. i) D’apres la question B.1, T} et T sont des périodes de f et sont donc dans P. ii) Il existe
donc des entiers non nuls ¢ et ¢o tels que T = aq; et Ty = aqgs. T = aqiqs est alors une

période commune a y; et ys.

iii) y; — yo est alors aussi T-périodique. Mais c¢’est une solution de (Fjy) et la partie B donne

Y1 = Yo.
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