Centrale MP Un corrigé de Mathématiques 1 2018

I. Préliminaires

LA -
Q1.

I.B -

Projection sur un convexe fermé

On alla+b||*> = (a+b,a+0b) = {(a,a) + (a,b) + (b,a) + (b,b)
donc a4+ b]|* = [|al|* + ||b]|* + 2(a, b) et de méme ||a — b]|* = [|a]|* + [|b]|* — 2(a, b)

Par somme, on a | I'identité du parallélogramme : ||a + b||? + ||a — b = 2(]|a||® + ||b]|?)

Géomeétriquement, dans un parallélogramme (ABCD) (i.e. AB = lﬁ), on a

AB? + BC? + CD? + DA? = AC? 4+ BD?

. On suppose que u,v et v’ dans E vérifient v # v et ||ju — v|| = [ju — /|| .
/
On a2 u_v—;v =|lu—v+u—72

En appliquant la question précédente on a ||(u—v)+(u—0")[|*+|[v'—v||? = 2 (Jlu — v[|* + [|u — '[|?) = 4]|u—v|?
Comme v # v/, on a |[v/ — v[|? >0
donc [[(u — v) + (u —v")|| < 2||u — v|| car /- est strictement croissante sur R™

v+
)

En divisant par 2, on a alors < |lu — v

. Comme F # (), prenons y € F et considérons K = F(B (u, ||u — y||) ou B (u, ||u — y||) désigne la boule fermée

de centre u est de rayon |lu — y||.

K est un fermé de E par intersection, non vide car y € K et borné car K C B (u, ||u — y||)

De plus E est dimension finie car euclidien donc K est un compact.

De plus I'application  — ||u — || est continue sur K

ainsi par le théoréme des bornes atteintes, cette application y admet un minimum en un certain v € K
On a donc Vz € K, |lu —v|| < |Ju — z|| < |lu —y|| car K € B (u, ||u — yl|)

De plus (F\K) € (E\ B (u, Ju—y|)) et done Vo € F\K, fu— o] < Ju—yl| < u—z]

Iexistence de v dans F tel que Vw € F, |ju — v|| < ||u — w]| ‘

On a bien

. On suppose que C est un convexe fermé non vide de E et u est un vecteur de E.

L’existence voulue est établie en Q3.
Par Iabsurde s'il existait v # v’ dans C tels que Vw € C, [Jju —v| < |ju — w|| et Yw € C, |Ju — /|| < [Ju — w||
On aurait alors ||u — v|| = ||lu — v'||, et on pourrait appliquer Q2,
v+ v+

2
ceci est en contradiction avec Vw € C, ||u — v|| < ||lu — w||

€ C car C est convexe

ainsi < |luw — vl or

u —

On a établi ’qu’il existe un unique v dans C tel que Yw € C, |ju —v|| < |ju — w|| ‘

Inégalité de Hoélder pour l’espérance

Visiblement, on suppose que pour o > 0, la fonction x +— x% est définie au moins sur R™ et s’annule en 0

Q 5.

Soit deux réels positifs a et b.

Siaoubestnulalorsab:0<%—i—“—;.

Sinon, on a % € [0,1] et par concavité du logarithme sur ]0, +00[, on a :

;m (a”) + (1 - ;) In (b7) < In (;ap + (1 - ;) b4>
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d’ou In(a x b) < In (% + %)

P q
. a a

Comme exp est croissante, on peut conclure que dans tous les cas : |ab < — + —
p q
Q 6. On remarque que comme 'univers est fini, les variables aléatoires admettent des moments a tout ordre.

Par positivité de I’espérance, on a : E(|X|P) > 0 et E(|Y]?) >0

Premier cas : On suppose que E(|X|P) = E(]Y|?) = 1.

Pour tout w € ©, on a | X(w)Y(w)| < % + ‘Y(% d’aprés la question précédente
done [XY| < LIX[P 4 £|Y]9
d’on E (|XY]) < %E (IX7) + %E (IY]?) par croissance et linéarite de l’espérance
done B (IXY]) < 1+ 1 = 1 = B(X[P)E(Y]7)

Deuxiéme cas : On suppose que E(|X|P) > 0 et E(|Y|?) >0

Je note A = E(IX]?), X’ = {7 X, p =E([Y[) et Y' = 7Y

Ainsi on a E(|X'|P) = E([Y']?) = 1 et on peut appliquer le premier cas a X’ et Y’

)<

donc
XY

E (IXY']) <E(X'P)E(]Y'|?) et ainsi E (‘W’ul/q

ce qui donne E (|XY|) < A/Pul/a = B (IX|P) /P E (|Y]9)H/
Troisiéme cas : On suppose que E(|X|P) =0 ou E(]Y|?) = 0.

Sans perte de généralité, traitons le cas E(|X|P) = 0.
Alors Z |z|PP(X = x) = 0 selon la formule du transfert

2eX(Q)
Comme il s’agit d’une somme finie de réels positifs, on a Vz € X(Q) \ {0}, P(X=2) =0
donc X est nulle presque stirement donc il en est de méme pour XY et aussi pour |XY|
don B(IXY() =0 =E(IX[?)" /" E(|y|2)"/"
B(XY]) < E(XPP)PE([Y[)"

Conclusion : Dans tous les cas, on a |E(|XY]) < E (IXPP)YPE (|Y|q)1/q

I1.C - Espérance conditionnelle

Q7. OnakEX)= Z x - P(X = z) or selon la formule des probabilités totales avec (Aj,...,A,,) un systéme

z€X(0)

complet d’événements de probabilités non nulles, on a Vo € X(Q), P(X =z) = ZPAi X ==z -P(A))
i=1

donc E(X) = Z Z:r Pp,(X=2x)-P(A;) = Z]P)(Ai) . Z x - Pa, (X = ) (sommes finies)
zeX(Q) i=1 i=1 zeX()

ce qui permet de conclure : |E(X) = Z P(A;) - E(X|A)
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I.D -
Q 8.

Variables aléatoires a queue sous-gaussienne

Comme indiqué, je note X2(Q) = {y1,...,yn}oiin >0et 0 <y < y2 < --- < yYpn. Je note également yo = 0.
n—1

On remarque que : Rt = {0} U <U Vi, w/yi+1]> U]\/yn, +oo[ (union disjointe)
i=0

Soit ¢ > 0.

Pour i € [0,n —1],si t € ]\/E, \/M] on a y; < t? < yjp1 car & — 22 est croissante sur R
done (|X| > t) = (X2 > 2) = (X2 > y;41) ainsi P(|X| > t) = P(X? > y;11)

donc la fonction ¢ — P(|X| > t) est constante sur |/¥i, \/Vit1)

de méme la fonction t — P(|X| > t) est constante égale & 0 sur ||/, +o0],

donc la fonction t — P(|X| > t) est continue par morceaux sur R™

et par produit la fonction ¢ — tP(|X| > t) est continue par morceaux sur R

de plus ¢ — 0 est intégrable sur [\/%, —|—oo[ donc

ainsi t — tP(|X| > t) est intégrable sur [{/7y,+o0o[ et donc sur R*

On a d’aprés Chasles :

+oo \/m +oo \/m
2 / tP(|X] > t) dt =2 Z / tP(|X| > t) dt | +2 / tP(|X| > 22 / tP (X2 > yip1) dt
0 Vi Vin Vi
Vi1
Pour ¢ € [0,n—1], on a 2 / tP (X2 > yiy1) dt = [t2P (X2 > yiﬂ)] \ﬁvyl = (yiy1 — i) P (X2 > Yit1)
Vi
donc
oo n—1 n n—1
QQ/tPOX\>t) = yinP (X* > yip1) E:% >yi) = yP (X2 2 0) =D uiP(X* = i)
s =0 i=1 i=0

or Y (X? = yp) = yaP (X* = yn) et yoP (X* = yo) =0
de plus pour i € [1,n — 1], on a (X2 > yl) = (X2 = yl) U (X2 > yi+1) (union disjointe)
ainsi P (X2 > ;) =P (X2 = y;) + P (X% = yis1) d'ou

+oo n—1
2 / (X > ) dt = yuP (X2 =) + Y yP (X =pi) = D yP(X*=y)
0 1=1 yEXQ(Q)

—+00
On a bien |E(X?) = 2 / tP(|IX| > t) dt
0

. La fonction t — at exp(—bt?) est continue et positive sur [0, +oo[ (1)

t=A

Soit A > 0. On a 2/at exp(—bt?) dt = [ab exp(—btz)} = —% exp(—bA?) + —
- t=0
A
L. 2 a
Ainsi /at exp(—bt*) dt Ajoo 5

0
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ce qui prouve l'intégrabilité de ¢ — at exp(—bt?) sur [0, +oo[ avec (1)
De plus Vt > 0, tP(|X]| > t) < at exp(—bt?)

+oo —+o00
doit | E(X2) = 2 / (P(X| > 1) dt < 2 / at exp(~bi?) dt = &
0 0

Q 10. Soit t € R. Soit z € R.
On a |z + d| = |z| + |d| selon I'inégalité triangulaire

ce qui permet de conclure que ’IP’(\X +0|=>t) <P(IX| >t — 1)) ‘
Q 11. Soit t € R. On a

t%b t%b t
a5 - (—b(t — ’5‘)2) =5 - 2|6t + a + b6? = b(
2 t2b
comme b|§|? < a, ceci prouve | —b(t — |6])* < a — 5

Q 12. Soit t € R tel que t > |4].
En servant de Q10. puis de ’hypothése en I.D car ¢t — [6| > 0, on a

— 2|8])2
W0 s

P(IX +6] > t) <P(IX| >t — [3]) < aexp (=b(t — 14])?)

Puis en utilisant la croissance de ’exponentielle et Q11.,

1
on obtient : | P(|X + 6| > t) < aexp(a — bt?/2) = aexp(a) exp(—§bt2)

a

Q 13. SiO<t<|5y,onat2<52<b

1
donc —§bt2 > —% et aexp(a) exp(—3bt?) > aexp(a) exp(—%)a = aexp(%)

D’aprés l'inégalité sous-gaussienne en t =0, on a 1 = P(|X| > 0) < aexp(0) =

d’ott aexp(a) exp(—3bt?) > lexp(1/2) > 1 > P(|IX+ 6| > t)
On a justifié que ’l inégalité de Q12 reste valable si 0 < ¢ < |4 ‘

II. I’inégalité de concentration de Talagrand

II.A - Etude de deux cas particuliers

Q 14. On suppose que C est un convexe fermé ne rencontrant pas X(12) alors (X € C) est I’événement impossible

1
ainsi dans ce cas on a |P(X € C) - E (exp <8d(X, C)2>> =0<1

n
Q 15. Je note u = ) wu;e; ou les u; sont les coordonnées de u dans la base (eq, ...

i=1
Pour w € Q, on a par calcul dans une base orthonormée :

4 ,
=1

Pour i € [1,n], je note Y; =

7€n)

X)) —ul? N (i) —w)?
AX(w),u)? = = = Y
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Comme u; € {—1,1} et que ¢; est a valeurs dans {—1,1}, alors Y; est & valeurs dans {0, 1}
1

De plus (Y; =0) = (g; = u;) et donc P(Y; =0) = 5

Ainsi Y; suit une loi de Bernoulli de parameétre 1/2.

1 n
De plus Zd(X(w), u)? = Y Y; et les Y; sont indépendants dans leur ensemble par lemmes des coalitions.
i=1

Ce qui permet de conclure que Ed(X’ u)? suit une loi binomiale de paramétres n et 1/2

Q 16. D’aprés ce qui précéde %d(X, u)? est & valeurs dans [0, n]

v oo, ® (Jaccur =1) = () () (= B
(d(X,u)2/4)> :
(o B - S - $(0) (£)' ()

k=

DN | =

1
En utilisant la formule de transfert avec exp <8d(X, u)2> = exp (

=]

1
donc selon le binbme de Newton : |E (exp <8d(X7 u)2)>

I
7N
|

+

—_
N~
3

1 1
Comme 2 <e<3,0onal< \/é; < 2 et donc |E (exp <8d(X, u)2)> <2"

Q 17. On a |d(X,C) = irelgd(X, v) < d(X, u)

De plus comme X(Q2)(C={u},ona (XeC)=X=u)= ﬂ(al = u;) en reprenant les notations de Q14.
Donc par indépendance mutuelle des ¢;, on a
= 1
P(X e C)=[][Pei=w) =5,

=1

Comme les facteurs sont positifs et a I’aide de la question Q 16, on a P(X € C) - E (exp (%d(X, C)?)) <1

’On a bien l'inégalité (I1.1) dans ce cas‘

II.B - Initialisation

Q 18. Pour le cas n = 1, j'identifie E & R et X & €1 qui suit donc une loi de Rademacher
On a donc X(Q2) = {—1,1} et comme C N X(§2) contient au moins deux éléments
alors X(2) = {-1,1} = CNX(Q) C C et donc (X € C) = Q est 'événement certain
d’ou d(X, C) vaut certainement 0 et donc (exp (3d(X, C)?) est constante égale 1

d’ott [pour n =1, on a P(X € C) - E (exp (3d(X,C)?)) =1 x 1 =1 < 1 selon Attila

II.C - Propriétés de C., et C_,
Q 19. Soit 2/ € E' et t € {1,—1}.
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< : On suppose que : 2’ + te, € C. On a donc 7’ + te,, € CNH; car 2’ € E'.
Comme 7 est une projection et que 2’ € E' =Imm, on a w(a’) = 2/
et que Ker(m) = Vect(ey,...,e,_1)" = Vect(ey,), on a w(e,) = 0
Par linéarité 7(z' + te,) = 2/ dou 2’ € 7(CNH;) = Cy
= : On suppose que : 2’ € C; = 7(C N Hy). Ceci nous fournit y € CN Hy tel que 2/ = 7(y)

n n—1
On écrit y = Zyiei ot les y; € R On a donc 2/ = n(y) = Zyiei
i=1

i=1
n—1
et comme y € Hy, on a y — te, = Zyiei + (yn — t)ey, € E
i=1

donc (y, — t)e, € E puis y, =t
et ainsi 2’ +te, =y € C

Conclusion : on a bien : ’m’ €C = 2/ +te, € C‘

Q 20. C; C E': Par définition, on a C; C Im(7) = E’. De méme pour C_;

Cy # 0 : Par hypothése, CNX(2) contient au moins deux vecteurs qui différent par leur derniére coordonnée.
n—1 n—1
Ceci nous fournit y = Z yie; +en, € CNX(Q) et 2z = Z zie; —en € CNX(Q) ot les y; et les z; sont réels.
i=1 i=1
n—1 n—1

On note 3y = Zyiei et 2/ = Z zie;etonay et 2 € E
i=1 i=1

En utilisant la réciproque de la question précédente, on a y’ € C1 et 2’ € C_;
Donc Cyy #Bet C_qy # 10

C; convexe : Etablissons que C,1 est convexe et ce sera analogue pour C_;
Soit z,y € Cy1. Soit A € [0, 1]. Montrons Az + (1 — M)y € C4;.
Onazxety e E donc Az + (1 — Ny € E' car E' est un sous-espace vectoriel
Deplus Az + (1 = Ny+e, =AMax+e,)+ (1 =N (y+en)
Or en utilisant le sens direct de Q19.,onax+e, € Cet y+e¢e, € C
Comme C est convexe, on a donc A\x + (1 — N)y + e, € C
d’ott Ax + (1 — \)y € Cy par la réciproque de Q19.

C; fermé : Etablissons que Cy; est fermé de E' et ce sera analogue pour C_j.

Soit (ug)ren une suite a valeurs dans Cyq qui converge vers ¢ € E'. Montrons que £ € C41
Pour k € N, on a comme ci-dessus u + e, € C

or par somme (zj + e,)ken converge vers £+ e,.

Comme C est fermé de E, on a £ + e, € C,

comme ¢ € E/, on a bien ¢ € C,1 d’aprés Q19.

Conclusion : On a bien ’ C,1 et C_1 sont des convexes fermés non vides de E/ ‘

Q 21. (e, = 1) et (g, = —1) forment un systéme complet d’événements de probabilités 1/2 donc selon la formule
des probabilités totales :

P(XeC)=P(XeCe,=1)+PXeCe,=-1)

Soit w € Q. Soit t € {—1,1}.
On a X(w) = X'(w) + ep(w)e, et X'(w) € E et e,(w) € {—1,1} donc d’apres Q19 :

{ X(w) e C — { X'(w) € Cy

En(w) =t en(w) =1
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AinsiPX € C) =P (X' € Ch1,6,=1)) + P (X € C_1,6, = —1)
n—1

Or X' = Z&'@i et €, sont des variables aléatoires indépendantes par le lemme des coalitions. D’ou
i=1

PXeC)=P(X' €Cq1) Plep=1)+P (X' €Cy) -P(e, =—1)

1 1
On a donc bien |P(X € C) = §P(X' eCyp)+ §P(X’ €C_y)

II.D - Une inégalité cruciale

Q 22.

Q 23.

Soit w € Q. On a Y., (,)(w) € C., ()
donc Y., (w)(w) + enen(w) € C d’apres Q19. et de méme Y_., () (w) — enen(w) € C donc

(1 — )\) (Yen(w) (w) + €n€n(w)) + A (Y—sn(w) (w) - 5nen(w)) eC
car C convexe et A € [0,1] d’on

dX(w),C) <11 = A) (Yen()(@) +enen(w)) + A (Y, )W) — enen(w)) — X(w)]|

On a bien montré ’d(X, C) < [(1=X)(Ye, +enen) + AM(Y_e, —enen) — X|| ‘

OnaX =X +epe, donc (1 =N (Ye, +enen) +A(Y_c, —enen) —X = (1-XN)(Y,, =X )+ AY_o, — X' —2¢ep65)
ainsi (1 — A\)(Ye, +enen) +A(Y_q, —enen) =X =1 -2 (Y, = X)+ AY_,, —X') —2\epep

La variable aléatoire 2\e e, est a valeurs dans Vect(e,) et (1 —N)(Y,, — X')+A(Y_., —X’) a valeurs dans E/
or E' 1 Vect(e,) et |len]| = 1 donc selon le théoréme de Pythagore

”(]‘ - )\)<Y5n + €n€n) + A(Y_‘fn - 87716”) - XH2 = 4)\2 + H(l - A)<Y5n - X/) + A(Yv_fn - XI)H2
on en déduit avec la question précédente que
d(X,C)? <4 2+ |1 =N (Y., = X))+ MNY_., —X)|J?

Soit u et v € E. Montrons V¢ € [0,1], (1 —t)|lu|® +t|v]|* = ||(1 — t)u + tv]]?

Je pose Pt (1 —t)|lull® + tv)? — [[(1 — t)u + tv]|?

Soit t € R. Ona P(t) = (1 —t) — (1 — £)?) [Jul[® + (¢t — ) [|v]|* — 2¢(1 — ¢){u,v)

done P(t) = t(1 — 1) [[Jull* + [v]* — 2(u, v)] = t(1 = t)]Ju — v]?

d’on Vt € [0,1], P(¢) > 0 d’ou le résultat.

En appliquant ceci & t = A, u = Y, ()(w) = X'(w) et v =Y__ ()(w) — X'(w) pour w € Q on obtient :

A(X, )7 < AN + (1= N)(Ye, = X) + A(Y e, = X2 < 4N+ (1 - MY, — X+ A[Y-o, — X2

Ainsi, on a montré 'inégalité | d(X, C)? <422 + (1 — N)d(X',C¢,)? + Md(X/,C_, )?
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II.E - Espérances conditionnelles

Q 24. Comme C N X(£2) contient au moins deux vecteurs qui different par leur derniére coordonnée,
—1
ceci nous fournit =/ = nz::piei € E tel que {2/ +ep, 2’ —e,} C CNX(Q)
Ainsi d’apres Q19., 2/ lezé,l et donc (X' =2') C (X' € C_y)
-1
or (X'=2')= h (e; = ;) donc par indépendance des €; on a
i=1

et donc P(X' € C_1) > P(X' =2) > 0 d’on

Q 25. Lemme 1 : Soit X et Y deux variables aléatoires réelles, f : RxY(Q2) — Ret k € R tels que P(Y = k) > 0.
On a :
E(fX Y)Y = k) = E(f(X, k)Y = k)

Soit z € f(X,Y)(£).

Premier cas : On suppose Vz € X(w), z # f(x,k) donc g, = {z € X(w) |z = f(z,k)} =0

alors Pry—p) (f(X,Y) = 2) = P(f(X,Y)=2Y=k)

P(Y = k) =0=

Deuxiéme cas : On suppose g, = {z € X(w) |z = f(z,k) } non vide ce qui équivaut a z € f(X, k)

alors (f(X,Y)=2Y =k) =U,e,, X=12,Y =k)
done Py (70, Y) = 2) = 30 -0 i m) - BUEEZ S E20 g (0 = 2)

€Yz

On conclut avec la définition :

EfX Y)Y =k = >  Pyopy(fXY)=2)= > 2Py (f(X,k) =2) =E(f(X, k)Y = k)
e (XY)(9) € F(XR)(Q)

Lemme 2 : Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes et k € R tels que P(Y = k) > 0. On

v E(X[Y = k) = E(X)

Il suffit d’utiliser la définition de I'espérance conditionnelle et de remarquer que Py_;(X = z) = P(X = x)
Soit A dans [0, 1]. On a d’aprés Q23. :

o (57) o (£) o (552 o ()

D'aprés le lemme 1 : E ((exp <W>>H . <exp (‘“XS—V»A e = _1> o
E ((exp (W))H _ <eXp (d(X',Scl)2>>>\ o _1>
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/ 23\ 1-A ' 2\ \ A
Avec le lemme des coalitions, les variables aléatoires ¢, et (exp (%)) . (exp (%)) sont

indépendantes car €, et de X’ le sont ; puis le lemme 2 donne :

B (exp <d(8C)> *exp <61Z(X/é01)2>A len = —1) —E <exp <d(X/’80‘1)2>1—AeXp (d(X’éCl)z>A>

A l'aide de (x), de la croissance et la linéarité de l’espérance conditionnelle, on obtient :
2

EGw@ﬁP)H:_)em@gE«m4wﬂgﬂ»P¥@@@W50»)

1 1 1 1
et g= — desortequep>0,g>0et —4+—-—=1
1—A A P q

D’aprés Q6, pour Y et Z variables positives, on a YY/P = ‘Yl/p‘ et Z1/1 = ‘Zl/q‘ :

E(Y'/rzv) <E((Y'7)) g ((z)") Y B ()R (z) e

Q 26. On suppose A €]0,1[. On pose p =

donc
E (Yl_’\Z’\> <E(Y)'"E@2)>

En appliquant ceci au résultat de Q25., on obtient pour tout A €10, 1] :

2 (o ("5 o= t) o () (3o (55))) (3o (*575)))
oo () (& (o (ZCY)) ™ o o (259 )) oo o .1

On déduit en passant a la limite en 0 et 1 que pour tout A € [0,1], on a :

2 (o (5 b =1) <o (5) (2 o0 (H55))) (o (525)))

Q 27. On utilise la question précédente en A = 0, on échange +1 et —1 qui jouent des réles symétriques car on ne
s’est pas servi de p_ < py puis on multiplie par p4 > 0 pour obtenir :

i (esp (T8O o, 21 < o (o (452001

On a donc py - E <exp <d(X/éCl)2>> =P(X' €Cy)-E (exp <d(X/éCl)2)>

n—1
or X' = Zeiei est & valeurs dans ’espace euclidien E’ de dimension n — 1 de base orthonormée (eq, ..., e,—1),
i=1
C; est un convexe fermé non vide de E et les ¢; sont indépendantes et suivent la loi de Rademacher d’ou par
hypothése de récurrence, on peut appliquer (II.1) :

(e (50

Enfin comme p; > 0 selon Q24. (py et p_ jouant des roles symétriques), on a alors

o (o (20,07 1) < -
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Q 28. On utilise la formule des probabilités totales sur les espérances conditionnelles de Q7. avec le systéme complet

d’événements : (e, = t);c(—1,1} de probabilités 1/2 qui est non nulle : donc

E (exp <;d(X, C)2)> = %E (eXp <éd(X, C)2>

Soit A dans [0, 1]. On applique les deux questions précédentes :

En = 1) + %E <exp @d(x, C)2>

Ep = —1>

3 (o (e 07)) <3 (o (3) (5 (o (2575)) (3o (555))))

En utilisant I’hypothése de récurrence comme a la question précédente on a :

() < o (5))

1
b+

1 1
On en déduit que |pour tout A dans [0,1] : E <exp (Sd(X, C)2>> < 3 ( + exp
b+

II.F - Optimaisation
Q 29. Ona)\—l——+ [0,1] car 0 < p— < p4 donc d’aprés Q28 :

o (baxr)) ¢ 2 (1o (5) (2) )

mo = () ()

2
Ainsi on a bien | E (ex %d(X C) >> 2;+ (1 + exp <);> (1-— /\)A1>

22

Q 30. Jepose g:x+—— In(2+z) — —x) =% — (z—1)In(l — ) qui est C* sur [0, 1] par théorémes généraux.

1 1
—— —x—1—-In(1—-2x)

Soit x € [0, 1], () =
oit z € [0,1[, on a ¢'(x) 2+x+2—x
1 1 1 8x T
t o _ _ 1 _
et g"(2) (2—2)2 (2+2)2 +1—x (2—x)2(2+3:)2+1—x
ainsi ¢’ y est strictement croissante sur [0, 1]
De plus ¢’(0) = 0 donc Vz € [0,1], ¢'(x) = 0.
d’out g est croissante sur [0, 1] et comme g(0) =0, on a Yz € [0, 1], g(z) > 0.

=0

2

On a montré que | pour tout = € [0, 1], % +(x—1In(l—2)<In(2+z) —In(2 —

x)

Q 31. Soit z € [0, 1. En appliquant ’exponentielle a I'inégalité précédente, on obtient :

2
2
exp <x2> (1—2)"1< 5 i_i

22
d’ou| 1+ exp <2) (1—2)"1<
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Q 32. En utilisant la question précédente et Q29., et comme A € [0, 1[ car A =1 — Z—; et 0 <p_<py,ona:

e (o (§0502)) < g

Or p+(2 — )\) =P+ <1 + Z;_> = P+ +p_ d’ou
+

e (o (v 0r) ) < 555

_ 1
donc comme —2— >0, on a #E (exp <8d(X, C)2>) <1

P++p—

A l'aide de la question 21, par définition de py et p_, on a :
1
P(XeC)-E <exp (8d(X, 0)2)> <1 (IL.1)

on vient de terminer I’hérédité (commencée en 1IC) de notre démonstration par récurrence dans le cas ou
CNX(w) contient au moins deux éléments

mais la formule reste vraie si C N X(w) a au plus un élément d’aprés ITA
De plus l'initialisation a été traitée en IIA ou IIB selon le cardinal de C N X(w)

Ainsi

I'inégalité (I1.1) a été démontrée par récurrence‘

II.G - Inégalité de Talagrand

Q 33. Soit C convexe fermé non vide de E et ¢ réel strictement positif. D’aprés ce qui précede on a

P(X e C)-E <exp (d(X80)2>> <1 (IL1)

. 2
or par croissance sur Rt de x — exp (%), on a:

P(d(X,C) >t) =P (exp (CZ(XSC)Q> > exp <té32>>

2
En appliquant Markov avec la variable aléatoire positive exp (%) et exp (%) >0ona:

o (5) 0205 o (5
2

done P(X € C) - exp <t8> P(d(X,C) > ) <P(X € C)-E <exp <d(X80)2>> <1

On en déduit l'inégalité de Talagrand :

Pour tout C convexe fermé non vide de E et pour tout réel ¢ strictement positif

P(X € C) - P(d(X,C) > t) < exp (-t;)
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ITI. Démonstration du théoréme de Johnson-Lindenstrauss

III.A - Une inégalité de concentration

Q 34. Fermée L’application M € My, 4(R) — M - u est linéaire donc continue car dim (My, 4(R)) = kd < oo
Donc par composition g est continue sur My, 4 or [0,7] est une partie fermée de R
donc C = g~1 ([0, 7]) est une partie fermée de My, 4(R)
Convexe Soit M et N € C. Soit A € [0, 1].
A Taide de 'inégalité triangulaire et ’homogénéité, on a
gOM+ (1 —=AN)= ||\ M-u+ (1 =A)N-u|| <AM-ul|+ (1T =N|N-u|<A+1=-XNr=r
dott AM + (1 — )N € C
On a bien montré que |C = {M € My, 4(R) | g(M) < r} est une partie convexe et fermée de My, 4(R)
Q 35. Soit M = (mm‘)l@'gk dans Mk,d(R).

1<j<d
k d 2 k d 2

Onal|M-ul>=Y | D migu; | =) |> miju
i=1 \j=1 =1 [j=1

On applique k fois Cauchy-Schwarz dans RY, ce qui donne :

d d
IM-ul? <D (| 2omiy | x| 2w
i=1 j=1 j=1
d
or Zu? = |lul|* =1 ainsi
j=1
k d
IM-al? < 3> m?;
i=1j=1

ce qui permet de conclure que ’ IM - ul| < ||MHF‘

Q 36. Soit M dans My 4q(R) telle que d(M,C) <t
On a 0 € C donc selon Q34., C est une partie fermée convexe non vide de 'espace euclidien My, 4(R)
Ceci nous fournit donc V € C tel que d(M, C) = ||[M — V|| et donc |[M — V|p <t
On a g(M) = [IM-ul| = (M= V) - u+V-u| < [(M= V)l + |V - ul
Ainsi selon 'inégalité triangulaire et la question précédente : g(M) < |[M — V|[gp + 7 car V € C
d'ou g(M) <7+t
Ainsi | pour toute matrice M dans My, 4(R), d(M,C) <t = g(M) <r +1

Q 37. On peut appliquer le théoréme de Talagrand avec ’espace euclidien My, 4(R) de dimension kd muni de la base

canonique orthonormée (E; j)1<i<k, la variable X = E €;,jE; ; ou les €; j sont mutuellement indépendantes
1<j<d
suivant une loi de Rademacher et C convexe fermé non vide de My, 4(R) :

P(X € C)-P(d(X,C) > t) < exp <—t2>

8
Or (X € C) = (¢9(X) < r) par définition de C et (¢(X) = r+1t) C (d(X,C) > t) par contraposée de Q36.
2
On en déduit que [P(g(X) <r)-P(g(X) = r+1t) <exp (_tS)
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III.B - Médianes

Q 38. On considére la fonction G de R dans R telle que, pour tout réel t, G(t) = P(¢g(X) < t).
Comme € est fini, g(X) prend un nombre fini de valeurs,
on peut alors noter g(X) = {y1,...ynfoun e N* et y; < -+ < yp.
Comme G est une fonction croissante sur R et de plus Vi < y1, G(t) = 0 et Vt > yp, G(t) = 1 et G est
constante sur chaque [y;, yi+1[ pour 1 <i<n—1,
Je note yo = y1 — 1. La suite (G(¥:))oc;<, €st croissante et G(yo) =0 et G(y,) = 1

1 1
3 < Gl | et ona Glus-1) < § < Goy)

Je pose m = y; et on a P(g(X) < m) = G(m) = G(y;) > L

Ceci nous fournit j = min {z € [1,n]

2
1 1
et on a G(yj—1) < 3 donc P(g(X) > yj—1) =1 - G(yj-1) > 3
1
or m = y; > yj-1, donc (¢(X) > yj-1) = (9(X) = m) et P(¢(X) >m) > 5
donc ’ 9(X) admet au moins une médiane‘
Q 39. Soit t > 0. En appliquant Q37. & r =m puisr =m —t, on a :
2 2
P(9(X) < m) - Plg(X) 2 mo+ ) < oxp (=5 ) et PG00 < m—1)- Pl > m) < exp (-5 )

Puis a l'aide de la question précédente et par somme

/2
P(g(X) =>m+1t) +P(g(X) <m—t) <4exp <_8>
Comme (|g(z) —m| > t) = (9(X) = m+1t) U (¢(X) < m —t) (union disjointe)
12
On a|P(|g(x) —m| >t) < 4dexp <_8> ol m est une médiane de g(X)

Q 40. La variable aléatoire réelle g(X) — m vérifie les hypothése du I.D, en prenant a =4 et b =1/8
A l'aide de Q9., on déduit que |E((g(X) —m)?) < 32
2

k d
Q 41. Ona g(X)? = [Xull> =) [ D eiju

i=1 \ j=1

A i€ [1,k] fixé, on a
2

d d
o _ 2,2 2) e
€Uy = €5 4U5 + €i,jUjE; 0UL
j=1 j=1

1< <e<d

La variable 5127 ; est constante égale & 1 pour tout j et pour £ # j, on a par indépendance et linéarité :

E (g;,jujeipue) = uyugE (g5,5) E (€i0) = 0

(loi de Rademacher)

2

d d

Donc E Zaiyjuj = Zu? = ||lu||?> = 1 Par somme on peut conclure que |E(g(X)?) = k&
j=1 j=1

On applique Q6 a g(X) = |g(X)| et Y =1 et p = ¢ = 2 pour obtenir | E(¢(X)) < V&

On aurait pu faire appel & Cauchy-Schwarz.
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Q 42. Par linéarité et espérance de constante puis en utilisant la question précédente car m > 0 car P(g(X) > 0) =1

E((9(X) = m)?*) = E((9(X)?) — 2mE(¢(X)) + m® > E((9(X)?) - 2mVk +m’

On en déduit que | (vVk —m)? < E((g(X) —m)?)

II1.C - Un lemme-clé
Q 43. On sait déja que g(X) — m est & queue sous-gaussienne avec a =4 et b = 1/8
On a (g(X) = V&) = (9(X) = m +m — Vk)

Je pose alors 6 = m — vk et ainsi 62 = (m — vVk)? < 32 = ¢ d’aprés Q40. et Q42.
On a bien 0 < |§] < \/%. On peut donc utiliser Q12. et Q13.,

1
pour conclure que | pour tout réel strictement positif ¢ : P(|g(X) — Vk| > t) < 4exp(4) exp (—16152)

Q 44. On a (|[Agull = 1] > ) = ([IX - ul = V& > eVk) C (|9(X) = Vk| > eVk)

ainsi en utilisant la question précédente avec t = ev/k > 0 on a

1
B[ Agadl] — 1] > €) < dexp(4) exp (—161%2)

Comme k > 160% >0, on a:
10 _ 4exp(4) o exp(4)
P(||Agul| — 1| > ¢) < 4exp(4) exp (101In(d)) = 4exp(4)d < 59 0= X o
- exp(d) . .
A Taide la calculatrice : o7 1 donc pour tout vecteur unitaire v dans R* : ’P(!HAkuH —1>¢) < (5‘
III.D - Conclusion
Q 45. On applique Q45. avec u = ﬁ pour obtenir | P(E; ;) < 6
i Uj
B — —_— S— N(N —-1)
Q 46. Ona: P ﬂ EiJ’ =P U Ei,j < Z P (EiJ) < Z 0= T(S
1<i<j<N 1<i<y<N 1<i<yj<N 1<i<j<N
TN . . N(N—-1)
En passant a l’événement contraire on obtient | [P ﬂ Ei;l>1- #5
1<i<j<N

Q 47. Je pose alors ¢ = 320 > 0. Soit € €]0, 1[. Soit N et d entiers > 2. Soit v1, ... vy distincts dans R?.

In(N 1
Je prends k € N tel que k > ¢ n8(2 ) Je choisis § = N2 €10,1/2[ de sorte que k > 160%

On a alors P ﬂ E;j | > 0 donc m Ei; #0

1<i<j<N 1<i<j<N
Ce qui donne une matrice Ag qui donne f qui convient D’oil le théoréme de Johnson et Lindenstrauss.
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