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On �nit toujours par trouver la solution ! !
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POLYNÔMES

Exo 1 Soit n ∈ IN

(a) Montrer qu'il existe un unique polynôme Pn tel que : ∀θ ∈ IR : Pn(cos θ) sin θ = sin(n+ 1)θ.

On donnera une expression de Pn.

(b) Montrer que n ∈ IN : Pn+2 = 2XPn+1 − Pn.

(c) Calculer le degr�e , le coe�cient dominant , les racines de Pn.

(d) Montrer que ∀n ∈ IN ,∀z ∈ lC : Pn(cos z) sin z = sin(n+ 1)z.

Exo 2 D�eterminer P ∈ IR[X] de degr�e 3 , divisible par X− 1 et X− 2 et tel que le reste de la division de P par X2 + 1

soit �egal �a 1.

Exo 3 Factoriser dans lC puis dans IR le polynôme X16 − 1. En d�eduire cos(
π

8
) et sin(

π

8
). Est-ce le moyen le plus

rapide pour calculer cos(
π

8
) et sin(

π

8
) ?

Exo 4 Soit P ∈ lQ[X]. Soient (a, b, c) ∈ ZZ3 tels que
√
c /∈ lQ . Montrer que si a + b

√
c est racine d'ordre s de P alors

a− b
√
c est racine d'ordre s de P.

Exo 5 Soit n ∈ IN∗. Montrer que 1 est racine double de Xn+1 − Xn − X+ 1 puis factoriser ce polynôme dans lC.

Exo 6 D�eterminer les polynômes de lC[X] tels que P ′ divise P. Même question avec IR[X].

Exo 7 Calculer

7∏
k=1

cos
kπ

15
.

Exo 8 Pour n ∈ IN∗ on d�e�nit le polynôme Pn =

n∑
k=1

Xk − 1.

1) Montrer que Pn a une et une seule racine positive, que l'on notera an.

2) Montrer que (an) converge et d�eterminer sa limite L.

3) D�eterminer un �equivalent de an − L quand n tend vers +∞.

Exo 9 R�esoudre dans lC 3 :


x+ y+ z = 6

x2 + y2 + z2 = 62

xyz = −42

Exo 10 Soit P = X3 + pX+ q un polynôme de lC[X].

Calculer S = x71 + x
7
2 + x

7
3 en fonction de p et q, o�u x1, x2, x3 sont les racines de P.

Exo 11 On cherche �a d�eterminer les polynômes P qui v�eri�ent (∗) : P(X2) = P(X)2.
(a) Montrer qu'un polynôme qui v�eri�ent (∗) est pair ou impair.

(b) D�eterminer les polynômes solutions de (∗).
Exo 12 Soit P = Xn+an−1X

n−1+ · · ·a1X+a0 un polynôme unitaire dont les racines sont toutes situ�ees dans le disque

unit�e ferm�e de lC. Montrer que ∀k ∈ [[0, n− 1]], |ak| 6

(
n

k

)
.

Exo 13 On note (Lk)16k6n les polynômes de Lagrange de 1, . . . , n, c'est-�a-dire Li(j) = δi,j pour (i, j) ∈[[ 1, n ]]
2
.

(a) Pour tout k ∈[[ 1, n ]], exprimer le coe�cient dominant de Lk au moyen de factorielles.

(b) Exprimer de deux mani�eres l'unique polynôme P ∈ IRn−1[X] pour lequel P(k) = k
n−1 pour tout

k ∈[[ 1, n ]].

(c) En d�eduire une expression simpli��ee de

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)n−kkn.

Exo 14 Soit f la fonction d�e�nie sur IR par f(x) = e−x
2

. Pour tout n ∈ IN, on d�e�nit sur IR la fonction Hn par :

Hn(x) = e
x2f (n)(x)

(a) D�eterminer une relation reliant Hn, Hn+1 et Hn+2.

(b) Montrer que Hn est une fonction polynôme dont on pr�ecisera le degr�e et le coe�cient dominant.

(c) Montrer que Hn admet n racines r�eelles distinctes s�epar�ees par celles de Hn−1.
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Exo 15 a) Soit n ∈ IN. Montrer que le polynôme Pn =

n∑
k=0

Xk

k!
n'a que des racines simples. Combien Pn a-t-il exactement

de racines r�eelles ?

b) �Ecrire une fonction python def q(n,x) : qui renvoie la valeur de Pn(x). �Ecrire ensuite une fonction python

def p(n,x) : qui renvoie la valeur de Pn(x). La fonction p ne devra utiliser que des additions, multiplications

et divisions (pas de factoriels). �Ecrire un algorithme qui renvoie les valeurs de Pn(1) pour n = 0, 10, 20, ..., 100.

Que constate-t-on ?
�Ecrire une fonction def rac(n,h) : qui �a n renvoie une approximation �a h pr�es des racines de Pn, �a l'aide de

la dichotomie. Que constate-t-on lorsque n devient grand ? Que constate-t-on lorsque h devient petit ?

Exo 16 Soit P ∈ IR[X] poss�edant exactement k > 1 coe�cients non nuls. Montrer par r�ecurrence que P a au plus 2k− 1

racines r�eelles distinctes et que cette majoration est optimale.

RELATIONS BINAIRES

Exo 1 Soit E un ensemble et A un sous-ensemble de E. On d�e�nit sur P(E), R la relation binaire par : XRY si

X ∩A = Y ∩A.
a) Montrer que R est une relation d'�equivalence.

b) Montrer que P(E)/R est en bijection avec P(A).
Exo 2 Soit E = IN2. On d�e�nit la relation � par

∀((x, y), (x ′, y ′)) ∈ E, (x, y) � (x ′, y ′) si [(x < x ′) ou (x = x ′ et y 6 y ′)]

a) Montrer que � est une relation d'ordre. Est-elle totale ou partielle ? Comment s'appelle-t-elle ?

b) E a t-il un plus petit �el�ement,un plus grand �el�ement ?

c) Les parties {(p, p) , p ∈ IN}, {(2, 2p) , p ∈ IN} sont elles major�ees ? Si oui, ont-elles un plus grand �el�ement ?

une borne sup�erieure ?

d) D�emontrer que toute partie de E non vide admet un plus petit �el�ement.

e) D�emontrer que toute partie de E non vide et major�ee admet une borne sup�erieure.

Exo 3 D�eterminer le nombre de relations binaires sym�etriques et r�e
exives sur un ensemble �a n �el�ements.

Exo 4 Soit E un ensemble ordonn�e. Soit (a, b) ∈ E2. D�eterminer sup {a, b} dans les cas suivant :

(a) E = IR avec l'ordre usuel.

(b) E = P(X) avec l'inclusion.
(c) E = IN∗ avec l'ordre "a divise b".

(d) E = F([0, 1], IR) avec l'ordre usuel (on fera juste un dessin).

IN , ZZ , lQ , IR

Exo 1 Soit In =

∫1
0

xn sin(πx)dx.

(a) Calculer I0 et I1.

(b) Montrer que ∀n > 2 , In =
1

π
−
n(n− 1)

π2
In−2.

(c) Montrer par r�ecurrence que ∀p > 1 , I2p = (−1)p
2(2p)!

π2p+1
+

p−1∑
k=0

(−1)k
(2p)!

(2p− 2k)!π2k+1

Exo 2 Soit E un ensemble non vide de n �el�ements. On cherche le nombre Sn de couple (A,B) tels que A ∪ B = E

(attention : A et B ne sont pas forc�ement disjoints).

(a) Calculer ce nombre lorsque n = 1, 2.

(b) Soit A ⊂ E �x�e de cardinal p. Combien y-a-t-il de couples (A,B) solutions de A ∪ B = E ?

(c) En d�eduire Sn.

(d) G�en�eraliser.

Exo 3 Soit A inclus dans IR. Montrer l'�equivalence :

A major�e et minor�e ⇐⇒ ∃M ∈ IR tel que ∀x ∈ A , |x| 6M.
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Exo 4 Soient r, r ′ rationnels et α,α ′ irrationnels.

Que dire de r+ r ′ , rr ′ , r+ α , rα , α+ α ′ , αα ′ ,
r

α
,
α

α ′
et
α

r
?

Exo 5 Soit A et B, inclus dans IR, non vides et major�es. Calculer sup(A ∪ B) en fonction de supA et de supB.

Exo 6 Soient x et y deux r�eels. Montrer que bxc < byc =⇒ x < y. A-t-on la r�eciproque ?

Exo 7 Montrer que ∀x ∈ IR , ∀n > 1 :

∣∣∣∣x− bnxcn
∣∣∣∣ 6 1

n
. Cons�equence ?

Exo 8 Soit f d�e�nie de IR dans IR par f(x) = bxc.
(a) D�eterminer f(IR) , f(IR− lQ) , f([0, π]) , f([0, 1

2
]) , f−1(]0, 1[) , f−1(] − 15, 0]) , f−1(IN) ,f−1({−13}).

(b) D�eterminer f(f−1([0, 1])) , f−1(f([0, 1]))

(c) D�eterminer les sous-ensembles A tels que f(f−1(A)) = A

Exo 9 Montrer par r�ecurrence que ∀n > 3 on a n! > (
n

e
)n.

NOMBRES COMPLEXES

Exo 1 Montrer que ∀θ ∈ IR , Re

(
1

1+ 1
2
eiθ

)
>
2

3
.

Exo 2 Lin�eariser cos3 x sin5 x et d�elin�eariser sin 6t.

Exo 3 D�eterminer les complexes z tels que |z| = |1− z| = 1.

Exo 4 Calculer une racine carr�e de 1+ 4i
√
3.

Exo 5 R�esoudre z3 =
1+ j√
3− i

.

Exo 6 Soit θ ∈ IR. R�esoudre z8 − 2z4 cos θ+ 1 = 0.

Exo 7 D�eterminer les points M d'a�xe z tels que les points A,M et M ′ d'a�xes respectives 1, z et z2 soient align�es.

Exo 8 R�esoudre cos z = 2 dans lC. G�en�eraliser.

Exo 9 On d�e�nit Γ l'ensemble de toutes les racines n-i�eme de l'unit�e quand n d�ecrit IN∗.

On a donc Γ =
⋃

n∈IN∗
lUn.

(a) Montrer que Γ ⊂ lU. Donner 10 exemples d'�el�ements de Γ .

(b) ei appartient-il �a lU ? ei appartient-il �a Γ ?

(c) Soit α ∈ IR. Donner une C.N.S. sur α pour que eiα ∈ Γ .
(d) Montrer que ∀(α,β) ∈ IR2 : |eiα − eiβ| 6 |α− β|.

(e) En d�eduire que ∀u ∈ lU , ∀ε > 0 , ∃z ∈ Γ tel que |u− z| 6 ε. Interpr�eter.

DÉNOMBREMENT

Exo 1 D�eterminer une bijection de [[1, n]]× [[1, n]] dans [[1, n2]]. On exhibera sa bijection r�eciproque.

Exo 2 Soit E de cardinal n > 1. Calculer en fonction de n les sommes
∑
A⊂E

|A| et
∑
A⊂E

2|A|.

Exo 3 Soient (p, n) ∈ IN2 avec 2 6 p 6 n. Trouver le nombre de p-listes d'�el�ements distincts de [[1, n]] telles que le

plus petit �el�ement soit plac�e en premi�ere position et le plus grand en derni�ere position.

Exo 4 Soient n1, . . . , nr des entiers naturels non nuls. On consid�ere un mot contenant n1 fois la lettre L1,...,nr fois la

lettre Lr. D�eterminer le nombre d'anagrammes de ce mot.

Exo 5 On donne un entier naturel non nul n. On appelle composition de n toute liste d'entiers sup�erieurs ou �egaux

�a un dont la somme fait n.

i) Faire la liste de toutes les compositions des entiers 1,2,3,4.

ii) D�eterminer le nombre de compositions d'un entier n quelconque.
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Exo 6 Soient deux entiers naturels m et p tels que m > 2 et p > 2.

On consid�ere une cour ferm�ee parmmurs non n�ecessairement rectilignes et l'on dispose de p couleurs di��erentes.

On souhaite repeindre les m murs de telle sorte que deux murs cons�ecutifs ne soient pas de la même couleur.

On note en�n πm,p le nombre de fa�cons de parvenir �a notre souhait.

i) Calculer π2,p et π3,p.

ii) Donner une relation de r�ecurrence entre πm+2,p , πm+1,p et πm,p.

iii) En d�eduire la valeur de πm,p pour toutes les valeurs de m et p.

Exo 7 On donne un couple (p, n) ∈ IN2 avec p 6 n. On consid�ere l'ensemble X des (n+ 1)-listes form�ees uniquement

de "0" et de "1" et qui contiennent au moins p+1 chi�res "1". On va d�enombrer X de deux mani�eres di��erentes.

i) On consid�ere pour p + 1 6 i 6 n + 1, l'ensemble Xi des listes de X ayant exactement i + 1 chi�res "1".

D�enombrer Xi et en d�eduire un premier d�enombrement de X.

ii) On consid�ere maintenant , l'ensemble Yi des listes de X pour lesquelles le (p + 1)-i�eme chi�re "1" apparait

en (i+ 1)-i�eme position. D�enombrer Yi et en d�eduire un deuxi�eme d�enombrement de X.

iii) En d�eduire l'�egalit�e sommatoire suivante : ∀(p, n) ∈ IN2 avec p 6 n :

n∑
i=p

(
n+ 1

i+ 1

)
=

n∑
i=p

(
i

p

)
2n−i.

Exo 8 1) Soit E un ensemble �a n �el�ements. Quel est le nombre de couples (A,B) de parties de E telles que A ⊂ B ?
2) Soit E un ensemble �a n �el�ements. Quel est le nombre de quadruplets (A,B,C,D) de parties de E telles que

A ⊂ B ⊂ C ⊂ D ?

Exo 9 Une urne contient a boules blanches et b boules noires. On en tire successivement n au hasard en remettant

chaque fois la boule tir�ee.

a) Calculer la probabilit�e de l'�ev�enement Bi : "On obtient i boules blanches", pour tout i ∈ [[0, n]].

b) Calculer , pour tout x r�eel,

bn2 c∑
i=0

(
n

2i

)
x2i.

c) En d�eduire la probabilit�e que le nombre de boules blanches obtenus soit pair.

Exo 10 Combien existe-t-il de mains di��erentes au poker contenant exactement un full ? un brelan ? une paire ? (une

main au poker est un ensemble de 5 cartes pris dans l'ensemble des 32 cartes. Une main contient une paire si

elle contient 2 cartes d'une même hauteur (as-roi...8-7), et 2 seulement, un brelan si elle contient 3 cartes d'une

même hauteur, les autres cartes �etant de hauteur di��erente et di��erente de la hauteur du brelan, un full si elle

contient 3 cartes d'une même hauteur, les 2 autres cartes �etant d'une même hauteur.

Exo 11 1) 2n personnes doivent prendre place autour d'une table ronde. De combien de fa�cons peuvent-elles s'asseoir ?

2) On suppose qu'il y a n hommes et n femmes. De combien de fa�cons peuvent-elles s'asseoir en respectant

l'alternance ?

Exo 12 D�emontrer �a l'aide d'un d�enombrement que

(
2n

n

)
=

n∑
k=0

(
n

k

)2
.

Exo 13 Pour n, p ∈ IN∗, on note S(n, p) le nombre de surjections de E = [[1, n]] dans F = [[1, p]].

1. D�eterminer S(n, p) lorsque p > n.

2. Calculer S(n,n) , S(n, 1) , S(n, 2) et S(n, 3).

3. �Etablir une relation entre pn et les S(n, k).

4. On suppose que p 6 n. Montrer que S(n, p) = p(S(n− 1, p) + S(n− 1, p− 1)).

On admet (avec les s�eries enti�eres et la relation ci-dessus) que si p 6 n, on a : S(n, p) =

p∑
k=0

(−1)p−k
(
p

k

)
kn.

5. En d�eduire la valeur des sommes suivantes : An =

n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
kn et Bn =

n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
kn+1.

Exo 14 On appelle d�erangement une bijection sans point �xe. Donner une relation de r�ecurrence pour calculer le nombre

de d�erangements d'un ensemble �a n �el�ements.

Exo 15 On note Dn le nombre de permutations d'un ensemble �a n �el�ements n'ayant pas de point �xe.

1. �Etablir, par une preuve combinatoire, que pour tout n > 2,

Dn+1 = n(Dn +Dn−1).
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2. Montrer que pour tout n > 2, Dn = nDn−1 + (−1)n.

3. En d�eduire la valeur de Dn.

5. Soit n ∈ IN∗. On e�ectue le tirage d'une permutation dans Sn. On note pn , la probabilit�e d'obtenir un

d�erangement. D�eterminer la limite de pn lorsque n tend vers l'in�ni.

SUITES RÉELLES ET COMPLEXES

Exo 1 Soit (xn) une suite qui converge vers `. Que peut-on dire de la suite (xnn) ?

Exo 2 �Etudier la convergence de (un) d�e�nie par : u1 > 0 et ∀n > 1 , un+1 =
1

n
arctan(un).

Exo 3 Soit Pn = Xn − nX+ 1.

(a) Montrer que pour tout entier n > 2, Pn poss�ede une unique racine dans [0, 1] , not�ee an.

(b) Montrer que (an) converge vers 0.

(c) Donner un d�eveloppement asymptotique �a 2 termes. C'est-�a-dire an = bn + cn + o(cn) avec cn << bn.

Exo 4 Soit (un) telle que (u2n) ,(u2n+1) et (u3n) convergent. Que dire de (un) ?

Exo 5 Montrer que ∀x > 0 : | sin x− x| 6 x3

6
. �Etudier la convergence de un =

n∑
k=1

sin(
1

n+ k
).

Exo 6 Soient a et b tels que a > 0 , b > 0 et a 6= b. �Etudier la suite un =

(
n+ a

n+ b

)n2
.

Exo 7 soit Sn =

n∑
p=1

pp.

(a) Donner au "feeling" un �equivalent de Sn.

(b) D�emontrer votre "feeling".

Exo 8 D�eterminer les limites des suites :
n!

n2n
et

(lnn)7√
n

. Montrer que n! << 2n
2

. Donner des �equivalents de ln(n+1)

, ln(n2 + 1) , exp(n+ 1) , arctan(n+ 1).

Exo 9 Combien y-a-t-il de fa�con de vider une bassine de 100 litres avec un seau de 1 litre et un seau de 2 litres

(attention : on tient compte de l'ordre) ?

Exo 10 Soit x ∈ IR. Calculer un en fonction de n quand u0 = 1 , u1 = x et ∀n ∈ IN : un+2 = 2xun+1 − un.

Exo 11 Soit (un) une suite convergente. �Etudier la suite (vn) d�e�nie par vn =
u1 + 2u2 + · · ·+ nun

n2
.

Exo 12 �Etudier la convergence de la suite

(
einθ + 5n

in+ (1
2
+ i
3
)n

)
.

Exo 13 Soit q ∈ lC. �Etudier la convergence de la suite (q2
n

).

Exo 14 Soit (un) une suite �a valeurs r�eelles.

1) On pose ∀n ∈ IN, vn = 2un + un−1. Montrer que la suite (un) converge SSI la suite (vn) converge.

2) A-t-on le même r�esultat avec vn =
1

2
un + un−1 ?

Exo 15 Soit (un) et (vn) deux suites de lC. Soit α une valeur d'adh�erence de (un) et soit β une valeur d'adh�erence de

(vn). α+ β est-elle une valeur d'adh�erence de (un + vn) ? α
3 est-elle une valeur d'adh�erence de (u3n) ?

Exo 16 Soit (un) une suite born�ee de IR. On suppose que (un) n'admet qu'un nombre �ni de valeurs d'adh�erence et

que lim
n→+∞(un+1 − un) = 0. Montrer que (un) est convergente.

Exo 17 D�eterminer une suite (un) telle que {un , n ∈ IN} soit dense dans IR. Quel sont ses valeurs d'adh�erence ?

Suites récurrentes

Exo 18 Soit (a, b, α) ∈ IR3. Calculer un en fonction de n quand u0 = α et ∀n ∈ IN : un+1 = aun + b.

Exo 19 Soit f une fonction k-lipschitzienne avec 0 < k < 1 et soit I un intervalle stable par f. On suppose que f admet

un point �xe γ dans I. On d�e�nit une suite r�ecurrente par u0 ∈ I et ∀n ∈ IN : un+1 = f(un).

(a) Montrer que γ est unique.
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(b) Majorer |un − γ| en fonction de k, u0, n et γ.

(c) Majorer |un − γ| en fonction de k et n quand I = [a, b].

Exo 20 Soit f une fonction d�e�nie de I dans I et γ ∈ I tel que f(γ) = γ.
On dit que f est höldérienne s'il existe λ > 0 tel que ∀x ∈ I : |f(x) − γ| 6 λ|x− γ|2.
Soit la suite r�ecurrente d�e�nie par u0 ∈ I et ∀n ∈ IN : un+1 = f(un).

(a) Lemme : Soit (αn) qui v�eri�e ∀n ∈ IN : αn > 0 et αn+1 6 λα2n. Majorer αn en fonction de λ , α0 et n ,

puis en fonction λ , αp et n (avec p 6 n).

(b) En d�eduire une majoration de |un − γ| en fonction de λ , |up − γ| et n (avec p 6 n).

(c) Conclure.

(d) Un exemple : Soit b > 1, �x�e. Soit (un) d�e�nie par u0 > 1 et ∀n ∈ IN : un+1 =
1

2
(un +

b

un
)

i. Montrer que un+1 = f(un) avec f h�old�erienne et d�eterminer son point �xe γ.

ii. Majorer |un − γ| en fonction |u0 − γ| et n.

iii. Prenez un u0 "proche" de γ et en d�eduire un rationnel proche de
√
97 �a 10−100 pr�es.

Exo 21 �Etudier les suites r�ecurrentes suivantes :

a) un+1 =

√
un√

un +
√
1− un

et 0 < u0 < 1 et b) un+1 = e
−un et u0 ∈ IR.

Exo 22 (a) Montrer que l'�equation tan(x) = x admet une unique solution an dans
]
(n− 1)π+

π

2
;nπ+

π

2

[
. En donner

un �equivalent simple lorsque n tend vers +∞.

(b) V�eri�er que pour tout n > 1, an > π+ an−1.

(c) On pose pour tout n ∈ IN, bn = an − nπ − π
2
. Montrer que (bn)n>0 est une suite croissante et qu'elle

converge.

(d) Calculer tan(an) en fonction de bn de deux mani�eres di��erentes. En d�eduire une relation v�eri��ee par bn
puis la limite de la suite (bn).

(e) Trouver la limite de la suite (nbn) puis en d�eduire un �equivalent de bn et en�n un d�eveloppement asymp-

totique �a 3 termes de bn.de

Exo 23 On consid�ere l'�equation ex − xn = 0.

(a) Montrer que, pour n assez grand, cette �equation a exactement deux solutions positives

0 6 un 6 vn

(b) Montrer que (un) converge vers une limite ` ; donner un �equivalent de un − `.

(c) La suite (vn) converge-t-elle ? D�eterminer un �equivalent de vn.

(d) D�eterminer un d�eveloppement asymptotique �a deux termes de vn.

FONCTIONS RÉELLES

Exo 1 Soit f continue sur [0, 1] tel que f(0) = f(1).

(a) Montrer par l'absurde qu'il existe a ∈ [0, 1] tel que f(a+
1

2
) = f(a).

(b) Montrer par l'absurde qu'il existe b ∈ [0, 1] tel que f(b+
1

3
) = f(b).

(c) Application : Coulibaly parcourt 80km en 1 heure. Montrer qu'il existe un intervalle de temps de 30 minutes

pendant lequel il a parcourut exactement 40 km.

Exo 2 Soient f et g , 2 fonctions lipschitziennes sur [a, b]. Montrer que f+ g et fg le sont aussi.

Exo 3 D�eterminer les limites suivantes :

√
x2 + 1− x en +∞ , ln(ex + 1) − x en +∞ et

x10

e
√
x − 1

en 0 et +∞.

Exo 4 D�eterminer des �equivalents simples de :

a)
1

xn − 1
en 1. b)

sin x

3x− π
en π

3
. c) ex − 1− x en 0. d)

2x+ 5√
x2 − 3x+ 2

en 1.
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Exo 5 D�eterminer un petit o simple de

a) e−x
2

en +∞. b)
(ln x)100

x3
en +∞. c)

ln x√
x
en 0.

Exo 6 On cherche �a d�eterminer les fonctions f d�e�nies et continues sur IR , qui v�eri�ent :

∀(x, y) ∈ IR2 : f(x+ y) = f(x)f(y).

Soit f une telle fonction. On suppose de plus que f est non nulle.

(a) Montrer que ∀x ∈ IR : f(x) > 0.

(b) Montrer que ∀x ∈ IR , ∀n ∈ IN : f(nx) = f(x)n.

On pose a = f(1).

(c) Calculer f(n) pour n ∈ IN , f(n) pour n ∈ ZZ puis f(r) pour r ∈ lQ.

(d) Soit t ∈ IR. Calculer f(t).

(e) Conclure.

Exo 7 Soit f : IR∗+ → IR , x 7→ x

⌊
1

x

⌋
.

(a) �Etudier la continuit�e de f sur IR∗+.

(b) En encadrant

⌊
1

x

⌋
�a l'aide de x, montrer que f est continue en 0.

(c) Tracer f sur IR+.

Exo 8 Soit n ∈ IN∗. On pose zn = 1+
i

n
. D�eterminer arg(zn) �a l'aide d'un arctan.

En d�eduire lim
n→∞(1+

i

n
)n.

Exo 9 Montrer que 2 arctan
1

5
= arctan

5

12
.

Exo 10 Montrer que Pn(x) = [(x2 − 1)n](n) admet n racines 2 �a 2 distinctes dans ] − 1, 1[.

Exo 11 La fonction
√
x est-elle polynômiale sur IR+ ? sur [1, 3] ?

Exo 12 D�eterminer les fonctions f : [a, b]→ IR telle que :

∃α > 1 et ∃K > 0 , ∀(x, y) ∈ [a, b]2 : |f(x) − f(y)| 6 K|x− y|α.

Exo 13 �Etudier la continuit�e et la d�erivabilit�e de f d�e�nie sur IR par f(t) =

∫1
0

|x2 − t|dx.

Exo 14 On consid�ere l’équation fonctionnelle d'inconnue f : ∀x ∈ IR : f(2x) = 2f(x). D�eterminer les solutions

d�erivables en 0 de cette �equation. Donner un exemple de fonction solution de cette �equation non continue.

Exo 15 On consid�ere l’équation fonctionnelle d'inconnue f : (∗) : ∀x ∈ IR : f ′(−x) = f(x).

(a) Montrer qu'une solution de (∗) est de classe C∞ sur IR.

(b) En d�erivant (∗) , d�eterminer les solutions de cette �equation.

Exo 16 Soit f : [a, b] −→ [a, b] une fonction 1-lipschitzienne, et (xn) d�e�nie par x0 ∈ [a, b] et ∀n ∈ IN,

xn+1 =
xn + f(xn)

2
. Montrer que (xn) converge vers un point �xe de f.

Exo 17 Si n ∈ IN∗, et x ∈ IR, soit fn(x) =

n∑
k=1

sin(kx)

k
.

(a) D�eterminer le plus petit r�eel xn strictement positif en lequel fn atteint un maximum local.

(b) Calculer lim
n→+∞ fn(xn) �a l'aide des sommes de Riemann.

CONVEXITÉ

Exo 1 Montrer que :

(a) ∀x ∈ [0,
π

2
]IR : 0 6 sin x 6

2

π
x. (b) ∀x ∈ IR+ : arctan x 6 x.

(c) ∀(x1, . . . , xn) ∈ (IR+)n : n
√
x1 · · · xn 6

x1 + · · ·+ xn
n

.

(d) Soit n ∈ IN∗ et (x1, . . . , xn) ∈ (IR+∗)n. Montrer que
x1

x2
+
x2

x3
+ · · ·+ xn−1

xn
+
xn

x1
> n.

8



Exo 2 Donner un exemple de fonction convexe de IR dans IR non d�erivable en 0,1, et −1.

Exo 3 Soit f convexe sur un intervalle born�ee ]a, b[, montrer que f est minor�ee.

Exo 4 Soit f de IR dans IR convexe et major�ee. Montrer que f est constante.

Exo 5 Montrer que pour tous (x, y) ∈]1,+∞[2 , ln

(
x+ y

2

)
>
√
ln x lny

Exo 6 Soit f d�e�nie sur IR par f(x) = e
−
1

x si x 6= 0 et f(0) = 0.
(a) Montrer que f est de classe C∞ sur IR et calculer fn(0).

(b) �Etudier la convexit�e et tracer f.

Exo 7 Soit f une fonction convexe et C2, d�e�nie sur IR+, montrer que
f(x)

x
admet une limite �nie ou in�nie en +∞.

Montrer que si cette limite est un nombre n�egatif ou nul alors f est d�ecroissante.

Exo 8 Soit f convexe de [0, 1] dans IR. Montrer que f est d�erivable �a gauche et �a droite en tout point ]0, 1[ et que f ′d
et f ′g sont croissantes sur ]0, 1[.

Exo 9 Soit f une fonction de IR dans IR, continue sur IR. On suppose que f v�eri�e :

∀(x, y) ∈ IR2 , f

(
x+ y

2

)
6
f(x) + f(y)

2
.

Montrer que f est convexe sur IR.

Exo 10 Soit p un r�eel tel que p > 1.

(a) Montrer que ∀(x, y) ∈ (IR∗+)
2 et ∀(λ, µ) ∈ (IR∗+)

2 (λx+ µy)p 6 (λxp + µyp)(λ+ µ)p−1.

(b) En d�eduire l'in�egalit�e de Minkowski :

(
n∑
i=1

(ai + bi)
p

) 1
p

6

(
n∑
i=1

api

) 1
p
+

(
n∑
i=1

bpi

) 1
p

indication : On commencera par appliquer le (a) avec

n∑
i=1

api =

n∑
i=1

bpi = 1.

DÉVELOPPEMENTS LIMITES-ÉTUDES LOCALES

Exo 1 Donner le DL en 0 �a l'ordre 4 des fonctions suivantes :

e−3x, e2x
2

, ln(1+
x

3
), cos

√
x,

1

x+ 2
, 2x

2

.

Exo 2 Donner le DL en a �a l'ordre 2 des fonctions suivantes : tan x en a =
π

3
,

√
x en a = 2, ln(−1 + x) en

a = 3, arctan x en a =
√
3, e

1

x+ 2 en a = +∞.

Exo 3 Soit P une fonction C∞ sur IR et a ∈ IR. D�eterminer lim
x→
6=
a

(
xP(a) − aP(x)

x− a

)
Exo 4 D�eterminer les limites suivantes :

lim
x→0

e
x2

2 + ln(cos x) − 1

tan4 x

 , lim
x→1

(
ln x

sinπx

)
, lim

x→+∞
((

ln(x+ 1)

ln x

)x
− 1

)
ln x.

Exo 5 D�eterminer un �equivalent simple de

a)
−2+ sin x+ ln(1+ x) + cos x+ ex

(arcsin x2)3 + tan6 x
en 0 , b) (

3x + 7x

2
)

1

x − 7 en +∞.
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Exo 6 Calculer les DL suivants :

a) e6 sinx en 0 �a l'ordre 4 ,

b) (1+ 2x+ 3x2)8 en 0 �a l'ordre 3 ,

c)
arcsin

√
x√

(x(1− x)
en 0 �a l'ordre 3 ,

d)
1

cos x
en 0 �a l'ordre 6.

Exo 7 Soit f d�e�nie sur ] −∞, 1[ par f(x) = (1− x)
−
1

x .

(a) Prolonger f par continuit�e en 0 et �etudier les variations de f.

(b) Montrer que f admet un DL en 0 �a tout ordre et donner celui d'ordre 2.

(c) Tracer le graphe de f.

Exo 8 Calculer le DL en 0 �a l'ordre 2n+ 1 de arccos x (on donnera les coe�cients du DL sans pointill�es).

Exo 9 Soit f d�e�nie sur IR∗ par (x+ 1)2 arctan
1

x

(a) �Etudier l'allure locale (tangente et position) en 0.

(b) �Etudier l'allure locale (asymptote et position) en +∞.

(c) Tracer le graphe de f.

Exo 10 Soit f d�e�nie de ] −
π

2
,
π

2
[ sur IR par f(x) = sin x+ tan x.

Montrer que f est bijective, que f−1 est C∞ sur IR. Calculer le DL de f−1 en 0 �a l'ordre 3.

Exo 11 Calculer la limite suivante

lim
x→π

6

1

cos(3x)

(
arctan(2 sin x) −

π

4

)
SÉRIES NUMÉRIQUES RÉELLES ET COMPLEXES

Exo 1 �Etudier la nature des s�eries suivantes :

a)

(∑ 2n

3n + 4n

)
b)

(∑ 2n + lnn

3n − cosn

)
c)

(∑ n4 + n3 − 2n2 + n+ 7

100n3 − 4n2 + 108n+ 147

)
d)

(∑
cos

1

n
− e

1
n

)
e)

(∑
ln(cos

1

n
)

)
f)

(∑
e− (1+

1

n
)n
)

g)

(∑ 1

n1+
1
n

)
h)

(∑ 1

2lnn

)
i)

(∑ cos(3n)

n3

)
j)

(∑ n2 + lnn

2
√
n

)
k)

(∑ arctan(n2 + lnn)

n2

)
Exo 2 �Etudier la nature des s�eries suivantes : a)

(∑ n!

nn

)
b)

(∑ n2

2n
xn
)

c)

(∑(
3n

n

)
xn
)

Exo 3 �Etudier la nature de la s�erie (
∑
un) o�u un = (n sin

1

n
)n.

Exo 4 S�eries de Bertrand (HPTS)

(a) Rappeler lim
x→+∞ (ln x)a

xb
.

(b) �Etudier la nature des s�eries suivantes :

(
∑ lnn

n3
), (

∑ (lnn)100

n2
), (

∑ (lnn)37

n1,2
), (

∑ 1

(lnn)100
√
n
), (

∑ 1

n lnn
).

(c) G�en�eraliser �a l'aide des exemples ci-dessus.

Exo 5 Nature de la s�erie
(∑

a1+
1
2
+···+ 1

n

)
(avec a > 0).

Exo 6 �Etudier la nature des s�eries suivantes :

a) (
∑

(−1)n
(lnn)10

n− 10
√
n+ 5

), b) (
∑ cos(nπ)√

n
) c) (

∑
sin(π

√
n2 + 2))

Exo 7 Soit (un) d�e�nie par u1 ∈ IR et ∀n ∈ IN∗ : un+1 =
1

n
e−un . �Etudier la nature de la s�erie (

∑
un) et de la s�erie

(
∑

(−1)nun).
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Exo 8 Donner la nature de la s�erie (
∑

un) o�u un = ln(1+
(−1)n

nα
) et α ∈ IR.

Exo 9 Soit z un complexe �x�e.

(a) On suppose que Re(z) > 1. �Etudier la nature de la s�erie (
∑ 1

nz
).

(b) On admet que (
∑ cos(lnn)

n
) est divergente. �Etudier la nature de la s�erie (

∑ 1

n1+i
).

Exo 10 Soit un =

∫1
0

tn sin(πt)dt. �Etudier la nature de la s�erie (
∑
un).

Exo 11 Calculer , apr�es en avoir justi�er l'existence , les sommes suivantes :

a)

∞∑
n=0

1

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
, b)

∞∑
n=1

ln(
n2 + 2n

(n+ 1)2
).

Exo 12 Calculer la somme suivante :

∞∑
n=1

1

n
(
⌊√
n+ 1

⌋
−
⌊√
n
⌋
)

Exo 13 Calculer , apr�es avoir justi�er l'existence , une valeur approch�ee des sommes suivantes :

a)

∞∑
n=0

πn

n!
�a 10−1 pr�es b)

∞∑
n=1

1

n5
�a 10−2 pr�es c)

∞∑
n=0

10−n! �a 10−100 pr�es.

Exo 14 Soit un =

∞∑
k=n

(−1)k

k2
.

(a) Justi�er l'existence de un.

(b) Montrer que (
∑
un) est convergente.

(c) Calculer

∞∑
n=1

un.

Exo 15 Soit un = jn

n
avec j = e

2iπ
3 .

(a) Calculer pour p ∈ IN , vp = u3p+1 + u3p+2 + u3p+3 et donner en un �equivalent.

(b) Montrer que (
∑
vp) est convergente , puis que (

∑
un) est convergente.

(c) Grâce �a la M�ega-astuce
1

n
=

∫1
0

tn−1dt , calculer

∞∑
n=1

un.

(d) Que dire de la s�erie (
∑ cos 2nπ

3

n
) et de sa somme ?

Exo 16 Soit (xn) d�e�nie par x0 > 0 et pour tout entier n, xn+1 = xn +
1

xn
.

1) �Etudier la suite (xn).

2) D�eterminer un �equivalent simple de xn.

3) On prend x0 = 5. Montrer que 45 < x1000 < 45, 1.

Exo 17 On d�e�nit la suite (xn)n∈IN par

 x0 = 0

xn+1 =

√
xn + 1

2
On pose ∀n ∈ IN, un = 1− xn.

1) �Etudier la suite (xn)n∈IN.

2) D�eterminer la nature de la s�erie
∑
un.

Exo 18 On pose, pour tout entier naturel non nul n, un =
1

1+
√
2+ · · ·+ n

√
n

Quelle est la nature des s�eries
∑
un et

∑ un

n
?

Exo 19 Soit hn = 1+
1

2
+ · · ·+ 1

n
, un = hn − lnn et vn = un −

1

n
.

a) Montrer que (un) converge.

b) A l'aide de (vn), donner un d�eveloppement asymptotique �a 4 termes de hn.

Exo 20 Soit ϕ une bijection de IN∗ dans IN∗. On pose pour tout entier n ∈ IN∗, un =
1

ϕ(n)
et vn =

ϕ(n)

n2
. �Etudier les

suites et les s�eries suivantes : (un) , (vn), (
∑
un) et (

∑
vn).
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Exo 21 Montrer qu'il existe a > 0 tel que

n∏
k=2

(
1+

(−1)k−1√
k

)
∼
a√
n
.

On utilisera σn = 1+ · · ·+ 1

n
= lnn+ γ+ o(1)

Exo 22 �Etablir une bijection entre [0, 1] et [0, 1[, puis entre IR et IR− lQ.

Exo 23 Soit (up,q)(p,q)∈IN d�e�nie par (up,q =
2(p− q)

(p+ q+ 1)(p+ q+ 2)(p+ q+ 3)
.

a) Calculer

∞∑
p=0

∞∑
q=0

up,q b) Calculer

∞∑
q=0

∞∑
p=0

up,q c) Calculer

∞∑
n=0

n∑
k=0

uk,n−k.

d) La s�erie
(∑

up,q

)
(p,q)∈IN

est elle absolument convergente ?

Exo 24 Existence et calcul (quand elle existe !) de la s�erie double

(∑∑ 1

(p+ q+ 1)α

)
(p,q)∈IN2

.

Exo 25 On admet que σn = 1+ · · ·+ 1

n
= lnn+ γ+ o(1) et que pour x ∈ [−1, 1[ : ln(1− x) = −

+∞∑
n=1

xn

n
.

On pose en�n ζ(x) =

+∞∑
n=1

1

nx
. Montrer que

+∞∑
n=2

(−1)nζ(n)

n
= γ

Exo 26 Pour tout entier naturel n non nul, on note v2(n) le nombre de 1 dans l'�ecriture binaire de n.

(a) Justi�er que v2(n) = O
+∞(lnn). En d�eduire que la s�erie

∑
n>1

v2(n)

n(n+ 1)
converge.

(b) Exprimer v2(2n) et v2(2n+ 1) en fonction de v2(n).

(c) En d�eduire la somme de la s�erie.

(d) On souhaite v�eri�er avec python. �Ecrire la fonction v2 de mani�ere r�ecursive. En d�eduire la fonction somme

partielle et v�eri�er num�eriquement le c).

Exo 27 D�eterminer la nature de la s�erie de terme g�en�eral un =

∫ (n+1)π
nπ

e−
√

ln(x) sin(x)dx.

Exo 28 Soit P ∈ lC[X]. On consid�ere la s�erie de terme g�en�eral un = (n4 + n2)1/4 − P(n)1/3.

D�eterminer P pour que la s�erie
∑

un converge.

Exo 29 Soit α ∈ IR.

(a) Donner une condition n�ecessaire et su�sante sur α pour la suite (un) soit convergente avec

∀n ∈ IN∗, un = 1+
1

3
+ · · ·+ 1

2n+ 1
− α ln(n)

(b) Exprimer la limite de la suite (un) en fonction de la constante d'Euler γ = lim
n→+∞

[
n∑
k=1

1

k
− ln(n)

]
.

Exo 30 Soit j ∈ IN, on note kj = min

{
p ∈ IN

∣∣∣∣∣
p∑
n=1

1

n
> j

}
(a) Justi�er l'existence de kj puis montrer que kj tend vers +∞ lorsque j tend vers +∞.

(b) Montrer que 1−
1

kj
6 Skj+1 − Skj 6 1+

1

kj+1
avec Sp =

p∑
n=1

1

n
.

(c) A l'aide de la comparaison s�erie-int�egrale, montrer que lim
j→+∞

kj+1

kj
= e.

PROBABILITÉS

Exo 1 Une compagnie d'assurance automobile a class�ee ses assur�es en trois classes d'âges : moins de 25 ans, de 25 ans

�a 50 ans, plus de 50 ans. Le tableau ci-dessous fournit deux informations : la proportion d'assur�es appartenant

�a chaque classe et la probabilit�e qu'un assur�e d'une classe donn�ee d�eclare au moins un accident au cours de

l'ann�ee.
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Classe proportion probabilité

moins de 25 ans 0,25 0,12

de 25 �a 50 ans 0,53 0,06

plus de 50 ans 0,22 0,09

1. Un assur�e est tir�e au hasard dans le �chier de la compagnie. Quelle est la probabilit�e qu'il ait d�eclar�e au

moins un accident au cours de l'ann�ee ?

2. Quelle est la probabilit�e qu'un assur�e ayant d�eclar�e au moins un accident au cours de l'ann�ee soit âg�e d'au

plus 25 ans ?

3. Quel est la probabilit�e qu'un assur�e âg�e de 25 ans ou plus ait au moins un accident au cours de l'ann�ee ?

4. Quelle est la probabilit�e qu'un assur�e n'ayant d�eclar�e aucun accident soit âg�e de 25 �a 50 ans ?

Exo 2 On jette trois d�es non pip�es indiscernables.

1. Calculer la probabilit�e d'obtenir au moins un as.

2. Que vaut la probabilit�e d'obtenir au moins deux faces portant le même chi�re ?

3. Calculer la probabilit�e que la somme des points marqu�es sur les trois d�es soit paire.

4. Montrer que les �ev�enements consid�er�es aux questions 2. et 3. sont ind�ependants.

Exo 3 Dans une biblioth�eque, n livres sont expos�es sur une �etag�ere rectiligne et r�epartis au hasard. Parmi ces n livres,

k sont d'un même auteur 'A' , les autres �etant d'auteurs tous di��erents. Calculer la probabilit�e qu'au moins p

livres de 'A' se retrouvent côte �a côte dans les cas suivants :

1. n = 20 , k = 3 , p = 3 ;

2. n = 20 , k = 5 , p = 2.

Exo 4 1. Mon voisin a deux enfants dont une �lle. Quelle est la probabilit�e que l'autre enfant soit un gar�con ?

2. Un autre voisin a deux enfants dont une �lle. Le plus jeune est une �lle. Quelle est la probabilit�e que l'ain�e

soit un gar�con ?

Exo 5 On cherche un parapluie qui, avec la probabilit�e
p

7
se trouve dans l'un quelconques des 7 �etages d'un immeuble

(p ∈ [0, 1] �x�e). On a explor�e les 6 premiers �etages. Quelle est la probabilit�e que le parapluie se trouve au

7-i�eme �etage. Soit f(p) cette probabilit�e ; repr�esenter graphiquement f. Donner une interpr�etation de f(
1

2
).

Exo 6 Une maladie M a�ecte un fran�cais sur 1000. On dispose d'un teste sanguin qui d�etecte M avec une �abilit�e de

99% lorsque cette maladie est e�ectivement pr�esente. Cependant on obtient un r�esultat faussement positif pour

0,2% des personnes saines test�ees.

Quelle est la probabilit�e qu'une personne soit r�eellement malade lorsqu'elle a un test positif ? Conclure.

Exo 7 On consid�ere n "menteurs" I1,....,In. I1 re�coit une information sous la forme de "oui" ou "non", la transmet �a I2,

ainsi de suite jusqu'�a In qui l'annonce au monde. Chacun d'eux transmet ce qu'il a entendu avec la probabilit�e

p, 0 < p < 1, le contraire avec la probabilit�e 1− p et les r�eponses des n personnes sont ind�ependantes.

1. Calculer la probabilit�e pn pour que l'information soit �d�element transmise. Que se passe-t-il lorsque n tend

vers l'in�ni. Conclure

2. Reprendre le calcul de pn �a l'aide d'une variable al�eatoire.

Exo 8 On dispose de N+1 urnes num�erot�ees de 0 �a N. L'urne num�erot�ee k contient k boules rouges et N−k blanches.

On choisit une urne au hasard. Sans connaitre son num�ero, on en tire n fois de suite une boule, avec remise

apr�es chaque tirage.

1. Quelle est la probabilit�e que le (n+ 1)-i�eme tirage donne encore une boule rouge sachant que, au cours des

n premiers tirages, seules des boules rouges ont �et�e tir�ees ?

2. Calculer la limite de cette probabilit�e lorsque N tend vers l'in�ni.

(ce r�esultat est connu sous le nom de loi de succession de Laplace)

Exo 9 Soit T une v.a. �a valeurs dans IN tel que P (T > n) > 0 pour tout n ∈ IN. On appelle taux de panne la suite

(θn) d�e�nie par θn = P (T = n/T > n), n ∈ IN. Par exemple, si T est la dur�ee de vie d'une ampoule �electrique

mesur�ee en heures, un observateur la trouvant allum�ee au d�ebut de l'heure n a la probabilit�e θn de la voir

"griller" avant la �n de l'heure.

1. Calculer P (T = n) en fonction des θk , k 6 n.

2. Montrer qu'une suite de r�eels (θk) est un taux de panne si et seulement si pour tout entier k ∈ IN :

0 6 θk < 1 et la s�erie (
∑
θk) diverge. Que dire du cas o�u (θk) est constante ?
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Exo 10 Consid�erons le jeu suivant : un joueur lance successivement et ind�ependamment n fois une pi�ece de monnaie.

Chaque fois qu'il obtient Pile, il gagne un point ; chaque fois qu'il obtient Face, il perd un point.

Soit p ∈]0, 1[ la probabilit�e d'obtenir Pile et q = 1−p la probabilit�e d'obtenir Face pour chaque lancer. L'espace

des �epreuves est Ωn = {Pile,Face}n. On a cardΩn = 2n et la probabilit�e P sur Ωn est donn�e par

∀ω ∈ Ωn : P({ω}) = prqn−r o�u r est le nombre de piles obtenus lors de la r�ealisation de ω.

On d�e�nit les variables al�eatoires X1, X2 . . . , Xn et S0, S1, S2, . . . , Sn sur (Ωn,P(Ωn) par les conditions suivantes
(k ∈ [[1, n]]) :

• Xk(ω) =

{
1 si ωk =Pile

−1 si ωk =Face

• S0 = x0 o�u x0 ∈ ZZ est la fortune initiale du joueur.

• Sk = x0 + X1 + X2 + · · ·+ Xk
La variable al�eatoire Xk repr�esente le gain du joueur -positif ou n�egatif, gain ou perte- du joueur au k-i�eme

lancer. La variable al�eatoire Sk repr�esente la fortune du joueur apr�es le k-i�eme lancer ou �a l'instant k.

On peut repr�esenter une partie compl�ete �a savoir unω , par sa trajectoire, c'est-�a-dire la ligne bris�ee joignant les

points de coordonn�ees (k, Sk(ω)) pour k ∈ [[0, n]], plac�e dans un rep�ere. L'axe T des abscisses est ici interpr�et�e

comme l'axe des temps.

Ainsi un chemin qui se trouve �a l'instant k en (k, x) sera �a l'instant k + 1 en (k + 1, x + 1) avec la probabilit�e

p en (k+ 1, x− 1) avec la probabilit�e q.

Il y a donc 2n chemins ou trajectoires possibles de n lancers. On se servira de cette repr�esentation pour d�ecrire

les �ev�enements. Par exemple l'�ev�enement (S1 = 1, S2 = 0) est l'ensemble des trajectoires passant par les points

(1, 1) et (2, 0).

On notera TM,N ou T(m,µ)(,n,ν) le nombre de chemins joignant les points M(m,µ) �a N(n, ν).

Lorsque l'exp�erience consiste en une suite in�nie de tirage �a Pile ou Face, la suite in�nie correspondante de

variables al�eatoires X1, X2, . . . , Xn, . . . s'appelle une marche al�eatoire.

(a) Pour tout ω ∈ Ωn donner la probabilit�e de ω en fonction de r, le nombre de Pile obtenus dans la r�ealisation

de ω.

(b) Faire des sch�emas de di��erentes trajectoires.

(c) Donner une condition n�ecessaire et su�sante sur m,µ,n, ν pour que puisse exister une trajectoire TN,M de

M(m,µ) �a N(n, ν).

(d) D�eterminer le nombre RN,M de trajectoire TN,M.

(e) Principe de r�e
exion. Soient µ > et ν > 0 et M ′ le sym�etrique de M par rapport �a l'axe des temps T .

i. Montrer qu'il existe autant de trajectoires touchant l'axe des temps et menant de M �a N, que de

trajectoires menant de M ′ �a N.

ii. En d�eduire , lorsque partant deM, on arrive �a N, la probabilit�e de ne jamais rencontrer l'axe des temps.

iii. Au cours d'un scrutin opposant deux candidats, C �a obtenu 600 voix et D 400. Quelle est la probabilit�e

que C ait �et�e majoritaire tout au long du scrutin ?

iv. Cent personnes font la queue �a un guichet de cin�ema ; la place coûte cinq euros. 60 personnes n'ont en

poche qu'un billet de cinq euros. Les 40 autres personnes ont chacune un billet de 10 euros. Combien

faut-il de billets de cinq euros dans la caisse pour pour que, avec la probabilit�e d'au moins 95%, chacun

soit servi d�es qu'il se pr�esente ?

Exo 11 Soit (Ω,A,P) un espace probabilis�e. Soient N une variable al�eatoire �a valeurs dans IN∗ et (Sn)n∈IN∗ une suite

de variables al�eatoires discr�etes.

On d�e�nit Y par ∀ω ∈ Ω : Y(ω) = SN(ω)(ω).

Montrer que Y est une variable al�eatoire discr�ete.

Exo 12 Soient n etN deux entiers naturels non nuls. On consid�ereN urnes qui contiennent chacune n boules num�erot�ees

de 1 �a n. On tire au hasard une boule dans chaque urne. Soit Xn le plus grand num�ero obtenu.

(a) D�eterminer le loi de Xn.

(b) Calculer, �a N �x�e, l'esp�erance de Xn puis montrer que E(Xn) ∼
n→+∞ nN

N+ 1
.

Exo 13 Soient X ↪→ U([[ 1, n ]]) et Y ↪→ U([[ 1, X ]]). D�eterminer la loi de probabilit�es de Y ainsi que son esp�erance.

Calculer la covariance de X et Y.
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Exo 14 Sur un �ecran num�erique carr�e de N2 pixels assimil�e �a T = [[0,N[[2, on choisit de mani�ere ind�ependante trois

points A,B,C suivant une loi uniforme. Pour M 6= P ∈ T , on note ∆M,P les points de T align�es avec M et P.

(a) D�eterminer P (A = B).

(b) Montrer que , pour tout M 6= P ∈ T , on a P (C ∈ ∆M,P) 6
1

N
.

(c) Montrer que P (A,B,C forme un vrai triangle) > 1−
1

N
−
1

N2
.

Exo 15 Sur un espace probabilis�e, on consid�ere une suite (Ai)i>1 d'�ev�enements ind�ependants. On note pi = P (Ai) et

on suppose que a =

+∞∑
i=1

pi < +∞.

On veut montrer que , pour tous (n, k) ∈ (IN∗)2, on a : P

(
n∑
i=1

1Ai > k

)
6
ak

k!
.

(a) Que dire du cas k > n ?

(b) Montrer que P

(
n∑
i=1

1Ai > k

)
6
∑

F⊂[[1,n]]
|F|=k

∏
i∈F

pi.

(c) Si an =

n∑
i=1

pi, montrer que akn > k!
∑

F⊂[[1,n]]
|F|=k

∏
i∈F

pi. Conclure.

(d) Au ball-trap , un tireur vise �a chaque �epreuve une cible mobile. Sa probabilit�e de r�eussir au premier coup

est p ∈]0, 1[, et cette probabilit�e est inversement proportionnelle �a la vitesse de la cible. D'une �epreuve �a la

suivante, la vitesse de la cible augmente de 20%. Les tirs successifs sont suppos�es ind�ependants, et le stock

de cartouche est illimit�e... Le tireur doit atteindre au moins 20 fois la cible. Majorer, ind�ependamment de

p, sa probabilit�e de r�eussite.

Exo 16 Un polycopi�e de 140 pages contient un nombre n > 100 d'erreurs typographiques r�eparties au hasard (n �etant

quand même inf�erieur au nombre de caract�eres que contient une page).

(a) Quelle est la loi exacte de la v.a. Y0 repr�esentant le nombre d'erreurs en page 13 ? Par quelle loi peut-on

l'approcher ? Dans les deux questions suivantes, on suppose que Y0 suit cette loi approch�ee.

(b) On e�ectue des lectures successives de cette page. A chaque lecture les erreurs sont corrig�es avec une

probabilit�e de 2/3, ind�ependamment les unes des autres. On note Yi le nombre d'erreurs restantes apr�es la

i-i�eme lecture.

D�eterminer P (Y1 = j/Y0 = k) pour j et k entiers.

(c) D�eterminer la loi de Y1 puis celle de Yi.

(d) En fait, le nombre d'erreurs contenues dans ce polycopi�e est mod�elis�e par une v.a. N enti�ere, d'esp�erance

µ. On d�e�nit la variable Zi correspondant au nombre total d'erreurs subsistant dans le polycopi�e apr�es la

i-i�eme lecture.

D�eterminer P (Z1 = k/N = n) pour n et k entiers.

(e) D�eterminer E(Z1) et E(Zi).

Exo 17 On consid�ere une suite de n �epreuves r�ep�et�ees ind�ependantes avec pour chaque �epreuve trois r�esultats possibles :

A avec la probabilit�e a, B avec la probabilit�e b, C avec la probabilit�e c. Quelle est la loi de la variable al�eatoire

X = (nA, nB, nC) o�u nA est le nombre de r�esultats valant A etc... ? V�eri�er que l'on a bien une loi de probabilit�e.

Exo 18 On dispose de deux urnes. La premi�ere contient une proportion de p ∈]0, 1[ boules blanches et de q boules

noires. On e�ectue des tirages avec remise jusqu'�a obtention d'une boule blanche. On note N le nombre al�eatoire

de tirages n�ecessaires. Dans une seconde urne contenant 10 boules num�erot�ees de 0 �a 9, on e�ectue alors N

tirages avec remise, et si on note Yj le chi�re obtenu lors du j-i�eme tirage, on forme le r�eel d�ecimal :

X(ω) = 0, Y1(ω)Y2(ω) · · · YN(ω)(ω) =

N(ω)∑
j=1

Yj(ω)

10j

On note D l'ensemble des d�ecimaux de [0, 1[, tout �el�ement d ∈ D admettant une unique �ecriture de la forme

k10−n avec n ∈ IN∗ et k ∈ IN non divisible par 10, qu'on appelle �ecriture r�eduite de d (pour d = 0, on prend

k = 0 et n = 1).
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(a) Montrer que D est d�enombrable. Existe-t-il une �enum�eration croissante de D ?

(b) Quelle est la loi de N ?

(c) Calculer P (X = 0, 375). Plus g�en�eralement calculer P (X = d) pour d ∈ D.
(d) Si F est la fonction de r�epartition de X, montrer que F n'est continue sur aucun sous-intervalle de [0, 1[, mais

qu'elle est continue en tout r�eel non d�ecimal.

(e) Montrer que, pour j > 1 : ∀d ∈ D , P (X 6 d/N = j) =

⌊
10jd

⌋
+ 1

10j

(f) Calcul F(d) pour d admettant une �ecriture r�eduite avec n = 1 puis n = 2. Calculer F(d) pour d d�ecimal

quelconque.

(g) Calculer l'esp�erance de X. Montrer que, pour toute valeur de p, on a :
9

20
< E(X) <

1

2
.

Exo 19 Soit a ∈]0, 1/2[ et pk la probabilit�e qu'une famille ait k enfants. On suppose que p0 = p1 = a et

pk = (1− 2a)2−(k−1) pour k > 2. On suppose aussi que P(Fille)=P(Gar�con)=1/2.

On pose En : � la famille a n enfants �, Fn : � la famille a n �lles � et Gn : � la famille a n gar�cons �.

(a) V�eri�er que p suit bien une loi de probabilit�e.

(b) Quelle est la la probabilit�e qu'une famille ayant 2 �lles ait seulement 2 enfants.

(c) Quelle est la la probabilit�e qu'une famille ait 2 gar�cons sachant qu'elle a deux �lles ?

Exo 20 Dans une ville �ctive et pas ch�ere, le ticket de m�etro coûte 1 euro. La premi�ere infraction constat�ee coûte 20

euros, la seconde 40 et la troisi�eme 400. La probabilit�e p ∈]0, 1[ pour un voyageur d'être contrôl�e lors d'un

trajet est constante et connue seulement de la compagnie. Un fraudeur d�ecide de ne pas payer syst�ematiquement

jusqu'�a la deuxi�eme amende. On note T le num�ero du trajet o�u le fraudeur est contrôl�e pour la seconde fois.

Les contrôles sont ind�ependants.

(a) D�eterminer la loi de T .

(b) D�eterminer P (T > n) pour n ∈ IN∗. Calculer P (T > 60) pour p = 1/10 et p = 1/20.

(c) D�eterminer l'esp�erance de T .

(d) Quel conseil �nancier donner au fraudeur ?

Exo 21 Soit (Ω,P(Ω), P) un espace probabilis�e �ni, (Ai)16i6n une famille �nie quelconque d'�ev�enements.

Convention :
∏
i∈∅

xi = 1.

(a) Montrer que, pour xi r�eels quelconques

n∏
i=1

(1− xi) =
∑

I⊂[[1,n]]

(−1)Card(I)
∏
i∈I

xi.

(b) Montrer que P

(
n⋃
i=1

Ai

)
= 1− E

(
n∏
i=1

(1− 1Ai)

)
.

(c) En d�eduire la Formule de Poincaré : P

(
n⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
k=1

(−1)k+1
∑

16i1<···<ik6n

P(Ai1 ∩ · · · ∩Aik).

Exo 22 On suppose que le couple de v.a. enti�eres (X, Y) a une loi donn�ee par

∀(i, j) ∈ IN2 : P (X = i, Y = j) =
α

(1+ i+ j)!
o�u α > 0

(a) Que peut-on dire , sans calculs, des lois de X et Y ?

(b) Si S = X+ Y, d�eterminer la loi de S et en d�eduire la valeur de α.

(c) Calculer P (X = 0). Les variables X et Y sont-elles ind�ependantes ?

(d) Sans calcul, donner l'esp�erance de S et en d�eduire celle de X. Pourrait-on obtenir ainsi la variance de X ?

Calculer la covariance de (X, Y) et en d�eduire la variance de X.

(e) Calculer P (X = Y) puis en d�eduire P (X > Y).

16



Exo 23 Le nombre de personnes entrant en une journ�ee dans un bureau de poste est une variable al�eatoire S suivant

une loi de Poisson de param�etre λ. La probabilit�e qu'un arrivant soit une arrivante est p. On note X le nombre

d'arrivantes dans une journ�ee et Y le nombre d'arrivants. Calculer P (X = i, Y = j/S = n) et en d�eduire la loi

de (X, Y) et les lois de X et Y.

X et Y sont-elles ind�ependantes ?

Exo 24 Soit α = (α1, . . . , αd) ∈ (IR∗+)d. On dit que'une variable al�eatoire X = (X1, . . . , Xd) suit une loi de Poisson de

param�etre α si

∀(k1, . . . , kd) ∈ INd : P (X1 = k1, . . . , Xd = kd) = e
−(α1+···+αd)α

k1
1 · · ·α

kd
d

k1! . . . kd!

V�eri�er qu'il s'agit bien d'une loi de probabilit�e. D�eterminer , pour I ⊂ [[1, d]] non vide la loi de XI =
∑
i∈I

Xi.

Exo 25 On consid�ere une suite de n �epreuves r�ep�et�ees ind�ependantes, chaque �epreuve ayant k r�esultats possibles

r1, . . . , rk. On note pi la probabilit�e de r�ealisation de ri, lors d'une �epreuve. Pour i ∈ [[1, k]], on note Xi le

nombre de r�ealisations de ri au cours des n �epreuves.

(a) D�eterminer Var(X1 + · · ·+ Xk).
(b) D�eterminer la loi de Xi et sa variance.

(c) Même question pour Xi + Xj avec i 6= j. En d�eduire Covar(Xi, Xj). V�eri�er que ce r�esultat est compatible

avec celui de la premi�ere question.

Exo 26 Deuxi�eme lemme de Borel-Cantelli. Soit (Ω,F ,P) un espace probabilis�e. Soit (An)n∈IN une suite d'�ev�enements

ind�ependants. On note A = lim sup
n
An =

⋂
n∈IN

⋃
k>n

Ak

.
On suppose que

(∑
P (An)

)
diverge et l'on souhaite prouver que P (A) = 1.

1. Justi�er que pour tout x > −1 , ln(1+ x) 6 x.

2. Caract�eriser le fait qu'un �el�ement appartienne �a A.

3. Soient n 6 N. On note En,N =

N⋂
k=n

Ak et En =
⋂
k>n

Ak.

(a) D�emontrer que (n �etant �x�e), lim
N→+∞ ln (P (En,N)) = −∞.

(b) En d�eduire que P (En) = 0 puis que P (A) = 1.

4. Application : On lance une pi�ece �equilibr�ee, une in�nit�e de fois. Montrer que l'�ev�enement "37 piles de

suite" une in�nit�e de fois a une probabilit�e de 1.

5. Montrer qu'il n'existe pas de probabilit�e sur (IN,P(IN)) tel que P (pIN) =
1

p
pour tout nombre premier p

(on rappelle que la s�erie

 ∑
p premier

1

p

 diverge).

ESPACES VECTORIELS

Exo 1 On pose E = IR3 rapport�e �a sa base canonique.

Soit F/y+ z = 0 , G

{
x+ y+ z = 0

2x+ 3y+ 4z = 0
et G ′ =vect(−→u ,−→v ) avec

−→u = (1, 2, 3) et −→v = (1, 0, 1).

(a) Montrer que F , G et G ′ sont des SEV de E.

(b) D�eterminer une base de F , G et G ′.

(c) D�eterminer 4 suppl�ementaires de F et G.

(d) D�eterminer l'expression analytique du projecteur p sur F parall�element �a G.

Exo 2 Soit E =

{(
x −5y

y x+ 3y

)
tel que (x, y) ∈ (IR)2

}
(a) Montrer que E est un IR-EV.

(b) D�eterminer une base et la dimension de E.
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(c) D�eterminer un suppl�ementaire de E dansM2(IR).

(d) Montrer que E est une IR-alg�ebre.

(e) E muni des lois + et × est-il un corps ?

Exo 3 Soit F et G 2 SEV de E. Que dire d'un vecteur −→x qui n'appartient pas �a F+G ?

Exo 4 Soit F et G 2 SEV de E tels que F+G = E. Que dire d'un vecteur −→x qui n'appartient pas �a F ?

Exo 5 Montrer �a l'aide de la d�e�nition que (3 + X , 2 − X ,1 + X2) est une famille g�en�eratrice de IR2[X]. Est-ce une

base de IR2[X] ?

Exo 6 Soient u, v,w 3 vecteurs d'un K-EV. On suppose que (u, v) , (u,w) et (v,w) sont libres. A-t-on (u, v,w) libre ?

Exo 7 Soit E = IRIR. On d�e�nie f, g, h dans E par f(x) = cos(x+ a) , g(x) = cos(x+ b) et

h(x) = cos(x+ c).

Montrer que (f, g, h) est li�ee.

Exo 8 Soit (e1, . . . , en) une base de E. On pose u1 = e1 − e2 , u2 = e2 − e3 ,..., un = en − e1.

A-t-on (u1, . . . , un) libre ? D�eterminer vect(u1, . . . , un).

Exo 9 Soit E = {f C1 sur IR telle que ∀x ∈ IR : f ′(x) = 2xf(x)}. Montrer que E est un IR-EV et d�eterminer une base

de E.

Exo 10 Soit (Pn)n∈IN une famille de polynômes de IR[X] telle que ∀n ∈ IN : d0(Pn) = n.

(a) Montrer que ∀n ∈ IN : (P0, P1, . . . , Pn) est une base de IRn[X].

(b) En d�eduire que (Pn)n∈IN est une base de IR[X].

Exo 11 Soit a ∈ [0, 1] et soit ϕa d�e�nie sur [0, 1] par ϕa(x) = |x− a|.

(a) Montrer que (ϕa)a∈[0,1] est libre dans E = IR[0,1].

(b) Soit F =vect(ϕa)a∈[0,1]. A-t-on F = E ?

(c) Soit f d�e�nie par f(x) = 4x si x ∈ [0,
1

2
] et f(x) = −2x+ 3 si x ∈ [

1

2
, 1].

Tracer f et montrer que f ∈ F.G�en�eraliser.

Exo 12 Soit fa d�e�nie sur IR par fa(x) = e
ax. Montrer que (fa)a∈IR est une famille libre de IRIR.

Exo 13 Soit fn d�e�nie sur IR par fn(x) = cosnx. Montrer que (fn)n∈IN est une famille libre de IRIR. Soit f d�e�nie sur

IR par f(x) =
1

2+ cos x
. A-t-on f ∈vect{fn tel que n ∈ IN} ?

Exo 14 Soit E un IR-EV et f ∈ L(E) telle que f2 − 10f+ 21idE = 0.

(a) Factoriser f2 − 10f+ 21idE.

(b) Montrer que ker(f− 7idE)⊕ ker(f− 3idE) = E.

Exo 15 Soit f d�e�nie de IR4 dans IR3 par f(x, y, z, t) = (x+ 2y+ 3z,−2x+ 5y+ z,−x− 11y− 10z). D�eterminer rang ,

noyau et image de f. On donner une base de chacun d'eux.

Exo 16 Soit p =rg



1

2

3

4

 ,

8

7

6

5

 ,

3

2

−6

7


 et q =rg((X+ 1)2, (X+ 2)2, (X+ 3)2, (X+ 4)2)).

Pourquoi a-t-on p 6 3 et q 6 3 ? Calculer p et q.

Exo 17 Soit E = Cn(IR) et soit ϕ : E→ IRn+1 , f 7→ (f(0), f ′(0), . . . , f(n)(0))

(a) Montrer que ϕ est lin�eaire.

(b) D�eterminer le noyau, l'image et le rang de ϕ.

(c) D�eterminer un suppl�ementaire du noyau.

Exo 18 Exercices très classiques : à savoir faire par coeur ! !

Soit E un K-ev de dimension n et (f, g) ∈ L(E)2.
(a) Montrer que ker fp ⊂ ker fp+1 et que imfp+1 ⊂im fp.

(b) Montrer que f2 = 0 ⇐⇒ im f ⊂ ker f.

(c) Montrer que f ◦ g = 0 ⇐⇒ ....⊂.....
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(d) E = ker f⊕imf ⇐⇒ imf =imf2 ⇐⇒ ker f = ker f2.

Reprendre ces �equivalences si E n'est plus suppos�e de dimension �nie.

(e) Quelles sont les valeurs possibles de rg (f)+rg (g) ?

(f) On suppose que f ◦ g = 0. Montrer que rg (f)+rg (g) 6 n.

Si rg (f) = 2 et n > 3, montrer qu'il existe ϕ ∈ L(E) tel que f ◦ϕ = 0 et que

rg (f)+rg (ϕ) = n.

Exo 19 Soit E un K-ev de dimension n et f ∈ L(E) telle qu'il existe p ∈ IN∗ avec fp = 0 et fp−1 6= 0. On suppose que

dimker f = 1. On pose en�n Nk = ker fk.

(a) Montrer que ∀k ∈ [0, p] , Nk ⊂ Nk+1 et f(Nk+1) ⊂ Nk.
(b) En consid�erant ϕ d�e�nie de Nk+1 dans Nk par ϕ(x) = f(x), montrer que

dimNk+1 6 dimNk + 1.

(c) En d�eduire que p=n et calculer dimNk pour k ∈ [[0, p]].

(d) Soit x un vecteur de E tel que fn−1(x) 6= 0.
Montrer que (x, f(x), f2(x), . . . , fn−1(x)) est une base de E

Exo 20 Soit E un espace vectoriel de dimension �nie n sur lK et f ∈ L(E). On suppose qu'il existe un vecteur x0 ∈ E
tel que la famille (x0, f(x0), . . . , f

n−1(x0)) soit libre.

1) f est-elle bijective ?

2) Soit g ∈ L(E) tel que f ◦ g = g ◦ f. Montrer que ∃(λ0, λ1, . . . , λn−1) tel que g =

n−1∑
k=0

λkf
k

3) Soit C = {g ∈ L(E) , f ◦ g = g ◦ f}. Montrer que C est une sous-alg�ebre de L(E). Quelle est sa dimension ?

Exo 21 Soit E, F,G 3 K-ev de dimension �nie, f ∈ L(E,G) et g ∈ L(E, F). D�eterminer une CNS sur f et g pour qu'il

existe ϕ ∈ L(F,G) tels que f = ϕ ◦ g.
Exo 22 Soit E = IRn[X] et F = {P ∈ E tel que P(3) = 0}. D�eterminer avec 3 d�emonstrations (base, isomorphisme et

dualit�e) la dimension de F.

Exo 23 Soit E un espace vectoriel sur lK de dimension �nie et p, q deux projecteurs de E tels que pq = 0. On pose

r = p+ q− qp.

1) Montrer que r est un projecteur.

2) Montrer que ker r = kerp ∩ kerq et Im r =Im p ⊕ Imq.

Exo 24 Soient E un lK-ev et f ∈ L(E) de rang 1. Montrer qu'il existe un scalaire λ tel que f 2 = λf.

Exo 25 On consid�ere la suite de polynômes (Ek)k∈IN d�e�nie par :

E0 = 1, E1 = X et ∀k > 2, Ek =
X(X− 1) · · · (X− k+ 1)

k!

Pour tout polynôme P ∈ IR[X], on note ∆ l'application lin�eaire d�e�nie sur IR[X] par :

∆(P) = P(X+ 1) − P(X)

(a) Montrer que la famille (Ek)06k6n est une base de IRn[X].

(b) En d�eduire que le sous-espace vectoriel IRn[X] est stable par ∆, puis en notant ∆n : IRn[X] → IRn[X]

l'application induite, d�eterminer son image et son noyau.

(c) En d�eduire que ∆ est une application surjective et pr�eciser son noyau.

Exo 26 Soient E un espace vectoriel de dimension �nie, u et v deux endomorphismes de E. Montrer que

| rg (u) − rg (v)| 6 rg (u+ v) 6 rg (u) + rg (v)

GÉOMÉTRIE AFFINE

Exo 1 Soit F un sous-ensemble d'un espace vectoriel E. On suppose que F est stable par barycentration , c'est-�a-dire

, tout barycentre de points de F est encore dans F .
Montrer que F est un sous espace a�ne de E.
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Exo 2 Soit E un IR-ev. Soit A,B,C,D quatre points de E, deux �a deux distincts et non align�es, tels que (
−→
AB,
−→
CD) soit

li�e et que (
−→
AC,
−→
BD) soit li�e.

Montrer que ABCD est un parall�elogramme.

Exo 3 Soit E un IR-ev. Soit G le barycentre de (A1, . . . , Ap) et Soit H le barycentre de (B1, . . . , Bp). Montrer que
p∑
i=1

−−−→
AiBi = p

−→
GH.

Exo 4 Montrer que F = {f ∈ IRIR telle que ∀x ∈ IR , f(x + 1) = f(x) + 1} est un sous-espace a�ne de IRIR dont on

d�eterminera un point et sa direction.

Exo 5 Soit E un plan vectoriel. Soient A,B,C trois points non align�es et (∆) une droite de E ; (∆) coupe (BC), (CA),

(AB) en trois points not�es P,Q, R respectivement. On construit les trois parall�elogrammes AQA ′R, BPB ′R et

CQC ′P.

Montrer que A ′, B ′ et C ′ sont align�es.

Exo 6 Dans E3 muni d'un rep�ere (O,~i,~j,~k ), on donne : A :

 1

−1

1

 et D

{
x− 3y+ 2z = 1

2x+ y− 3z = −1

Donner l'�equation cart�esienne du plan passant par A et D.

Exo 7 Dans E3 muni d'un rep�ere (O,~i,~j,~k ), on donne :

D

{
x− 2z = 1

y− z = 2
et D ′

{
x+ y+ z = 1

x− 2y+ 2z = a

Pour quelles valeurs de a, D et D ′ sont-elles coplanaires ?

Donner alors l'�equation du plan contenant D et D ′.

MATRICES

Exo 1 Soit A =

 1 0 0

0
. . . 0

0 0 n

 et F = {M ∈Mn(IR) telle que AM =MA}.

(a) Montrer que F est un IR-EV.

(b) D�eterminer la dimension et une base de F.

(c) Montrer que F est une IR-alg�ebre. Est-ce un coprs ?

Exo 2 Soit n ∈ IN∗ et (a1, . . . , an) ∈ lKn 2 �a 2 distincts. Soit φ : lKn−1[X] → lKn , P 7→ (P(a1), . . . , P(an)). On pose

B0 la base canonique de lKn et B1 = (1, X, . . . , Xn−1) la base canonique de lKn−1[X]. D�eterminer la matrice de

φ dans les bases B1 et B0 : A =MB1,B0(φ).

Exo 3 Soit E =Mn(IR) On note Ei,j les matrices de la base canonique de E. Soit A ∈ E.
(a) Soit (i0, j0, k0, l0) ∈ [1, n]4. Calculer Ei0,j0Ek0,l0 , Ei0,j0A et AEi0,j0 .

(b) En d�eduire Tr(AEi0,j0).

(c) Soit ϕ une application lin�eaire de E dans IR. Montrer qu'il existe une unique matrice A telle que :

∀M ∈ E , ϕ(M) =Tr(AM).

(d) Que peut-on en d�eduire pour l'application de E∗ dans E qui �a ϕ associe A ?

(e) Montrer que tout hyperplan de E contient au moins une matrice inversible.

Exo 4 Montrer que A =

(
1 3

2 4

)
est semblable �a sa transpos�ee.

Exo 5 Soit A ∈Mn(IR) telle que A
2 = A. Comparer Tr(A) et rg(A).

Exo 6 �Etudier la structure de groupe de E =


 1 a b

0 1 c

0 0 1

 tel que (a, b, c) ∈ ZZ3


Exo 7 Soit A la matrice carr�ee d'ordre n dont tous les �el�ements sont �egaux �a 1 sauf ceux de la diagonale qui sont

nuls. Calculer AP avec p ∈ IN∗. Calculer A−1 puis A−p avec p ∈ IN∗.

Exo 8 Soit A ∈Mn(IR) pour laquelle il existe un entier p > 1 tel que Ap = (0) (on dit alors que A est nilpotente.
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(a) Montrer par r�ecurrence que A est semblable �a une matrice du type :

 0 ∗
. . .

0 0


(b) En d�eduire tr(A).

Exo 9 SoitM ∈M3(IR) telle queM 6= (0) etM3 = −M. Montrer queM est semblable �a

(
0 0

0 J

)
avec J =

(
0 −1

1 0

)
.

Exo 10 Soit E = IRn[X] et soit f : P 7−→ P − P ′.

1)Montrer que f est bijective

a) sans utiliser la matrice de f

b) en utilisant la matrice de f.

2) Soit Q un �el�ement de E. trouver un P ∈ E tel que Q = P − P ′.

Indication : Si P ∈ E, que vaut P(n+1) ?
Exo 11 1) D�eterminer la forme d'une matrice triangulaire sup�erieure nilpotente deMp( lC).

2) Soit N ∈Mp( lC), une matrice triangulaire sup�erieure nilpotente. On pose :

Pn =



1

n
0

1

n2
. . .

0
1

np


D�eterminer lim

n→+∞P−1n NPn. (on admet qu'une suite de matrice (Mn) avecMn = (mi,j(n)) deMp( lC) converge

vers une matrice A si pour tout i, j de [[1, p]] : lim
n→+∞mi,j(n) = ai,j.

Exo 12 Soit An =



1 2 3 · · · n− 1 n

n 1 2 · · · n− 2 n− 1

n− 1 n 1 · · · n− 3 n− 2
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

2 3 4 · · · n 1


.

Calculer A−1
n .

Exo 13 Soient (A,B) ∈Mn( lC)
2 et M =

(
A A

A B

)
∈M2n( lC).

(a) On notera rg (M) le rang de la matrice M. Montrer que

rg (M) = rg (A) + rg (B−A)

(b) Donner une condition n�ecessaire et su�sante sur A et B pour que M soit inversible.

(c) Calculer M−1 quand elle existe.

Exo 14 Soit A une matrice non nulle deMn( lC) et ϕ l'application deMn( lC) dans lui-même d�e�nie par

ϕ(X) = −X+ ( trX)A

(a) A quelle condition ϕ est-elle bijective ? Caract�eriser (−ϕ) lorsque ϕ n'est pas bijective.

(b) Discuter et r�esoudre, pour B donn�e dansMn( lC), l'�equation ϕ(X) = B.

GROUPE SYMÉTRIQUE - DÉTERMINANTS

Exo 1 Donner en extension S6.
Exo 2 Soit

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

13 18 12 17 19 5 1 10 9 20 3 22 7 11 15 21 4 16 6 8 2 14

)
.

D�ecomposer σ en produit de cycles, en d�eduire sa signature. Calculer σn pour tout entier n. D�ecomposer σ en

produit de transpositions.
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Exo 3 a) �Ecrire une fonction python def rajout(L,p) : qui renvoie la liste des p listes obtenues �a partir de L (qui a

p-1 �el�ements) en ins�erant le nombre p partout entre les �el�ements de L.

b) �Ecrire une fonction python def groupeSymetrique(n) : qui renvoie le groupe sym�etrique Sn.

c) �Ecrire une fonction python def orbite(n,s,x0) : qui renvoie l'orbite de x ({si(x0), i ∈ IN}) par la permutation

s de Sn.

d) �Ecrire une fonction python def dec(s) : qui renvoie la d�ecomposition en produit de cycles disjoints de la

permutation s de Sn

Exo 4 Soit s un p-cycle de Sn et soit σ une permutation de Sn. D�eterminer σsσ−1

Exo 5 Montrer que toute permutation de An peut s'�ecrire comme produits de 3-cycles.

Exo 6 Soit A ∈Mn(ZZ). Montrer que det(A) ∈ ZZ.

Exo 7 SoitM ∈M3(IR) telle queM 6= (0) etM3 = −M. Montrer queM est semblable �a

(
0 0

0 J

)
avec J =

(
0 −1

1 0

)
.

Exo 8 Calculer

λ1 ∗
. . .

0 λn

et

−x 0 0 a

1 −x 0 b

0 1 −x c

0 0 1 d− x

et g�en�eraliser.

Exo 9 Soit f d�e�nie de lKn[X] dans lKn[X] par f(P) = P(X+ 2). Calculer det(f), rg(f) et Tr(f) .

Exo 10 Soit n ∈ IN∗ et A ∈Mn(IR) d�e�nie par ∀(i, j) ∈ [[1, n]]2, Ai,j = |i− j|.

Calculer le d�eterminant de A.

Exo 11 Calculer

x2 + 1 x · · · x

x
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . x

x · · · x x2 + 1

et

7 2 0 · · · 0

6
. . .

. . . 0
...

0
. . .

. . .
. . .

...
... 0

. . .
. . . 2

0 · · · · · · 6 7

.

Exo 12 Soit (e1, . . . , en) la base canonique de lK
n et soit f d�e�nie par f(ei) = en−i+1.

(a) Calculer det(f).

(b) D�e�nir analytiquement f.

Exo 13 Soit (a, b, λ) ∈ IR3. On cherche �a calculer Dn(a, b) =

λ b
. . .

a λ

.

(a) On suppose a 6= b. Montrer que P(x) =

λ+ x b+ x
. . .

a+ x λ+ x

est un polynôme de degr�e inf�erieur ou �egal �a

1. En d�eduire Dn(a, b).

(b) En d�eduire Dn(a, a).

Exo 14 Soit A ∈Mn(IR) de rang r.

(a) Montrer qu'il existe une matrice , B , extraite de A, telle que B ∈Mr(IR) et telle que det(B) 6= 0.
(b) Montrer que toute matrice carr�ee d'ordre p× p avec p > r+ 1 extraite de A a un d�eterminant nul.

(c) Calculer le rang de la comatrice de A en fonction du rang de A.

Exo 15 Calculer le d�eterminant Bn =

a1 a2 a3 · · · an
a2 a2 a3 · · · an
a3 a3 a3 · · · an
...

...
...

...

an an an · · · an

o�u (ai)16i6n ∈ IRn.
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Exo 16 Soit n ∈ IN∗, θ ∈ IR\πZZ. On d�e�nit le d�eterminant ∆n par

∆n =

2 cos θ 1 0 · · · 0

1 2 cos θ 1
. . .

...

0 1
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . 2 cos θ 1

0 · · · 0 1 2 cos θ
n

(a) Calculer ∆1 et ∆2.

(b) D�eterminer une relation de r�ecurrence v�eri��ee par ∆n puis expliciter ∆n en fonction de n et θ comme le

quotient de deux sinus.

Exo 17 Soit A ∈ Mn(lK) avec n > 2. On d�esigne par com(A) la comatrice de A c'est-�a-dire la matrice constitu�ee des

cofacteurs de A. Montrer que

det(com(A)) = (detA)
n−1

Exo 18 On tire dans Sn, une permutation au hasard (on suppose les tirages �equiprobables). Quel est la probabilit�e de

tomber sur une permutation qui dans sa d�ecomposition en produit de cycles de supports disjoints admet au

moins 2 cycles distincts et de longueurs di��erentes de 1.

Exo 19 On admet la formule de Formule de Poincaré :

Soit (Ω,P(Ω), P) un espace probabilis�e �ni, (Ai)16i6n une famille �nie quelconque d'�ev�enements. Alors on a :

P(

n⋃
i=1

Ai) =

n∑
k=1

(−1)k+1
∑

16i1<···<ik6n

P(Ai1 ∩ · · · ∩Aik).

On munit l'ensemble ΩN des permutations de [[1,N]] de l'�equiprobabilit�e PN.

Pour k ∈ [[0,N]], on note EN,k l'�ev�enement {ω a exactement k points �xes } et, pour i ∈ [[1,N]],

Bi = {ω tel que ω(i) = i}.

(a) Calculer
∑

16i1<i2<···<ij6N

PN
(
Bi1 ∩ · · · ∩ Bij

)
pour 1 6 j 6 N.

(b) En d�eduire PN (EN,0).

(c) En utilisant la valeur de PN−k (EN−k,0), calculer PN (EN,k).

(d) Montrer que pk = lim
N→+∞PN (EN,k) d�e�nit une loi de probabilit�e sur IN. De quelle loi s'agit-il ?

(e) Montrer que ∀k ∈ [[0,N]] , |PN (EN,k) − pk| <
1

k!(N+ 1− k)!
.

En d�eduire que ∀n ∈ [[0,N]] ,

n∑
j=0

|PN (EN,j) − pj| 6
e

(N+ 1− n)!
.

(f) Apr�es avoir v�eri�er que 0, 9994 <

5∑
j=0

pj < 0, 9995, donner, pour N > 12 quelconque, des valeurs approch�ees

�a 10−4 pr�es de PN (EN,k) pour k ∈ [[1, 5]] (ces valeurs ne d�ependent pas de N), ainsi que la probabilit�e

qu'une permutation ait au moins 6 points �xes.

Exo 20 On munit l'ensemble ΩN des permutations de [[1,N]] de l'�equiprobabilit�e PN. Pour i ∈ [[1,N]], on note :

Bi = {ω tel que ω(i) = i}. On note Xi la variable indicatrice de l'�ev�enement Bi et X = X1 + · · · + XN. Que
repr�esente X ? D�eterminer son esp�erance et sa variance.

Exo 21 Soient (A,C) ∈ GLn(lK)×Mp(lK). On pose M =

(
A B

0 C

)
.

(a) Dire dans quels ensembles de matrices appartiennent B et 0.

(b) A l'aide d'une transvection par blocs, transformer M en

(
A 0

0 C

)
.

(c) A l'aide des blocs et des matrices �equivalentes, montrer que rgM =rgA+rgC.

Donner un contre-exemple de ce r�esultat lorsque A n'est plus suppos�ee inversible.

Exo 22 On note F l'ensemble des matrices deMn(lK) qui commutent avec Jr ∈Mn(lK).
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(a) Montrer que F est une sous-alg�ebre deMn(lK).

(b) D�eterminer F et en d�eduire sa dimension.

(c) Soit p un projecteur de rang r d'un lK-espace vectoriel de dimension n.

D�eterminer la dimension du sous-espace vectoriel des endomorphismes de E commutant avec p.

Exo 23 Soit (A,B,C,D) ∈Mn(lK)4. On suppose que D est inversible et que CD = DC.

A l'aide d'une transvection par bloc , montrer que det

(
A B

C D

)
= det(AD− BC).

A votre avis le r�esultat est-il encore vrai si D n'est plus suppos�ee inversible ?
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ANNEAUX-CORPS

Exo 1 D�eterminer le centre de l'anneau Mn(IR) c'est-�a-dire l'ensemble des matrices qui commutent avec toutes les

matrices.

Exo 2 D�eterminer les �el�ements inversibles de l'anneau (IRIR,+,×).

Exo 3 Soit A un anneau commutatif. On dit qu'un �el�ement a de A est nilpotent s'il existe un entier n > 1 tel que

an = 0.

a) Montrer que l'ensemble des �el�ements nilpotents de A est un id�eal de A.

b) Soit I un id�eal de A. On appelle radical de I, l'ensemble :
√
I = {x ∈ A, ∃n > 1 : xn ∈ I}. Montrer que

√
I

est un id�eal de A.

Calculer dans ZZ,
√
94500ZZ.

Exo 4 On note K = lQ( 3
√
2) = {a+ b 3

√
2+ c 3

√
4 , (a, b, c) ∈ lQ3}.

Montrer que K est un corps.

Exo 5 On note A = ZZ[i
√
2], le plus petit anneau inclus dans lC et contenant i

√
2.

(a) D�eterminer A. A est-il commutatif ? int�egre ?

On d�e�nit pour tout z ∈ A, N(z) = zz

(b) Montrer que pour tout z ∈ A, N(z) ∈ IN et que pour tout z et z ′ de A,

N(zz ′) = N(z)N(z ′).

(c) D�eterminer A∗.

(d) D�emontrer que pour tout z dans lC il existe q dans A tel que |z− q| < 1.

(e) Montrer que ∀(z, z ′) ∈ A2 tel que z ′ 6= 0, ∃(q, r) ∈ A2 tels que
{
z = z ′q+ r

N(r) < N(z ′)

Comment pourrait-on appeler cela ? A-t-on unicit�e du couple (q, r) ?

(f) En d�eduire que tout id�eal de A est principal (c'est-�a-dire de la forme z0A)

(g) D�eterminer les �el�ements associ�es dans A �a 3+ 2i
√
2.

(h) D�eterminer les diviseurs dans A de 21− 3i
√
2.

(i) On d�e�nit (comme dans lK[X]) le PGCD de (z, z ′) ∈ A2 comme �etant un �el�ement d tel que zA+ z ′A = dA,

idem pour le PPCM. Les PGCD et PPCM sont donc d�e�nis �a un �el�ement de A∗ pr�es. D�eterminer un PGCD

et un PPCM de 2050 et 188− 50i
√
2.

(j) D�ecomposer en produit de facteurs premiers (toujours dans A) le nombre 54.

(k)∗ Application : R�esoudre dans ZZ, l'�equation x2 + 2 = y3.

Exo 6 Soit A un anneau commutatif et int�egre. soit A ′ un sous anneau de A. On suppose que pour tout a dans A il

existe P dans A ′[X], unitaire tel que P(a) = 0.

Montrer que A est un corps ssi A ′ est un corps

Exo 7 Soit P un plan euclidien et soient 2 points A et B du plan tel que AB = 1. On dit que x ∈ IR est constructible

�a la r�egle et au compas s'il l'on peut e�ectuer �a partir de A et B, une �gure avec une r�egle (non gradu�ee) et un

compas pour faire apparaitre 2 points M et N tel que MN = x. Soit C l'ensemble des nombres constructibles

�a la r�egle et au compas. On suppose que 0 ∈ C (c'est la �gure vide !).

(a) Montrer que 1, 3,
1

3
,
3

5
,
√
3 sont �el�ements de C.

(b) Montrer que C est un sous-corps de IR.

(c) Montrer que C est pythagoricien c'est-�a-dire que si x ∈ C et x positif alors
√
x ∈ C.

(d) Expliquer (grossi�erement) pourquoi 3
√
2 /∈ C et π /∈ C.
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RÉDUCTION-DIAGONALISATION

POLYNÔMES D’ENDOMORPHISMES ET DE MATRICES

Exo 1 Soit E = {f : IR→ IR de classe C∞}. On d�e�nit ∆ de E dans E par ∆(f) = f ′′ et ,

pour n ∈ IN , on d�e�nit fn dans E par fn(x) = cosnx .

(a) Montrer que ∆ ∈ L(E).
(b) Calculer ∆(fn). Cons�equence.

(c) En d�eduire que (f0, . . . , fn) est une famille libre de E.

Exo 2 Soit f ∈ L(IRn) d�e�ni canoniquement par sa matrice A. D�eterminer les valeurs propres , les vecteurs propres ,

les espaces propres et le polynôme minimal de f. Dire pour chaque cas si l'application f est diagonalisable et si

oui donner la matrice de passage ainsi que son inverse et la formule de changement de base quand A prend les

valeurs suivantes :

a)

(
5 7

7 8

)
b)

(
2 −1

1 2

)
c)

1 2 4
1
2

1 2
1
4

1
2

1

 d)

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
e)

 1 0 0

−2 3 1

4 −4 −1


Reprendre cette �etude en voyant f non plus dans L(IRn) mais dans f ∈ L( lC n)

Exo 3 Soit E un K-ev de dimension �nie et f ∈ L(E) , diagonalisable. Montrer que E = ker f⊕imf.

Exo 4 Soit A =


2 0 4 8

0 2 5 9

0 0 6 10

0 0 0 11

.
(a) Donner sans calculs les valeurs propres et le plus de vecteurs propres possibles.

(b) En d�eduire sans calculs que A est diagonalisable.

Exo 5 Soit (f, g) ∈ L(E)2. On suppose que f ◦ g = g ◦ f.
On pose Eλ un sous-espace propre pour f : Eλ = ker(f− λIdE).

(a) Montrer que Eλ est stable par g.

(b) Si Eλ =vect(−→u ) , que dire de −→u pour g ?

(c) On suppose que f et g sont diagonalisables. Montrer �a l'aide du (a) qu'il existe une base de E constitu�ee de

vecteurs propres pour f et pour g.

Exo 6 Soit A =

 1 0 0

−2 3 1

4 −4 −1

 et B =

1 0 0

0 1 1

0 0 1

.
(a) Montrer que A et B sont semblables (cf 2. e)).

(b) Calculer lim
n→∞ An

n
.

Exo 7 D�eterminer les SEV stables par f d�e�nie canoniquement sur IRn par sa matrice A :

a) A =


0 0 0 1

0 0 2 0

0 3 0 0

4 0 0 0

 b) A =

 1 0 0

−2 3 1

4 −4 −1


Exo 8 Calculer

(
7 6

4 −3

)n
.

Exo 9 Soit f ∈ L(E) et P ∈ IR[X] tels que P(f) = 0 , P(0) = 0 et P ′(0) 6= 0.
Montrer que E = ker f⊕imf.

Exo 10 Soit A ∈Mn(IR) telle que A
2 − 5A+ 6In = 0.

(a) Montrer que Tr(A)∈ IN.

(b) Montrer que A est inversible et calculer son inverse en fonction de A.

(c) Soit k ∈ IN. Calculer Ak.

(d) Soit p ∈ IN. Existe-t-il une matrice A ∈Mn(IR) telle que A
2 − 5A+ 6In = 0 et Tr(A)= p ?
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Exo 11 Soit lC n muni de sa base canonique not�ee (e1, . . . , en). Soit f ∈ L( lC n) l'unique application d�e�nie par

f(e1) = e2 , f(e2) = e3 , . . . f(en−1) = en , f(en) = e1.

(a) Montrer en calculant f2, . . . , fn que f est diagonalisable.

(b) Calculer les valeurs propres de f.

(c) Calculer les vecteurs propres de f.

Exo 12 Existe-t-il une matrice X ∈M3(IR) telle que X
2 =

0 1 0

0 0 1

0 0 0

 ?

Exo 13 Soit M ∈ GLn( lC) telle que pour les 3/2 : M2 soit diagonalisable et pour les 5/2 : M3 soit diagonalisable.

Montrer que M est diagonalisable pour tous les �el�eves de la classe.

Exo 14 Soit H ∈Mn( lC) telle que rg(H) = 1.

(a) Montrer que H est le produit d'une matrice colonne et d'une matrice ligne.

(b) En d�eduire que H2 =Tr(H)H.

(c) Calculer le polynôme caract�eristique de H. H est-elle diagonalisable ?

(d) �Etudier l'inversibilit�e de la matrice M = In +H et calculer M−1 lorsque M est inversible.

Exo 15 Soit f ∈ L(E). On suppose que χf(X) = X
2(X− 1)(X+ 3) et que dimker f = 1.

Quels sont les SEV F stables par f ? Que dire de l'endomorphisme induit g = f/F dans chacun des cas ?

Exo 16 Soit E = C∞(IR) . On d�e�nit ϕ de E dans E par ϕ(f) = f ′′ + f.

(a) Montrer que ϕ ∈ L(E) .
(b) D�eterminer les valeurs propres et les espace propres de ϕ.

Exo 17 Soit n ∈ IN∗ et A la matrice :



1 2 0 . . . . . . 0

0 1 3 0 0

0 0 1 4
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . n

0 . . . . . . . . . 0 1


A est-elle diagonalisable ? D�eterminer le polynôme minimal de A.

Exo 18 Soit A la matrice : A =

1 0 0

1 1 0

1 0 4

.
D�eterminer toutes les matrices B deM3(IR) telles que B

2 = A.

Exo 19 Soit M ∈M3(IR) telle que sp(M)={0, 1, 2}.

Trouver un polynôme Q ∈ IR[X] tel que les valeurs propres de Q(M) soient −1 (double) et 3 (simple).

Exo 20 1) La matrice A =


0 · · · 0 1
...

...
...

0 · · · 0 1

1 · · · · · · 1

 est-elle diagonalisable ?

2) A quelle condition la matrice B =


0 · · · 0 1
...

...
...

0 · · · 0 1

a1 · · · an−1 1

 est-elle diagonalisable dansMn(IR) ? D�eterminer

le polynôme minimale de B.

Exo 21 Soit n ∈ IN∗, A ∈Mn( lC) et B ∈M2n( lC) d�e�nie par : B =

(
0 In
A 0

)
.

1) Calculer le d�eterminant de B en fonction de A.

2) D�eterminer les �el�ements propres de B en fonction des �el�ements propres de A.

3) �Etudier le lien entre A est diagonalisable et B est diagonalisable.

Exo 22 Soit n ∈ IN∗ et A ∈Mn(ZZ). On suppose A diagonalisable dansMn( lC) avec des valeurs propres de module 1.

Montrer qu'il existe s ∈ IN∗ tel que As = In.
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Exo 23 Soient a1, . . . , an et b1, . . . , bn des nombres r�eels. On consid�ere la matrice A d�e�nie par

A =


0 · · · 0 b1
...

...
...

0 · · · 0 bn−1
a1 · · · an−1 0


(a) D�eterminer le rang de A en fonction de ses coe�cients.

(b) Donner une condition n�ecessaire et su�sante sur les coe�cients de A pour que la matrice soit diagonalisable

dansMn(IR).

Exo 24 Soit n ∈ IN∗. On d�e�nit la matrice B =


0 1 · · · 1

1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 1

1 · · · 1 0

 ∈Mn(IR).

(a) Justi�er que B est diagonalisable.

(b) D�eterminer ses �el�ements propres.

Exo 25 Soit n ∈ IN∗. On d�e�nit la matrice A =



a (0) (0) b
. . . . .

.

(0) a b (0)

(0) b a (0)

. .
. . . .

b (0) (0) a


∈M2n(IR).

(a) Justi�er que A est diagonalisable.

(b) D�eterminer ses valeurs propres.

(c) Donner une condition n�ecessaire et su�sante sur a et b pour que A soit inversible.

Exo 26 On pose I3 et O3 respectivement les matrices identit�e et nulle d'ordre 3. Soit A ∈M3(IR) telle que

A3 − 4A2 + 5A− 2I3 = O3

(a) Que peut-on dire du spectre de A ?

(b) Montrer que A est inversible et calculer A−1.

(c) Calculer An en fonction de A2, A, I3 et n.

Exo 27 Soit A ∈Mn(IR) telle que A
3 +A2 +A = On. Montrer que le rang de A est pair.

Exo 28 Soit A =

(
2 1

1 2

)
et B =

 A A A

A A A

A A A

. D�eterminer les �el�ements propres de B.

Exo 29 Soit n ∈ IN∗, E =Mn(IR) et (a, b) ∈ IR2. Soit u l'application d�e�nie sur E par

u(M) = aM+ bMT

(a) V�eri�er que u ∈ L(E).
(b) Montrer que u est diagonalisable.

(c) D�eterminer det(u) et tr (u).

Exo 30 Soit A ∈Mn(IR) et B =

(
On 2A

−A 3A

)
∈M2n(IR) o�u On d�esigne la matrice nulle d'ordre n.

(a) Soit C la matrice deM2(IR) d�e�nie par C =

(
0 2

−1 3

)
. Diagonaliser la matrice C.

(b) Montrer que B est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.

Exo 31 Soit A ∈Mn(IR) telle que A
3 = A+ In. Montrer que det(A) > 0.

Exo 32 Soit Φ :M ∈Mn(IR) 7→MT . D�eterminer les valeurs propres et calculer le d�eterminant de Φ.
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Exo 33 Soit A = (aij)16i,j6n ∈Mn(IR) telle que ∀(i, j) ∈[[ 1, n ]]
2
, aij ∈ ]0; 1[ et ∀i ∈[[ 1, n ]],

n∑
j=1

aij = 1.

(a) Montrer que |det(A)| 6 1.

(b) Montrer que 1 est valeur propre de A.

(c) Soit b une valeur propre complexe de A. Montrer que |b| 6 1 et que si |b| = 1, alors b = 1.

Exo 34 Soient X une variable al�eatoire suivant une loi de Poisson de param�etre α > 0 et Y une variable al�eatoire suivant

la loi g�eom�etrique de param�etre p ∈ ]0; 1[. On suppose que X et Y sont ind�ependantes.

(a) D�eterminer les valeurs propres de la matrice M(a, b) =

 −a a 0

2a 0 0

0 0 b

 en fonction de (a, b) ∈ IR2.

(b) On consid�ere la matrice A =M(X, Y).

i. D�eterminer la probabilit�e pour que A soit inversible.

ii. D�eterminer la probabilit�e pour que A ait trois valeurs propres distinctes.

E.V.N. - APPLICATIONS CONTINUES

Exo 1 Soit E = IR2. On munit E d'une norme N. Soit BF(a, r) et BF(b, r
′) , 2 boules ferm�ees de E pour N.

(a) Montrer qu'il existe une application f homoth�etie ou translation telle que

f(BF(a, r) = BF(b, r
′).

(b) En d�eduire que les boules pour la norme N ont toutes la même "forme".

Exo 2 Soit E = IR2. On d�e�nit N sur E par ∀x = (a, b) ∈ E , N(x) =

√∫1
0

(a+ bt)2dt.

(a) Montrer que N est une norme sur E.

(b) Dessiner la sph�ere unit�e pour cette norme : S(0, 1).

Exo 3 Soit E = IR[X]. On d�e�nit 3 normes N1, N2, N∞ sur E par ∀P = a0 + a1X+ · · ·+ anXn ∈ E :

N1(P) = |a0|+ |a1|+ · · ·+ |an| , N2(P) =
√
a20 + a

2
1 + · · ·+ a2n , N∞(P) =Max{|a0|, |a1|, . . . , |an|}.

(a) Montrer que N1, N2, N∞ sont des normes sur E.

(b) Comparer 2 �a 2 ces normes : c'est-�a-dire pour 2 normes N et
∼

N , chercher s'il existe une constante α > 0

telle que N 6 α
∼

N et s'il existe une constante β > 0 telle que
∼

N6 βN.

(c) Soit (Pn) la suite de E d�e�nie par ∀n ∈ IN : Pn = 1+ 2X+
1

n
(X2 + X3 + · · ·+ Xn

2+1).

�Etudier la convergence de cette suite (Pn) selon la norme N1, N2 ou N∞.

Exo 4 Soit E = C1([0, 2], IR). Pour toute application f de E, on pose :

N∞(f) = sup
t∈[0,2]

|f(t)| et N ′∞(f) = |f(0)|+ sup
t∈[0,2]

|f ′(t)|.

(a) Montrer que N ′∞ est une norme sur E.

(b) Comparer les normes N∞ et N ′∞.

(c) Donner un exemple de suite qui converge pour une norme et pas pour l'autre.

Exo 5 La norme N∞ sur IR2 est-elle une norme euclidienne , c'est-�a-dire existe-t-il un produit scalaire (·|·) tel que
∀x ∈ IR2 , N∞(x) =

√
(x|x) ?

Exo 6 Soit n > 1. Soit U = {P ∈ IR[X] tel que do(P) = n et P unitaire}.

Montrer que inf

{∫1
0

|P(t)|dt , P ∈ U

}
> 0.

Exo 7 Soit n > 1 et soit E = IRn[X] muni de la norme ‖P‖ = sup
t∈[−1,1]

|P(t)|.

Montrer qu'il existe c > 0 tel que ∀P ∈ E : |P(3)| 6 c‖P‖.

Exo 8 Soit Ω = IR2 \ {(x, y) ∈ IR2 tel que x+ y = 0} et soit f d�e�nie sur Ω par f(x, y) =
xy

x+ y
.

(a) Montrer que Ω est un ouvert de IR2
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(b) Montrer que f est continue sur Ω.

(c) �Etudier le prolongement par continuit�e de f sur IR2.

Exo 9 Soit f d�e�nie par f(x, y) =
|x|a + |y|b

x4 + y4
et f(0, 0) = 0. �Etudier la continuit�e de f sur IR2, en fonction de a, b > 0.

Exo 10 Soit f d�e�nie par f(x, y, z) =
xyz

x+ y+ z2
et f(0, 0, 0) = 0. �Etudier le prolongement par continuit�e de f sur IR3.

Exo 11 Soit E = C1([0, 7], IR) muni de la norme N1 : N1(f) =

∫7
0

|f(t)|dt. On d�e�nit ϕ de E dans E par ϕ(f) : t 7→ t2f(t).

Montrer que ϕ est continue sur E et calculer |||u|||.

Exo 12 Soit f d�e�nie sur IR2 par f(x, y) =

∫1
0

cos(1+ x+ y+ t2)dt. Montrer que f est continue sur IR2.

Exo 13 Soit n > 1. Soit E = IRn[X]muni de la normeN1 : ∀P = a0+a1X+· · ·+anXn ∈ E :N1(P) = |a0|+|a1|+· · ·+|an|.

Soit u : E→ E , P 7→ P ′.

Montrer que u est continue sur E. Calculer |||u|||.

Exo 14 Soit n > 1. Soit E = IRn. Soit u ∈ L(E) , d�e�nie canoniquement par sa matrice A dans la base canonique.

(a) Calculer |||u|||1.

(b) Idem quand E est muni de la norme ‖∞ usuelle.

Exo 15 Montrer que {(x, y, z) ∈ IR3 tel que x > 7} est ouvert et non ferm�e dans IR3.

Exo 16 Soit E = C0([0, 1], IR) muni de la norme N∞(f) = sup
t∈[0,1]

|f(t)|. On consid�ere F l'ensemble des fonctions d�erivables

de E. D�eterminer graphiquement les points int�erieurs et les points adh�erents de F.

Exo 17 Soit F = {(x, y) ∈ IR2 tel que bxyc = 1}. D�eterminer les points int�erieurs et les points adh�erents de F. (btc :
partie enti�ere de t).

Exo 18 Soit E un EVN muni d'une norme not�ee ‖. Soit U un ouvert de E.

On d�e�nit C = {λx tel que λ > 0 et x ∈ U}.
(a) Dessiner C quand E = IR2. En d�eduire : C comme c.... ?

(b) Montrer que C est ouvert. Est-il born�e ? Est-il convexe ?
(c) Montrer que 0 ∈ U =⇒ C = E.

Exo 19 Soit E un EVN muni d'une norme not�ee ‖. Soit C un sous-ensemble convexe de E. On note C l'ensemble des

points adh�erents de C et
o

C l'ensemble des points int�erieurs de C.

Montrer que C et
o

C sont convexes.

Exo 20 1) Soit N ∈Mp( lC) une matrice triangulaire sup�erieure nilpotente. On pose :

Pn =



1

n
0

1

n2
. . .

0
1

np


D�eterminer lim

n→+∞P−1n NPn.

2) Soit A ∈ Mp( lC), et EA l'ensemble des matrices semblables �a A. Montrer que EA est ferm�e si et seulement

si A est diagonalisable.

Exo 21 Soit E le IR-espace vectoriel des suites r�eelles born�ees muni de la norme : ‖u‖ = sup
n∈IN

|un|.

D�eterminer si les sous-ensembles suivants sont ferm�es, ouvert ou non :

| A = { suites croissantes }

| B = { suites convergeant vers 0 }

| C = { suites convergentes }

| D = { suites admettant 0 pour valeur d'adh�erence }

| F = { suites sommables } (= `1(IN))

| G = { suites p�eriodiques }
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Exo 22 Ensemble de Cantor

Soit K l'ensemble des r�eels x de [0, 1] qui admettent une �ecriture d�ecimale (propre ou impropre) qu'avec des 0

ou des 9. Exemple : 0, 0191 ∈ K et 0, 0391 /∈ K.
a) Dire si ces �el�ements sont dans K : 0 ; 1 ; 0,1 ; 0,2 ; 0,9 ; 0,8 ; 0,91.

b) Donner un exemple rationnel non d�ecimale et un exemple d'irrationnel de K (on rappelle (et on admet) que

x est rationnel ssi son �ecriture d�ecimale est ...)

c) Montrer que K est inclus dans 2 segment de longueur 1/10.

d) Montrer que K =
⋂
n∈IN

Kn o�u Kn est une r�eunion �nie de segments que l'on d�eterminera.

e) En d�eduire que K est compact.

f) D�eterminer les points int�erieurs �a K. Que peut-on dire de [0, 1] − K ?

g) D�eterminer la fronti�ere de K.

h) Montrer que pour tout x de K et pour tout ε > 0, il existe y 6= x dans K tel que |x− y| 6 ε. En d�eduire les

points isol�es de K.

i) Montrer que K n'est pas d�enombrable.

Exo 23 Soit f d�e�nie et d�erivable de I un intervalle non r�eduit �a un point dans IR. On souhaite montrer le th�eor�eme

de Darboux : f ′(I) est un intervalle de IR.

a) On consid�ere F : ∆ −→ IR, (x, y) 7−→ f(x) − f(y)

x− y
, o�u ∆ =

{
(x, y) ∈ I2 , x < y

}
. Montrer que F(∆) est un

intervalle.

b) En d�eduire le th�eor�eme de Darboux.

FRACTIONS RATIONNELLES-DÉCOMPOSITION EN ÉLÉMENTS SIMPLES

Exo 1 Soit F =
(X− 1)(X+ 2)8

(X− 3)2(X− 5)4(X− 7)
.

(a) Que dire de 1 , -2 , 3 , 5 , -7 ?

(b) Que vaut d0(F) ?

(c) �Ecrire sans la calculer la d�ecomposition en �el�ements simples de F.

Exo 2 Soit F =
X3 − 8

(X− 2)(X+ 5)
.

(a) Donner les pôles et les racines de F .

(b) �Ecrire sans la calculer la d�ecomposition en �el�ements simples de F.

Exo 3 D�ecomposer en �el�ements simples les fractions suivantes :

(a) F =
X5

(X− 1)(X2 − 4)
, dans IR(X)

(b) F =
n!

(X+ 1) · · · (X+ n)
, dans IR(X)

(c) F =
X2

X4 − 1
, dans lC(X) puis dans IR(X)

(d) F =
X+ 5

X(X2 + 1)
, dans IR(X)

(e) F =
X− 1

(X+ 1)(X− 2)2(X2 + X+ 1)2
, dans IR(X)

(f) F =
1

X5(1− X)
, dans IR(X)

(g) F =
X2 + X+ 1

(X− 1)(X3 − 2)
, dans lQ(X)

Exo 4 Soit R =
P

Q
∈ lK(X) une fraction rationnelle irr�eductible et soit c une racine de Q.

(a) D�emontrer que le coe�cient λ de
1

X− c
dans la d�ecomposition de F en �el�ements simples dans lK(X) vaut

λ =
P(c)

Q ′(c)
.
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(b) En d�eduire la d�ecomposition en �el�ements simples de F =
1

X2n+1 − 1
dans lC(X) .

(c) Calculer la d�ecomposition en �el�ements simples de F =
1

X2n+1 − 1
dans IR(X) .

Exo 5 Montrer la convergence et calculer la somme des s�eries suivantes :

(a) (
∑
n∈IN

1

(n+ 2)(n+ 4)(n+ 6)
)

(b) (
∑
n∈IN

R(n)) o�u R est une fraction rationnelle n'ayant que des pôles simples dans ZZ∗−.

Exo 6 Théorème de Lucas : Soit P ∈ lC(X) n'ayant que des racines simples. Montrer en d�ecomposant en �el�ements

simples
P ′

P
que les racines de P ′ sont des barycentres �a coe�cients positifs des racines de P (donc "entre" les

racines de P).

Exo 7 Soit n ∈ IN∗ et P =

n∑
k=0

akX
k un polynôme de degr�e n.

Montrer que

n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
P(k) = ann! [Indication : consid�erer S(x) =

P(x)
n∏
k=0

(x− k)

]

INTÉGRATION SUR UN SEGMENT

Exo 1 D�eterminer les primitives des fonctions suivantes :

a) ln x b) arcsin x c) x3ex d)
ln(1− t2)

t2
g)

1

x4 + 4

e)

√
2x+ 1

4x+ 5
f)

x3

(x4 − 1)2
g)

1

(x+ 1)7 − x7 − 1
(CCP) h) sin2 x cos6 x .

Exo 2 Calculer a)

∫A
0

1

x4 + 4
dx b)

∫1
0

√
1+ x2dx c)

∫a
0

√
1+ x2dx (avec a ∈]0, 1[)

d)

∫3
1

x+
√
2x− 1

4
√
2x− 1+ 2

dx e)

∫ π
6

0

sin x

sin2 x+ cos x
dx f)

∫2π
0

1

7+ sin x
dx .

Exo 3 Calculer a)

∫1
0

x2 − 2x− 4ix

(x− 1− 2i)2
dx et b)

∫1
0

1

x− i
dx .

Exo 4 Soit n ∈ IN . On pose In =

∫ π
2

0

cosn tdt .

(a) Montrer que In =

∫ π
2

0

sinn tdt .

(b) Calculer In en fonction de n sans pointill�es.

(c) D�eterminer la limite de la suite (In) .

(d) Montrer que (nInIn−1)n>1 est une suite constante.

En d�eduire un �equivalent simple de In (en +∞).

(e) Si on admet qu'il existe λ > 0 tel que n! ∼ λ
√
n(n
e
)n. Calculer λ .

Exo 5 Soit f de classe C1 sur [a, b] . Calculer lim
λ→+∞

∫b
a

f(t) cos λtdt .

Exo 6 Calculer lim
x→0+

∫5x
2x

t

sin t2
dt .

Exo 7 On pose f(x) =

∫x2
x

dt

ln t
.

(a) D�eterminer le domaine de d�e�nition de f .

(b) �Etudier les variations de f .

(c) �Etudier la convexit�e de f .
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(d) �Etudier les branches in�nies de f .

(e) �Etudier avec soin les points "sp�eciaux" du domaine de f .

(f) Calculer f(2) �a 10−2 pr�es avec python et la m�ethode des trap�ezes.

(g) Tracer f .

Exo 8 Tracer t→ sin t2 sur [0,
√
π] . Calculer �a 10−3 pr�es

∫√π
0

sin t2dt.

Exo 9 (a) Soit n ∈ IN∗. Rappeler la factorisation dans lC[X] du polynôme Xn − 1.

(b) Justi�er l'existence puis calculer pour tout x ∈ IR\{−1, 1} l'int�egrale

I(x) =

∫2π
0

ln
∣∣x− eit∣∣ dt �a l'aide de sommes de Riemann.

Exo 10 Si n ∈ IN∗, et x ∈ IR, soit fn(x) =

n∑
k=1

sin(kx)

k
.

(a) D�eterminer le plus petit r�eel xn strictement positif en lequel fn atteint un maximum local.

(b) Calculer lim
n→+∞ fn(xn) �a l'aide des sommes de Riemann.

FONCTIONS INTÉGRABLES

Exo 1 �Etudier l'int�egrabilit�e des fonctions :

a) x 7−→ sin x

x
sur ]0, 1]. b) x 7−→ sin x

x
sur ]0, 1[.

c) t 7−→ 1

t2 + ln t
sur [1,+∞[. d) x 7−→ (ln x)7 sur ]0, 1[.

e) x 7−→ ln(sin x) sur ]0, π[. f) t 7−→ e−t
2

sur ]0, 1[.

g) t 7−→ t37e−t sur IR+. h) t 7−→ sin t+ t ln t

t
5
2

sur [1,+∞[ et sur ]0, 1].

i) t 7−→ t+ 3+ i

t3 + 2it+ 1
sur IR. j) t 7−→ cos t2

t2 + t+ 1
sur [0,+∞[.

Exo 2 �Etudier l'int�egrabilit�e des fonctions et calculer les int�egrales :

a)

∫
[0,π

2
[

√
tan tdt . b)

∫+∞
0

t

t3 + 2t2 + 3t+ 2
dt . c)

∫+∞
1

ln t

tα
dt . d)

∫+∞
1

ln t

t2
√
1+ t2

dt.

Exo 3 Soit I(α,β) =

∫1
0

tα(1− t)βdt .

(a) D�eterminer l'ensemble D des couples (α,β) pour lesquels I(α,β) existent .

(b) Montrer que I(α,β) = I(β,α) .

(c) Calculer I(n, p) pour (n, p) ∈ IN2 .

(d) Calculer I(
−1

2
,
1

2
) .

(e) Montrer que I est continue sur D.

Exo 4 �Etudier l'int�egrabilit�e de la fonction f(t) =
t− btc
t

sur [1,+∞[ .

Exo 5 �Etudier l'int�egrabilit�e de la fonction f(t) =
sin t

ln t
sur [π,+∞[ . La fonction admet-elle une int�egrale semi-

convergente ?

Exo 6 Soit f d�e�nie par f(x) =

∫+∞
x

e−t

t
dt .

(a) D�eterminer le domaine D de f.

(b) Calculer f ′(x) .

(c) Montrer que ∀x ∈ D , −f(x) +
e−x

x
=

∫+∞
x

e−t

t2
dt . En d�eduire que f(x) ∼

+∞ e−x

x
.

(d) Montrer que f(1) − f(x) − ln x admet une limite �nie en 0 . En d�eduire un �equivalent de f en 0 ainsi qu'un

d�eveloppement asymptotique de f en 0 .
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Exo 7 Calculer la limite de la suite (un) d�e�nie par un =

∫+∞
0

e−
t
n

1+ t2
dt .

Exo 8 D�eterminer un �equivalent de (un) d�e�nie par un =

∫+∞
0

e−t

n+ t
dt .

Exo 9 D�eterminer un d�eveloppement asymptotique �a trois termes de la fonction x 7−→ ∫x
0

e−t
2

dt quand x tend vers

+∞.

Exo 10 Montrer que

∫1
0

ln t ln(1− t)

t
dt =

+∞∑
n=1

1

n3
. En d�eduire une valeur de l'int�egrale �a 10−1 pr�es.

Exo 11 D�eterminer la limite de l'int�egrale

∫+∞
0

1

1+ xn
dx quand n tend vers +∞.

Exo 12 Soit f une fonction continue et born�ee de IR+. Pour tout entier n ∈ IN∗ on pose

un =

∫n
0

e−x
n

f(x)dx. Donner la limite de un quand n tend vers +∞.

Exo 13 Pour tout entier n ∈ IN∗ on pose : In =

∫+∞
0

t2

(1+ t4)n
dt.

1) Quelle relation y a-t-il entre In+1 et In

2) D�eterminer un �equivalent simple de In quand n tend vers +∞.

Exo 14 Existence et calcul �eventuel de :

∫1
0

t3√
1− t2

ln

(
1+ t

1− t

)
dt

Exo 15 Justi�er l'existence de

∫+∞
0

cos(t2)dt. Pr�eciser le signe de J.

Exo 16 On consid�ere une fraction rationnelle F �a coe�cients complexes telle que

∫+∞
−∞ F(t)dt converge.

On note P+ = {z ∈ lC : Im (z) > 0} et a1 . . . an les pôles deux �a deux distincts de F respectivement d'ordre

m1 . . .mn. Pour tout k ∈[[ 1, n ]], on appelle r�esidu en ak de F le coe�cient de
1

X− ak
dans la d�ecomposition

en �el�ements simples de F, on le notera ResF(ak).

(a) Apr�es avoir donner la forme g�en�erale de la d�ecomposition en �el�ements simples de F, calculer lim
x→+∞ xF(x) et

en d�eduire que
n∑
k=1

ResF(ak) = 0

(b) Si a ∈ lC− IR, calculer lim
x→+∞

∫x
−x

dt

t− a
.

(c) Montrer que I =

∫+∞
−∞ F(t)dt = 2iπ

∑
ak∈P+

ResF(ak), dans le cas o�u il y a au moins un pôle de F dans P+.

INTÉGRALES DÉPENDANT D’UN PARAMÈTRE

Exo 1 On pose I =

∫+∞
0

e−t
2

dt .

On d�e�nit F et G sur IR par F(x) =

∫1
0

e−x
2(1+t2)

1+ t2
dt et G(x) =

∫x
0

e−t
2

dt .

(a) Montrer que que I existe .

(b) Montrer que la fonction F+G2 est constante sur IR.

(c) En d�eduire la valeur de I.

(d) En d�eduire la valeur de Γ

(
1

2

)
=

∫+∞
0

e−t√
t
dt.

Exo 2 On d�e�nit F sur IR par F(x) =

∫+∞
0

1− cos xt

t2
e−tdt .

Montrer que ∀x ∈ IR , F(x) = x arctan x−
1

2
ln(1+ x2).
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Exo 3 �Etudier la fonction f d�e�nie par f(t) =

∫2π
0

dx√
1+ t cos x

.

(a) D�eterminer le domaine de f.

(b) �Etudier la continuit�e sur le domaine de f.

(c) Montrer que f est C∞ sur son domaine.

(d) Dresser le tableau de variations, �etudier la convexit�e, d�eterminer les limites aux bornes et tracer le graphe

de f.

Exo 4 (a) Quelles sont les racines complexes du polynôme P(t) = t4+1 ? En d�eduire une factorisation de ce polynôme

en deux facteurs r�eels du second degr�e.

(b) Montrer que l'int�egrale

∫+∞
0

dt√
t(1+ t2)

dt existe et calculer sa valeur.

(c) Soit α un r�eel strictement positif. Pour quel ensemble de valeurs de α l'int�egrale∫+∞
0

arctan t

tα
dt existe-t-elle ? Calculer sa valeur lorsque α =

3

2
.

(d) D�eterminer lim
n→+∞

∫+∞
0

arctan t

t
3
2 + tn

dt.

Deuxi�eme partie

(e) On consid�ere dans cette partie la fonction de la variable r�eelle x d�e�nie par :

F(x) =

∫+∞
0

arctan(tx)

1+ t2
dt.

(f) Montrer que F est d�e�nie et continue sur IR. Quelle propri�et�e de sym�etrie poss�ede-t-elle ? �Ecrire le tableau

de variations de cette fonction sur l'intervalle [0,+∞[, en pr�ecisant les valeurs F(0), F(1) et lim
x→+∞ F(x), que

l'on aura d�etermin�ees.

(g) Prouver que F est de classe C1 sur ]0,+∞[, et donner une expression de F ′(x) sous forme d'une int�egrale.

(h) Calculer l'int�egrale de la question pr�ec�edente lorsque x est di��erent de 1. Que vaut F ′(1) ?

(i) Tracer F.

(j) En d�eduire la valeur de l'int�egrale I d�e�nie par

I =

∫1
0

ln(u)

u2 − 1
du

Exo 5 1) On pose K(x) =

∫1
0

cos(tx)√
1− t2

dt

a) Calculer K(0).

b) Montrer que t 7→ cos(tx)√
1− t2

est int�egrable sur [0, 1[ pour tout x ∈ IR∗.

c) Montrer en justi�ant les d�erivations sous le signe int�egral que K(x) est solution de l'�equation

(E) : xy ′′ + y ′ + xy = 0.

Exo 6 On pose, pour n ∈ IN∗ et a ∈ IN∗ et a ∈ IR, Jn(a) =

∫+∞
0

dx

(x2 + a2)n
.

1) Donner le domaine de d�e�nition de Jn.

2) Calculer J ′n en fonction de Jn+1.

3) Quelle est la relation de r�ecurrence v�eri��ee par la suite U d�e�nie par Un(a) = a
2n−1Jn(a) ?

4) Calculer Jn(a) en fonction de n et a.

Exo 7 On pose f(x) =

∫+∞
0

ln t e−xt dt.

1) Quel est le domaine de d�e�nition de f ?

2) �Etudier la d�erivabilit�e de f.

3) Trouver une �equation di��erentielle v�eri��ee par f.

Exo 8 �Etudier la fonction F : x 7−→ ∫+∞
1

dt√
x+ t2

√
1+ xt2

.
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Exo 9 Soit I =

∫+∞
0

e−t ln tdt.

(a) Montrer l'existence de I.

(b) Soit, pour n > 1, In =

∫n
0

(
1−

t

n

)n
ln tdt. Montrer que lim

n→+∞ In = I.

(c) Exprimer In en fonction de n et I en fonction de la constante d'Euler γ = lim
n→+∞

[
n∑
k=1

1

k
− ln(n)

]
.

(d) Montrer que F : x 7→ ∫+∞
0

e−x t ln tdt est de classe C1 sur ]0; +∞[. Calculer F(x).

SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS - C.S.-C.U.-C.A.-C.N.

Exo 1 Soit fn : [0, 1]→ IR , x 7→ nxn(1− x).

(a) �Etudier la convergence simple de la suite (fn) sur [0, 1].

(b) Calculer ‖fn − g‖∞,[0,1] o�u g est la limite simple de (fn).

En d�eduire l'�etude de la convergence uniforme de (fn) sur [0, 1].

Exo 2 Soit α ∈ IR et soit fn : [0, 1]→ IR , x 7→ nαxn(1− x).

(a) �Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (fn).

(b) Calculer In =

∫1
0

fn(t)dt. En d�eduire la limite de la suite (In).

Quel lien y a-t-il avec la convergence uniforme ?

Exo 3 Soit fn : IR→ IR , x 7→ x2 +
cos(n arctan(xn))

n
.

�Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (fn)n>1.

Exo 4 Soit fn : IR→ IR , x 7→√
x2 + 1

n2
.

Montrer la convergence uniforme de la suite (fn)n>1. Quelle propri�et�e n'a pas �et�e transf�er�ee ?

Exo 5 Soit fn d�e�nie par le graphe :

�Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (fn)n>1 sur [0, 1].

Exo 6 Calculer lim
n→∞

∫1
0

x1−
1
n ex

2

dx.

Exo 7 Soit fn : IR+ → IR , x 7→ sin(nx)

nx
et fn(0) = 1.

(a) Montrer que la suite (fn)n>1 converge simplement sur [0,+∞[.

(b) Montrer que la suite (fn)n>1 ne converge pas uniform�ement sur [0,+∞[.

(c) Montrer que la suite (fn)n>1 converge uniform�ement sur tout segment de IR+ d'un certain type que l'on

d�eterminera.

Exo 8 Soit E = C0([0, 1], IR) muni du produit scalaire (f|g) =

∫1
0

f(t)g(t)dt. Soit F le SEV des fonctions polynômiales

sur [0, 1]. D�eterminer F⊥.

Exo 9 Soit S d�e�nie par S(x) =

∞∑
n=0

1

n!
arccos(cosnx).

(a) Montrer que S est d�e�nie et continue sur IR , que S est paire et 2π-p�eriodique.

(b) Calculer S(0) , S(π) et S(π
2
).

Exo 10 Soit (fn)n∈IN la suite de fonctions d�e�nies sur IR+ par fn(x) =
xne−x

n!
.

Montrer que cette suite converge uniform�ement sur IR+.
�Etudier les di��erentes convergences de la s�erie (

∑
fn).

Exo 11 On �xe α > 0 et on pose lorsque c'est possible :

f(x) =

+∞∑
n=0

e−n
αx.
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1) Domaine de d�e�nition de f ?

2) Continuit�e de f ?

3) �Etudier le comportement de f en +∞.

4) Donner un �equivalent de f en 0.

Exo 12 Soit la s�erie de fonctions (
∑
un) avec un(t) = e

−t
√
n

(a) �Etudier la convergence simple de (
∑
un).

On d�e�nit sur D = IR∗+ : g(t) =

∞∑
n=0

un(t).

(b) Montrer que g est C∞ sur D et calculer (sous forme de s�erie) g(p)(t).

(c) D�eterminer �a l'aide du (b) la limite de g en 0.

(d) D�eterminer un �equivalent simple de g(t) en 0.

(e) D�eterminer la limite de g en +∞.

(f) �Etudier la convexit�e et tracer le graphe de g.

Exo 13 Soit F d�e�nie par F(x) =

∞∑
n=0

|x− n|

2n
.

(a) Montrer que F est d�e�nie et continue sur IR.

(b) Montrer que F est convexe sur IR.

(c) �Etudier la d�erivabilit�e de F.

(d) Tracer le graphe de F.

Exo 14 Soit f d�e�nie par f(x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1n

n2 + x2
.

Montrer que f est de classe C1 sur IR.

Exo 15 Soit un : ] − 1, 1[→ IR , x 7→ ln(1+ xn).

(a) Montrer que la s�erie (
∑
un) converge simplement sur ] − 1, 1[.

(b) Soit −1 < a < b < 1. Montrer que la s�erie (
∑
un) converge uniform�ement sur [a, b].

On pose fn : ] − 1, 1[→ IR , x 7→ n∏
p=1

(1+ xp).

(c) Soit 0 < a < 1. Montrer que la suite (fn) converge uniform�ement sur [−a, a].

(d) En d�eduire que G d�e�nie par G(x) =

∞∏
n=1

(1+ xn) est continue sur ] − 1, 1[.

(e) Calculer lim
x→1−G(x) et lim

x→−1+
G(x).

Exo 16 Montrer avec soin que

∫+∞
0

+∞∑
n=1

t cos(nt2)e−ntdt =

+∞∑
n=1

∫+∞
0

t cos(nt2)e−ntdt .

Exo 17 Soit x ∈] − 1, 1[ �x�e. On d�e�nit un sur IR par : un(θ) =
xn cos(nθ)

n
.

(a) (
∑
un)n>1 converge-elle uniform�ement sur IR ?

Soit fx d�e�nie sur IR par fx(θ) =

∞∑
n=1

xn cos(nθ)

n
.

(b) Montrer que fx est de classe C
1 sur IR et calculer (sans

∑
) f ′x(θ).

(c) En d�eduire

∫π
−π

ln(x2 − 2x cos θ+ 1)dθ.

Exo 18 Soit f d�e�nie par f(x) =

∞∑
n=0

(−1)n

x+ n

(a) Montrer que f est C∞ sur IR \ ZZ−.

(b) Montrer que que ∀x ∈ IR \ ZZ− : f(x+ 1) + f(x) =
1

x
.
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(c) Montrer que que ∀x ∈ IR∗+ : 0 < f(x) <
1

x
et 0 6 f(x) − f(x+ 1) 6

1

x2
.

(d) En d�eduire un �equivalent de f(x) en +∞. En d�eduire lim
t→0

∞∑
n=0

(−1)n

nt+ 1
.

(e) D�eterminer le d�eveloppement asymptotique de f(x) en 0 �a l'ordre 2 (c'est-�a-dire f(x) = · · ·+ o(x2))
(f) Tracer f.

Exo 19 On consid�ere la suite de fonction (fn) d�e�nie par fn(x) = (1 +
x

n
)n. Est-ce que (fn) converge uniform�ement

sur tout segment compris dans IR ?

Exo 20 Soit z ∈ lC tel que Re(z) > 0. Calculer lim
n→+∞

∫n
0

(1−
t

n
)ntz−1dt

Exo 21 Soit f une fonction continue de IR dans IR. Montrer que Zf = {x ∈ IR /f(x) = 0} est un ferm�e. Soit F un ferm�e

de IR. Montrer qu'il existe une fonction f continue de IR dans IR tel que Zf = {x ∈ IR /f(x) = 0} = F. (On

admet que tout ouvert de IR est une r�eunion �nie ou d�enombrable d'intervalles ouverts 2 �a 2 disjoints).

Exo 22 1] Soit une suite (fn) d'applications de [a, b] (un segment de IR) dans IR toutes k-lipschitziennes. Montrer que

si (fn) converge simplement vers f sur [a, b] alors (fn) converge uniform�ement vers f sur [a, b].

2] Soit une suite (fn) d'applications de [a, b] (un segment de IR) dans IR toutes convexes sur ]a, b[. Montrer que

si (fn) converge simplement vers f sur ]a, b[ alors (fn) converge uniform�ement vers f sur tout segment compris

dans ]a, b[.

Exo 23 On consid�ere la suite de fonctions (fn)n∈IN∗ d�e�nie sur [0; 1] par

f1(t) = 1 et ∀n ∈ IN∗, fn+1(t) =

∫t
0

2
√
fn(u)du

(a) Montrer que pour tout n ∈ IN∗, fn(t) = αnt
βn o�u (αn)n∈IN∗ et (βn)n∈IN∗ sont deux suites r�eelles.

(b) Montrer que (αn)n∈IN∗ converge vers 1 en �etudiant la suite (γn)n∈IN∗ = (ln(αn))n∈IN∗ .

(c) Conclure quant �a la convergence simple de (fn)n∈IN∗ .

(d) Montrer la convergence uniforme de (fn)n∈IN∗ sur [0; 1].

Exo 24 Sur un espace probabilis�e, on consid�ere une v.a. enti�ere N d'esp�erance �nie et (Xi)i>1 une suite de variables

al�eatoires enti�eres ayant toutes même loi d'esp�erance �nie. On suppose que, pour tout n > 1, les variables N

et Zn = (X1, . . . , Xn) sont ind�ependantes. On d�e�nit alors :

S0 = 0, ∀n > 1 : Sn =

n∑
i=1

Xi et T =

N∑
i=1

Xi. c'est-�a-dire ∀ω ∈ Ω : T(ω) = SN(ω)(ω).

On peut ainsi mod�eliser les remboursements e�ectu�ees par une compagnie d'assurance pendant une p�eriode

donn�ee : N est le nombre al�eatoires de sinistres d�eclar�es et Xi est le coût (al�eatoire) du i-�eme sinistre. On se

propose de calculer l'esp�erance de T sans connaitre les lois de N ou Xi.

(a) Montrer que pour tout j ∈ IN, on a E
(
Sj · 1(N=j)

)
= jP (N = j)E(X1).

(b) On pose Tn = T · 1(N6n). Calculer E(Tn).

(c) Montrer que la suite de v.a. (Tn) converge simplement sur Ω vers T . En d�eduire l'esp�erance de T en fonction

de celle de N et de X1.

Exo 25 Soit (Xi)i>1 une suite de variables al�eatoires de Bernoulli de param�etre p et Sn = X1 + · · ·+ Xn.

(a) Si f : [0, 1] −→ IR est une fonction continue, d�eterminer l'esp�erance de la v.a. f

(
Sn

n

)
. Quelle est la limite

probable de cette esp�erance ?

(b) Pour α > 0, on pose ωf(α) = sup{ |f(x) − f(y)| , (x, y) ∈ [0, 1]2 et |x− y| 6 α}.

D�eterminer lim
α→0ωf(α).

(c) Montrer que E

(∣∣∣∣f(Snn
)
− f(p)

∣∣∣∣) 6 ωf(α) + 2‖f‖∞P

(∣∣∣∣Snn − p

∣∣∣∣ > α)
En d�eduire qu'il existe une suite de polynômes convergeant uniform�ement vers f sur [0, 1]. C'est le th�eor�eme

de ?

SÉRIES ENTIÈRES
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Exo 1 Soit (
∑
anz

n) une s�erie enti�ere. On suppose que (
∑
an) est semi-convergente.

Calculer le rayon de convergence de (
∑
anz

n).

Exo 2 Calculer le rayon de convergence et l'�etude au bord (dans IR) des s�eries enti�eres :

a) (
∑ n2

3n + n
xn) b) (

∑
cos(n)xn) c) (

∑ (2n)!

nnn!
xn)

d) (
∑

sin(π
√
n2 + 1)xn) e) (

∑
nlnnxn) f) (

∑ xn

ln(n!)
)

g) (
∑
anx

n) o�u an est la somme des n premi�eres d�ecimales de π.

Exo 3 Soit (an) d�e�nie par a0 = a1 = a2 = 1 et ∀n > 2 : an+1 = an −
an−2

2(n+ 1)
.

(a) Montrer par r�ecurrence que (an) est d�ecroissante et que (nan) est croissante .

(b) D�eterminer le rayon de convergence de (
∑
anx

n).

(c) Soit f la s�erie somme : f(x) =

∞∑
n=0

anx
n.

Trouver une �equation di��erentielle v�eri��ee par la fonction f. En d�eduire f.

Exo 4 Calculer le rayon et la somme des s�eries enti�eres :

a)

∞∑
n=0

n

(2n+ 1)!
xn. b)

∞∑
n=0

(−1)n+1nx2n+1. c)

∞∑
n=0

n(−1)nxn.

Exo 5 Calculer

∞∑
n=0

(−1)n
cos(2n+ 1)θ

(2n+ 1)!
en fonction des fonctions usuelles.

Exo 6 Soit f d�e�nie sur ] − 1,+∞[ par f(x) =
ln(1+ x)

x
si x 6= 0 et f(0) = 1.

Montrer que f est C∞ sur ] − 1,+∞[.

On pose ∀x ∈] − 1,+∞[ : g(x) =

∫x
0

f(t)dt. Montrer que ∀x ∈ [−1, 1] : g(x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1xn

n2
. Sachant que

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
, calculer

∫1
0

f(t)dt.

Exo 7 Soit n > 2 et f(x) = (sin x)n. Calculer pour tout k ∈ [[1, n− 1]], lim
x→0

f(k)(x)

xn−k
.

Exo 8 D�eterminer le d�eveloppement en s�erie enti�ere (DSE) des fonctions suivantes :

a) cos4 x b) ex cos x c)
x2

x3 − 4x2 + 6x− 4
d) ex ln(1+ x) e) ex

2+x

Exo 9 D�eterminer le DSE par la m�ethode de l'�equation di��erentielle de (arcsin x)2.

Exo 10 Montrer sans utiliser la "trigo" , �a l'aide de la d�e�nition de sin x =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
, que ∀x ∈]0, 3] : sin x > 0.

Exo 11 Montrer que ∀z ∈ lC tel que |z| 6 1 : | cos z| 6
5

3
.

Exo 12 Montrer que ∀z ∈ lC : |ez − 1| 6 e|z| − 1.

Exo 13 ∀n > 1 , ∀z ∈ lC : |ez − (1+
z

n
)n| 6 e|z| − (1+ |

z

n
|)n.

Exo 14 D�eterminer sup
|z|<1

| sin z|

Exo 15 On pose an =

∫ π
2

0

cosn tdt pour tout n ∈ IN et S(x) =

+∞∑
n=0

anx
n lorsque c'est possible.

1) Exprimer S(x) �a l'aide des fonctions usuelles pour |x| < 1.

2) D�eterminer le domaine de d�e�nition de S.

Exo 16 D�eterminer le d�eveloppement en s�erie enti�ere de la fonction f d�e�nie par :

f(x) =

∫+∞
x

dt

1+ t2 + t4
.
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Exo 17 Soit p ∈ IN∗.

1) D�eterminer le rayon de convergence R de la s�erie enti�ere

∞∑
n=0

xn

np+ 1
.

2) �Ecrire la somme sous forme d'une int�egrale pour x ∈] − R, R[.
3) Calculer cette somme pour p = 4. Que dire en x = −R ?

Exo 18 Soit (
∑

anx
n) une s�erie enti�ere quelconque. D�emontrer que le rayon de cette s�erie enti�ere est non nul SSI il

existe (α, k) ∈ (IR+∗)2, tels que ∀n ∈ IN, |an| 6
k

αn
.

En d�eduire que x 7→ tan x est d�eveloppable en s�erie enti�ere en 0.

Exo 19 Soit (
∑

anx
n) une s�erie enti�ere de rayon R > 0. On consid�ere f d�e�nie sur D =] − R, R[ par f(x) =

∞∑
n=0

anx
n.

Prouver que f est d�eveloppable en s�erie enti�ere au voisinage de tout point de D.

Exo 20 On consid�ere l'�equation di��erentielle :

(E) x2y ′′ + xy ′ + (4x4 − 1)y = 0

qu'on veut int�egrer sur l'intervalle ]0,+∞[. Montrer qu'il existe R > 0 et une fonction y0 d�eveloppable en s�erie

enti�ere sur ] − R, R [ qui co��ncide sur ] 0, R [ avec une solution de (E) (qu'on notera �egalement y0). Donner une

expression simple de y0 utilisant les fonctions usuelles, soumise �a la condition suppl�ementaire y ′0(0) = 1.

Exo 21 On consid�ere l'�equation di��erentielle (E) suivante :

x
d2y

dx2
+
dy

dx
+ xy = 0

D�eterminer sous forme d'une s�eries enti�ere la solution y0(x) telle que : y0(0) = 1.

Pr�eciser le domaine de d�e�nition de y0(x). (On ne cherchera pas �a exprimer y0(x) �a l'aide des fonctions usuelles).

Exo 22 On note N(n, p) le nombre de permutations de [[ 1, n ]] qui ont exactement p points �xes ; on convient que

D0 = 1. On pose

D(n) = N(n, 0) et f(x) =

+∞∑
n=0

D(n)

n!
xn

(a) D�eterminer le lien entre N(n, p) et D(n− p).

(b) Montrer que f est d�e�nie sur ]−1; 1[ et calculer f.

(c) Calculer N(n, p) puis en d�eduire lim
n→+∞ 1

n!
N(n, p).

Exo 23 D�eterminer le nombre de fa�cons de payer 100 Euros avec des pi�eces de 1, 2, 3 Euros. �Ecrire une fonction python

pour obtenir ce nombre.

(Indication : d�evelopper en s�erie enti�ere f(x) =
1

(1− x)(1− x2)(1− x3)
)

Exo 24 (a) Montrer que la somme

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
converge et d�eterminer sa valeur.

(b) Montrer que c'est un irrationnel.

Exo 25 Soit n > 1, on note In le nombre d'involutions de [[ 1, n ]] c'est-�a-dire d'applications f de [[ 1, n ]] dans lui-même

qui v�eri�ent f ◦ f = Id [[1,n]]. On pose I0 = 1.

(a) Montrer que

∀n > 2, In = In−1 + (n− 1)In−2

(b) Montrer que la s�erie enti�ere
∑ In

n!
xn est d�e�nie sur ]−1; 1[. Notons S sa somme.

(c) Montrer que ∀x ∈ ]−1; 1[ , S ′(x) = (1+ x)S(x).

(d) En d�eduire une expression explicite de S(x) puis de In.

Exo 26 (a) Soit p ∈ IN. Montrer que la s�erie

(∑ np

n!

)
converge. On note Sp sa somme.

(b) Calculer S0, S1 et S2.

(c) Prouver que pour tout p ∈ IN, Sp est un multiple entier de e.
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Exo 27 Soit α ∈ ]0;π[.

(a) Exprimer sinα et cosα en fonction de tan
α

2
.

(b) Former le d�eveloppement en s�erie enti�ere en 0 de

f(x) = arctan

(
1+ x

1− x
tan

α

2

)

Exo 28 (a) On pose j = e
2iπ
3 . D�eterminer en fonction de l'entier naturel k la somme 1+ j k + j 2k.

(b) D�eterminer les rayons de convergence Rk des s�eries enti�eres de terme g�en�eral
x3n+k

(3n+ k)!
pour 0 6 k 6 2, puis calculer chacune des sommes pour |x| < Rk.

Exo 29 Soit p ∈ IN∗ et A ∈ Mp( lC). On pose χA et ρ(A) respectivement le polynôme caract�eristique et le rayon

spectral de A (valeur propre de A de plus grand module). On consid�ere la s�erie∑
tr (An)zn

On note respectivement R et S son rayon de convergence et sa somme.

(a) Calculer tr (An) en fonction des valeurs propres de A.

(b) D�eterminer R en fonction de ρ(A).

(c) D�eterminer une expression de S en fonction du quotient
χ ′A
χA

.

Exo 30 Peut-on piper 2 d�es de telle sorte que la variable al�eatoire "somme des 2 d�es" soit uniform�ement r�eparti sur

l'intervalle [[2, 12]], (indication : on utilisera les fonctions g�en�eratrices).

Exo 31 Le nombre d'accidents N durant une semaine dans une usine est une variable al�eatoire d'esp�erance m et de

variance σ2.

Pour tout accident, le nombre d'ouvriers X bless�es lors de cette accident est une variable al�eatoire d'esp�erance

µ et de variance τ2.

Tous ces �ev�enements sont suppos�es ind�ependants.

1. Donner la fonction g�en�eratrice de nombre Y d'ouvriers bless�es par semaine, en l'exprimant �a l'aide des

fonctions g�en�eratrices de N et X.

2. En d�eduire la valeur des esp�erance et variance de Y en fonction de m , σ2, µ et τ2.

Exo 32 X, Y et Z d�esignent trois variables al�eatoires r�eelles ind�ependantes d�e�nies sur un espace probabilis�e (Ω,P(Ω),P)

et suivant une même loi binomiale B(n, p). On consid�ere la matrice M d�e�nie par

M =

 X X X

Y Y Y

Z Z Z


(a) D�emontrer �a l'aide des fonctions g�en�eratrices que X + Y suit une loi binomiale B(2n, p). Quelle est la loi,

l'esp�erance et la variance de S = X+ Y + Z ?

(b) Quelle est la probabilit�e pour que M soit la matrice d'un projecteur ?

(c) Soit T la variable al�eatoire d�esignant le nombre de valeurs propres de la matriceM. V�eri�er que T(Ω) = {1, 2}.

Donner la loi, l'esp�erance et la variance de T .

(d) Quelle est la probabilit�e pour que M soit diagonalisable ?

Exo 33 Dans une suite (Xi)i>1 de pile ou face �equitables, on appelle "s�erie" toute suite de r�esultats cons�ecutifs iden-

tiques. Par exemple dans la suite "FFPFPPPPPPFF" , il y a 5 s�eries. On note Sn le nombre de s�eries observ�ees

apr�es n lancers ind�ependants. Montrer que

∀n > 2, ∀i > 1 : P (Sn = i, Xn = ′F ′) =
1

2
(P (Sn−1 = i, Xn−1 =

′F ′) + P (Sn−1 = i− 1, Xn−1 =
′P ′))

�Evaluer de même P (Sn = i, Xn = ′P ′). En d�eduire la fonction g�en�eratrice et la loi de Sn.

Exo 34 Un joueur va au casino avec une fortune initiale a ∈ IN∗. A chaque partie, sa fortune augmente de 1 avec la

probabilit�e p et diminue de 1 avec la probabilit�e q = 1− p.
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(a) Soit b > a un entier. On note Pb(a) la probabilit�e que le joueur atteigne la fortune b avant d'être ruin�e.

D�eterminer une relation entre Pb(a), Pb(a+ 1) et Pb(a− 1).

En d�eduire la valeur de Pb(a).

(b) On autorise le joueur �a emprunter. On note T le premier instant o�u sa fortune atteint a+ 1 et pour n ∈ IN,

on note gn = P (T = n) et g la fonction g�en�eratrice de la suite (gn).

i. Montrer que gn+2 = q(g1gn + g2gn−1 + · · ·+ gng1).
ii. En d�eduire une relation entre g(t) et g(t)2.

iii. En d�eduire g, P (T < +∞) ainsi que E(T).

Exo 35 On munit l'ensemble ΩN des permutations de [[1,N]] de l'�equiprobabilit�e PN. On note XN la variable al�eatoire

correspondant au nombre de cycles (de longueur sup�erieure ou �egale �a 1) intervenant dans la d�ecomposition

d'une permutation en produits de cycles de supports disjoints (on compte en fait le nombre des orbites) et GN
sa fonction g�en�eratrice.

(a) Montrer que PN+1(XN+1 = k) =
1

N+ 1
PN(XN = k− 1) +

N

N+ 1
PN(XN = k).

(b) En d�eduire une expression factoris�ee de GN(t).

(c) Calculer l'esp�erance et la variance de XN.

(d) Montrer que ∀ε > 0, lim
n→+∞P

(∣∣∣∣ XNlnN
− 1

∣∣∣∣ > ε) = 0.

PRODUITS SCALAIRES

Exo 1 On consid�ere IR3 muni de son produit scalaire canonique.

Orthonormaliser (x1, x2, x3) avec x1 = (1, 2, 3) , x2 = (−3, 2, 7) , x3 = (0, 4, 9).

Exo 2 Calculer inf

{∫+∞
0

(t3 − at2 − bt− c)2e−tdt , (a, b, c) ∈ IR3
}
.

Exo 3 Soit E =Mn(IR) muni du produit scalaire (·|·) tel que la base canonique soit OTN pour ce produit scalaire.

(a) Soit (A,B) ∈ E2 . Donner l'expression de (A|B) et de ‖A‖.
Soit S = {A ∈ E tels que Tr(A) = 0 et A sym�etrique }.

(b) Montrer que S est un SEV de E et d�eterminer une base et la dimension de S.
(c) D�eterminer S⊥.

Exo 4 Soit E = C0([0, 2], IR). On munit E de la forme ϕ : (f|g) =

∫2
0

f(t)g(t)dt.

(a) Montrer que ϕ est un produit scalaire sur E.

(b) Montrer qu'il existe, pour ce produit scalaire, une famille orthogonale de polynômes (P0, P1, . . . , Pn, . . .) de

E telle que ∀n ∈ IN , d0(Pn) = n et Pn unitaire (on confond polynôme et fonction polynômiale). �Etudier

l'unicit�e de ces polynômes.

(c) Calculer P0 , P1 , P2 et P3.

Exo 5 Soit E un IR-EV euclidien de dimension n et f ∈ O(E). On pose g = f− idE.

(a) Montrer que Img et kerg sont en somme directe orthogonale.

(b) Justi�er l'existence et reconnaitre l'endomorphisme ϕ = lim
p→∞ 1

p
(idE + f+ f2 + · · ·+ fp).

Exo 6 Soit f canoniquement associ�e �a la matrice B =

 0 3 2

−2 5 2

2 −3 0

 dans IR3 munit de son produit scalaire

canonique.

D�eterminer f∗ ainsi que les �el�ements propres de f et de f∗.

Exo 7 Soit u ∈ L(E), o�u E est un IR-espace vectoriel euclidien.

Prouver l'�egalit�e Ker(u∗ ◦ u) = Keru. Que peut-on en d�eduire pour le rang de ATA avec A ∈Mn(IR) ?

Exo 8 Soit E =Mn,p(IR). On d�e�nit ∀(A,B) ∈ E2 : (A|B) = Tr(ATB).
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(a) Montrer que (·|·) est un produit scalaire sur E.

(b) D�eterminer une base OTN pour ce produit scalaire.

(c) Soit A ∈ E et φ : E→ E , X 7→ AXTA. Montrer que φ ∈ L(E) et montrer que φ est sym�etrique.

(d) Soit A ∈ On(IR), calculer ‖A‖.
(e) Soit (A,B) ∈ E2, montrer que ‖AB‖ 6 ‖A‖ · ‖B‖.

Exo 9 Soit (E, (|)) un espace pr�e-hilbertien r�eel.

(a) Montrer que pour tout a ∈ E , l'application fa : E→ IR , x 7→ (x|a) est continue sur E.

(b) Montrer que pour toute partie A de E, A⊥ est un SEV ferm�e de E.

Exo 10 Soit A ∈ Mn(IR) une matrice sym�etrique r�eelle et λ1, . . . , λn les valeurs propres de A (r�ep�et�ees autant que

leurs ordres de multiplicit�e).

Montrer que :

n∑
i=1

n∑
j=1

a2i,j =

n∑
k=1

λ2k.

Exo 11 Soit E un IR-EV euclidien de dimension n et soit s une r�e
exion de E.

Montrer qu'il existe −→a ∈ E tel que −→a 6= 0 et ∀−→x ∈ E , s(−→x ) = −→x −
2(−→x |−→a )
‖−→a ‖2 −→a .

Exo 12 Montrer que ∀A ∈Mn(IR) , ∃B ∈Mn(IR) telle que A
TA = B2.

Exo 13 On consid�ere IR3 muni de son produit scalaire canonique et orient�e. D�eterminer les endomorphismes de IR3

v�eri�ant ∀(u, v) ∈ (IR3)2, f(u)∧ f(v) = f(u∧ v).

Exo 14 On consid�ere IR3 muni de son produit scalaire canonique et orient�e. On note (
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ) sa base canonique (qui

est donc OTND).

(a) Soit −→x ∈ IR3 tel que ‖−→x ‖ = 1. Montrer que ‖−→x ∧
−→
i ‖2 + ‖−→x ∧

−→
j ‖2 + ‖−→x ∧

−→
k ‖2 = 2.

On dit que f ∈ L(E) est dit antisym�etrique si ∀(−→x ,−→y ) ∈ E2 : (f(−→x )|−→y ) = −(−→x |f(−→y )).
(b) Montrer que f est antisym�etrique ssi ∃−→a ∈ E tel que ∀−→x ∈ E : f(−→x ) = −→a ∧−→x .

Exo 15 Former la matrice, dans la base canonique orient�ee (
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ) de IR3, de la rotation d'angle

π

2
et d'axe dirig�e

et orient�e par −→u =
−→
i +
−→
j −
−→
k .

Exo 16 On consid�ere IR3 muni de son produit scalaire canonique et orient�e. D�eterminer les �el�ements g�eom�etriques de

f d�e�nie canoniquement par sa matrice A dans la base canonique avec :

A =
1

8

 −1 −3 −3
√
6

−3 7 −
√
6

−3
√
6 −

√
6 2

 et A =
−1

9

 7 4 4

−4 8 −1

4 1 −8

.
Exo 17 Soit E un PHR de dimension quelconque et soit p un projecteur de E. Alors on a :

p est un projecteur orthogonal si et seulement si ∀x ∈ E : ‖p(x)‖ 6 ‖x‖ .

Exo 18 Soit E un IR-EV euclidien orient�e de dimension n et soit (x1, . . . , xn) ∈ En.
(a) Soit B une base OTND. Montrer que le r�eel detB(x1, . . . , xn) ne d�epend pas de B ,OTND.

On pose alors ∆(x1, . . . , xn) =detB(x1, . . . , xn).

(b) Montrer que |∆(x1, . . . , xn)| 6 ‖x1‖ · · · ‖xn‖. �Etudier les cas d'�egalit�e.
Exo 19 Soit n ∈ IN∗ et (A,B) ∈ Sn(IR)2. Montrer que : (tr(AB+ BA))

2 6 4tr(A2)tr(B2).

Exo 20 Soit A une matrice carr�ee d'ordre n, montrer que A est sym�etrique d�e�nie positive SSI il existe B inversible

telle que A = BTB.

Exo 21 Soit A ∈ GLn(IR), montrer qu'il existe un unique couple (O, S) ∈ On(IR)× Sn(IR)++ tel que A = OS.

En d�eduire que GL+n(IR) est connexe par arcs.

Exo 22 ∗ Soit n ∈ IN∗ et (A,B) ∈ S+n (IR)2. Montrer que : (det(A+ B))

1

n > (det(A))

1

n + (det(B))

1

n

Exo 23 Soit n ∈ IN∗ et A ∈ Sn(IR). Discuter l'existence et l'unicit�e de B ∈ Sn(IR) telle que B3 = A.

Exo 24 ∗ Soit H = `2(IR) =

{
u ∈ IRIN ,

∞∑
n=0

u2n < +∞} muni de son produit scalaire canonique.

D�eterminer la "forme" des formes lin�eaires et continues sur H.
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Exo 25 (a) On consid�ere la rotation vectorielle r autour du vecteur unitaire ~v et d'angle θ. Justi�er qu'il existe une

base orthonorm�ee B ′ de IR3 dans laquelle la matrice de r est de la forme

Mat B ′(r) =

(
1 (0)

(0) R(θ)

)
o�u R(θ) est une matrice orthogonale deM2(IR) que l'on pr�ecisera.

(b) D�eterminer la matrice dans la base canonique B = (~e1,~e2,~e3) de IR
3 de la rotation vectorielle r autour de

~v =
(√

2
4
,
√
2
4
,
√
3
2

)
tel que r (~e1) = ~e2 (on supposera IR3 orient�e canoniquement).

Exo 26 Soit A ∈Mn(IR) telle que A
TA = AAT. On suppose qu'il existe p ∈ IN∗ tel que Ap = On.

(a) Montrer que ATA = On.

(b) En d�eduire que A = On.

Exo 27 Soient a, b et c trois r�eels tels que a2 + b2 + c2 = 1. Montrer que la matrice

M =

 a2 ab− c ac+ b

ab+ c b2 bc− a

ac− b bc+ a c2


est la matrice d'une isom�etrie. Laquelle (on supposera IR3 orient�e canoniquement) ?

Exo 28 Soit (H, (·|·) ) un pr�ehibertien r�eel. Montrer que pour toute partie A ⊂ H, on a A⊥ = A
⊥
.

GÉOMÉTRIE AFFINE EUCLIDIENNE

Exo 1 Soit une mouche pos�ee sur le carreau d'une chambre cubique et soit une araign�ee dans un des deux coins

inf�erieurs oppos�es �a la fenêtre. Quel est le chemin le plus court de l'araign�ee pour aller manger la mouche.

Exo 2 Comment couper, avec une r�egle (non gradu�ee) et un compas, un segment donn�e en 7 segments �egaux.

Exo 3 Soit deux droites distinctes s�ecantes. Soit A un point hors des deux droites. Construire, avec une r�egle (non

gradu�ee) et un compas, les cercles tangents aux deux droites et passant par A.

Exo 4 Montrer que dans un triangle, le centre de gravit�e G, l'orthocentre H, le centre du cercle circonscrit I sont

align�es. Le centre du cercle inscrit Ω est il toujours sur cette droite (appel�ee droite d'Euler) ?

Exo 5 Soit A,B,C dans E et f d�e�nie de E dans E par f(M) = MA2
−→
BC +MB2

−→
CA +MC2

−→
AB. Soit I le centre du

cercle circonscrit �a ABC. Montrer que f(I) =
−→
0 .

Exo 6 Soit ABC un triangle �equilat�eral et M un point �a l'int�erieur de ABC. Montrer que la somme des distances de

M aux trois côt�es de ABC ne d�epend pas de M.

Exo 7 Soit ABC un triangle. On note a = BC , b = AC , c = AB et p = 1
2
(a+ b+ c). On note

Â =
̂

(
−→
AB,
−→
AC), B̂ =

̂
(
−→
BC,
−→
BA), Ĉ =

̂
(
−→
CA,
−→
CB).

On note R le rayon du cercle circonscrit et S la surface du triangle ABC.

(a) Montrer que a2 = b2 + c2 − 2bc cos Â.

(b) Montrer que sin Â =
2

bc

√
p(p− a)(p− b)(p− c). En d�eduire que S =

√
p(p− a)(p− b)(p− c).

(c) Montrer que R =
a

2 sin Â
=

b

2 sin B̂
=

c

2 sin Ĉ
.

Pour les exercices 8 �a 9 , E d�esigne un plan vectoriel rapport�e �a un rep�ereR = (O,
−→
i ,
−→
j ) OTND. Sauf indication

contraire, les coordonn�ees des points, des vecteurs et les �equations de droites sont donn�ees dans le rep�ere R.
Exo 8 Former les �equations des tangentes communes aux deux cercles :

(C1) : x
2 + y2 = 100 et (C2) : x

2 + y2 − 24x− 18y+ 200 = 0.

Exo 9 Soient ∆1 et ∆2 deux droites de IR2, et a ∈ IR+. Trouver le lieu des points M tels que :

d(M,∆1) + d(M,∆2) = a.

Pour les exercices 10 �a 16 , E d�esigne un espace vectoriel de dimension 3 rapport�e �a un rep�ere R = (O,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k )

OTND. Sauf indication contraire, les coordonn�ees des points, des vecteurs et les �equations de droites et de plans

sont donn�es dans le rep�ere R.
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Exo 10 Calculer la distance de A(1, 1, 1) au plan P repr�esent�e param�etriquement par :


x = 2+ λ− µ

y = 3− λ+ 2µ

z = 1+ 2λ+ µ

Exo 11 Former l'�equation cart�esienne du plan perpendiculaire au plan (P) : x − y + z + 24 = 0 et contenant la droite

D
{
2x− y+ 2z+ 4 = 0

x− y− z+ 1 = 0

Exo 12 D�eterminer la perpendiculaire commune de D
{
x+ y− 3z+ 4 = 0

2x− z+ 1 = 0
et de D ′

{
x = z− 1

y = z− 1
. En d�eduire la

distance de D �a D ′.
D�eterminer la nature de l'ensemble des points M qui sont �a �egales distances de D et D ′.

Exo 13 Calculer la distance de A(1, 1, 1) �a la droite D
{
x+ y+ z = 1

x− y+ z = −1
et

la distance de A(−1, 2, 1) �a la droite D repr�esent�e param�etriquement par :


x = 1+ λ

y = 1− 2λ

z = 1+ λ

Exo 14 D�eterminer toutes les droites (D) de E rencontrant les trois droites

D1
{
z = 1

y = x− 2
D2
{
z = 0

y = 2x+ 3
D3
{
z = −1

y = −x+ 1
et orthogonales �a −→u (2, 4,−3).

On montrera qu'une telle droite peut se param�etrer par

{
x = az+ b

y = cz+ d

Exo 15 D�eterminer le centre et le rayon du cercle suivant :

{
x+ 2y+ 3z = 4

x2 + y2 + z2 − 2x− 6y− 10z = 0

Exo 16 D�eterminer la sph�ere de centre A(1, 2, 3) et tangent au plan d'�equation x+ y+ z = 1.

On donnera le rayon.

Exo 17 Soit (C) un cercle de E et A un point de E qui ne soit pas dans le plan de (C). Un pointM d�ecrit (C) ; montrer

que le plan perpendiculaire �a (AM) passant par M passe par un point �xe.

GROUPES & ARITHMÉTIQUE

Exo 1 Soit G =


a 0 0

0 0 0

0 0 1

 , a ∈ IR∗

. Montrer que (G,×) est un groupe isomorphe �a un groupe c�el�ebre.

Exo 2 Montrer que les sous-groupes de (IR,+) sont soit de la forme αZZ (avec α ∈ IR+) , soit ils sont denses dans IR.

Applications :

a) Montrer que si f est continue, non constante et p�eriodique de IR dans lC alors elle admet une plus petite

p�eriode strictement positive.

b) Montrer que A = {cosn , n ∈ IN} est dense dans [−1, 1].

c)∗ Montrer que A = {sinn , n ∈ IN} est dense dans [−1, 1].

Exo 3 Soit K un corps �ni. Montrer qu'il existe un nombre premier p et un entier n tel que card(K)=pn. En d�eduire

qu'il n'existe aucun corps ayant 6 �el�ements.

Exo 4 Montrer que l'ensemble des 3-cycles est une partie g�en�eratrice de An (le groupe altern�e du groupe sym�etrique

Sn avec n > 3).

Exo 5 On consid�ere le groupe (lQ,+). Soit A ⊂ lQ, �ni. Montrer que < A >6= lQ.

Exo 6 On admet le th�eor�eme de Cauchy qui dit que pour tout groupe de cardinal n et pour tout nombre premier p

divisant n alors il existe un �el�ement de G d'ordre p.

Donner tous les groupes �a 6 �el�ements (�a isomorphisme pr�es).

Exo 7 Soit G un groupe ab�elien et x, y 2 �el�ements de G d'ordre respectif n et p. On suppose que n∧p = 1. D�eterminer

l'ordre de xy.

Exo 8 La com�ete A qui est visible tous les 5 ans a �et�e observ�ee il y a 1 an. La com�ete B qui est visible tous les 8 ans a

�et�e observ�ee il y a 2 ans. La com�ete C qui est visible tous les 11 ans a �et�e observ�ee il y a 3 ans. Dans combien

d'ann�ees pourra-t-on observer les 3 com�etes simultan�ement ?
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Exo 9 Soit p un entier premier et n un entier. Soit E un espace vectoriel de dimension n sur le corps lK = ZZ/pZZ.

D�eterminer le cardinal de E, le nombre de droites vectorielles, d'hyperplans. D�eterminer le nombre de famille

libre �a k �el�ements, le nombre de bases. D�eterminer le cardinal de GLn(lK), deMn(lK). D�eterminer le nombre

de projecteurs de E.

Exo 10 R�esoudre dans IN3, l'�equation x2 + y2 = z2.

Exo 11 a)Montrer que si m|n, avec (m,n) ∈ (IN∗)2, alors ϕ(m)|ϕ(n).

b) Montrer que pour tout n > 1 : n =
∑

d|n , 16d6n

ϕ(d)

c) Montrer que si (m,n) ∈ (IN∗)2, alors ϕ(m)ϕ(n) = ϕ(mn) SSI n∧m = 1.

Exo 12 R�esoudre les �equations suivantes : x2 − x+ 7 = 0 dans ZZ/13ZZ et x2 − 4x+ 3 = 0 dans ZZ/12ZZ.

Exo 13 Montrer sans r�ecurer que pour tout entier naturel n > 1, 3× 52n−1 + 193n−2 est divisible par 17.

Exo 14 D�eterminer l'oppos�e et l'inverse de 173 dans ZZ/507ZZ.

Exo 15 R�esoudre les syst�emes suivant :

{
x∧ y = 27

x∨ y = 108
dans (ZZ)

2
et


x ≡ 7 (11)

x ≡ 13 (20)

x ≡ 16 (21)

dans ZZ.

Exo 16 R�esoudre le syst�eme suivant :

{
5x+ 2y = 3

2x+ 4y = 6
dans (ZZ/20ZZ)

2
.

Exo 17 Montrer que pour tout nombre premier p, il existe un entier n tel que 6n2 + 5n+ 1 ≡ 0 (p).

Exo 18 Soient a et x deux entiers sup�erieurs ou �egales �a 2 tels que ax − 1 soit premier. Montrer que a = 2 et que x est

premier. �Etudier la r�eciproque.

Exo 19 Soit α ∈ IR − lQ. Montrer que pour tout entier n > 2, on peut trouver (p, q) ∈ ZZ × IN∗ tel que 1 6 q 6 n et∣∣∣∣α−
p

q

∣∣∣∣ 6 1

nq
.

Exo 20 R�esoudre dans (ZZ/7ZZ)2 l'�equation X2 + 4XY + Y2 = 0

Exo 21 Soit k ∈ [[0, 1272[[, non divisible par 127. Donner la classe de k127×126 modulo 1272.

Exo 22 Quels sont les deux derniers chi�res de 21000 en �ecriture d�ecimale ?

Exo 23 On note ϕ la fonction indicatrice d'Euler. �Etant donn�es k et n deux entiers naturels, on note k ∧ n leur plus

grand diviseur commun.

(a) Soit d un diviseur positif de n ∈ IN∗. Combien y a-t-il d'entiers k v�eri�ant

k ∈[[ 1, n ]] et k∧ n = d

En d�eduire que

n =
∑
d |n

ϕ(d)

(b) On note T la matrice deMn(IR) de coe�cient tij =

{
1 si i divise j

0 sinon
et D = diag (ϕ(1) . . . ϕ(n)).

D�eterminer la matrice TTDT puis en d�eduire le d�eterminant de la matrice S de coe�cient g�en�eral sij = i∧ j.

Exo 24 On note P l'ensemble des nombres premiers. Pour tout entier n > 0, on note vp(n) l'exposant de p dans la

d�ecomposition de n en facteurs premiers et bxc la partie enti�ere de x.
(a) Montrer la formule de Legendre :

vp(n!) =

+∞∑
k=1

⌊
n

pk

⌋
(b) Par combien de z�eros se termine 2024!.

Exo 25 On note ϕ la fonction indicatrice d'Euler. Montrer que pour tout entier n > 3,ϕ(n) est un entier naturel pair.

Exo 26 R�esoudre dans (IN∗)2 le syst�eme suivant {
x+ y = 84

(x∧ y)2 = x∨ y
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Exo 27 Notons U(ZZ/20ZZ) l'ensemble des �el�ements inversibles de l'anneau ZZ/20ZZ.

(a) D�eterminer le cardinal de U(ZZ/20ZZ).

(b) U(ZZ/20ZZ) est-il un groupe cyclique ?

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES-SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS

Exo 1 R�esoudre l'�equation di��erentielle : xy ′ − y−
x

1+ x2
= 0. D�eterminer les solutions sur IR.

Exo 2 Soit (E) l'�equation di��erentielle : x3y ′′ − 2xy+ 3 = 0.

R�esoudre (E) en e�ectuant le changement de variable z = xy ′ + y.
�Etudier les probl�emes de raccord.

Exo 3 Soit α ∈ IR . R�esoudre l'�equation di��erentielle y ′′ − 2αy ′ + y = eαx(x+ 1).

Exo 4 Soit f de classe C2 sur IR telle que ∀x ∈ IR : f ′′(x) + f(x) > 0.
Montrer que ∀x ∈ IR : f(x) + f(x+ π) > 0 (indic : on pourra commencer par un cas particulier non "trivial").

Exo 5 R�esoudre, en cherchant des solutions DSE, l'�equation di��erentielle : xy ′′ + 3y ′ − 4x3y = 0.
�Etudier les probl�emes de raccord.

Exo 6 Soit λ ∈ IR. Chercher des solutions DSE de l'�equation y ′′ − xy ′ + λy = 0. En d�eduire la r�esolution de cette

�equation.

Exo 7 R�esoudre le syst�eme di��erentiel :

{
x ′ = 5x− 2y+ et

y ′ = −x+ 6y+ t

Exo 8 Int�egrer le syst�eme X ′ = AX o�u A est la matrice

1 2 1

0 1 −1

0 1 1

 .

Exo 9 R�esoudre par 2 m�ethodes di��erentes le syst�eme di��erentiel :


x ′ = 3x+ 2y− 2z

y ′ = −x+ z

z ′ = x+ y

Exo 10 R�esoudre le syst�eme di��erentiel :

{
x ′′ = x ′ + y ′ − y

y ′′ = x ′ + y ′ − x

Exo 11 Soit A ∈M3(IR) telle que A
3 = 0. R�esoudre le syst�eme X ′ = AX. D�eterminer la nature des trajectoires (graphes

des solutions).

Exo 12 Soit f une solution de l'�equation di��erentielle : y ′′ + ye−t
2

= sin t. On suppose que f est born�ee sur [0,+∞[.

Montrer que f ′ est born�ee sur [0,+∞[.

Exo 13 Soit p une fonction continue sur [0, 1] telle que ∀x ∈ [0, 1] : p(x) < 0.

Soit (E) l'�equation di��erentielle sur [0, 1] : y ′′ + p(x)y = 0.

(a) Que dire d'une fonction g solution de (E) pour laquelle qu'il existe c ∈ [0, 1] tel que g(c) = g ′(c) = 0 ?

Soit f une solution non nulle de (E).

(b) On suppose que f admet une in�nit�e de racines dans [0, 1].

i. Montrer qu'il existe une suite convergente (αn) de [0, 1] telle que les αn sont 2 �a 2 distincts et ∀n ∈ IN

f(αn) = 0.

ii. Montrer que f est nulle. Conclure.

(c) Montrer que f ne peut admettre plus d'une racine dans [0, 1].

(d) Donner un exemple de solution sans racine et un exemple de solution avec une racine.

Exo 14 Soit (ε) l'�equation di��erentielle y ′′ +ω2y = f o�u f est une fonction continue sur IR �x�ee.

On pose ϕ(x) =

∫x
0

sinω(x− t)

ω
f(t)dt.

1) ϕ est-elle solution de (ε) ?

2) Y a-t-il des solutions de (ε) telles que y(0) = y(a) et y ′(0) = y ′(a) o�u a est un r�eel �x�e ?
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Exo 15 On pose F(x) =

∫x
0

ln(1+ t)√
t

dt.

1) Quel est le domaine de d�e�nition de F ? Donner un �equivalent de F en 0+.

2) Montrer que ∀α > 0, ∃(A,B,M) ∈ IR3 tel que ∀x >M, F(x) 6 A+ Bxα+
1
2 .

3) On s'int�eresse �a l'�equation di��erentielle 2xy ′ + y = ln(1+ x). Donner la solution g�en�erale sur ]0,+∞[.

Y a-t-il une solution ayant une limite �nie en 0 ?

Exo 16 On consid�ere l'�equation di��erentielle homog�ene (E) d�e�nie par

(E) x(1− x)y ′′ + (2x2 − 1)y ′ + 2(1− 2x)y = 0

(a) D�eterminer une solution particuli�ere de la forme x 7→ xn avec n ∈ IN∗.

(b) R�esoudre (E).

FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES - CALCUL DIFFÉRENTIEL

Exo 1 Soit f d�e�nie sur IR2 par f(x, y) =
x4y3

x6 + y8
si (x, y) 6= (0, 0) et f(0, 0) = 0.

�Etudier la continuit�e et la di��erentiabilit�e de f. f est-elle C1 sur IR2 ?

Exo 2 Soit f d�e�nie sur IR2 par f(x, y) = (x2 + y2) sin
1√

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0) et f(0, 0) = 0.

�Etudier la continuit�e et la di��erentiabilit�e de f. f est-elle C1 sur IR2 ?

Exo 3 Soit f d�e�nie sur IR2 par f(x, y) = xy
x2 − y2

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0) et f(0, 0) = 0.

Montrer que f est C1 sur IR2. Calculer
∂2f

∂x∂y
(0, 0) et

∂2f

∂y∂x
(0, 0). Que peut-on en d�eduire ?

Exo 4 Soit f d�e�nie sur IR2 par f(x, y) =
ex − ey

x− y
si x 6= y et f(x, x) = ex.

Montrer que f est C0 , C1 puis C∞ sur IR2.

Exo 5 Soit f : IR3 × IR3 → IR

(−→x ,−→y ) 7→ −→x · −→y
On pose E = IR3 × IR3 que l'on munit de la norme ‖(−→x ,−→y )‖ =Max(‖(−→x ‖2, ‖−→y )‖2) o�u ‖2 est la norme

euclidienne canonique sur IR3.

(a) Montrer que (E, ‖) est un EVN.

(b) Montrer que f est di��erentiable sur E et calculer en tout point la di��erentielle de f.

Exo 6 L'application (x, y) 7→ |x|+ |y| est-elle continue sur IR2, de classe C1 ?

Exo 7 Soit f d�e�nie sur E = IRn[X] par f(P) =

∫+∞
0

P(t)3e−t dt. Montrer que f est d�e�nie et di��erentiable sur E.

Exo 8 Montrer que f : (x, y) 7−→ (ex − ey, x + y) est une bijection de classe C1 de IR2 dans IR2 et que sa r�eciproque

est aussi de classe C1.

Exo 9 Soit ϕ d�e�nie sur IR2 par ϕ(x, y) =

∫ π
2

0

√
x2 cos2 θ+ y2 sin2 θdθ.

�Etudier la continuit�e de ϕ. ϕ admet elle des d�eriv�ees partielles sur IR2 ?

Exo 10 R�esoudre dans IR2 , l'�equation aux d�eriv�ees partielles suivante :
∂f

∂x
−
∂f

∂y
= x+ ey avec f de classe C1 sur IR2.

Indication : On pourra montrer que l'on peut d�e�nir une fonction g : IR2 → IR2 , (u, v) 7→ g(u, v) telle que

f(x, y) = g(u, v) avec u = x− y et v = x+ y.
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Exo 11 On consid�ere l'�equation des cordes vibrantes :

∂2f

∂t2
− a2

∂2f

∂x2
= 0

Cette �equation s'applique aux petites vibrations d'une corde tendue, 
exible (corde de violon par exemple)

initialement tendue le long d'un axe x et mise en mouvement. f(x, t) repr�esente le d�eplacement d'un point

d'abscisse x �a l'instant t. La constante a2 a pour valeur
τ

µ
o�u τ est la tension (constante) de la corde et µ est la

masse (constante) par unit�e de longueur de la corde. On suppose qu'il n'y a pas de forces ext�erieures agissant

sur la corde et que celle-ci ne vibre que par �elasticit�e.

(a) R�esoudre cette �equation aux d�eriv�ees partielles avec f de classe C2 sur IR2.

On pourra montrer que l'on peut d�e�nir une fonction g : IR2 → IR2 , (u, v) 7→ g(u, v) telle que

f(x, t) = g(u, v) avec u = x− at et v = x+ at.

(b) Chercher une solution de l'�equation avec les conditions aux limites :

4
∂2f

∂t2
− 25

∂2f

∂x2
= 0 , f(0, t) = f(π, t) = 0 , f(x, 0) = sin 2x et

∂f

∂t
(x, 0) = 0.

On interpr�etera physiquement les conditions aux limites. En d�eduire le mouvement de la corde dans le

temps.

Exo 12 Soit U un ouvert de IR2 tel que (0, 0) /∈ U. Soit f d�e�nie et de classe C2 de U dans IR.

On note ∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
(Laplacien).

Soit P : IR2 → IR2 , (r, θ) 7→ (r cos θ, r sin θ).

On pose U ′ = P−1(U) et g d�e�nie sur U ′ par g(r, θ) = f(r cos θ, r sin θ).

(a) Montrer que U ′ est ouvert.

(b) Montrer que ∀(r, θ) ∈ U ′ : ∆f(r cos θ, r sin θ) = ∂2g

∂r2
+
1

r

∂g

∂r
+
1

r2
∂2g

∂θ2
. (Laplacien en polaire)

Exo 13 Soit la fonction f d�e�nie sur IR2 par f(x, y) = y2ex − x2y.

(a) D�eterminer les points critiques de f.

(b) �Etude en (0, 0). Est-ce un extremum? Dessiner les zones de IR2 o�u f est positive et o�u f est n�egative.

(c) �Etudier l'autre point critique (dire s'il est local , global, stricte ou non).

Exo 14 (exercice �ecrit ccinp)

On d�e�nit la fonction f : (x, y) 7−→ x2 − 2xy+ 2y2 + e−x sur IR2.

Q6. �Etablir que l'�equation e−x = x admet une unique solution sur IR.

Q7. D�emontrer que f poss�ede un unique point critique (x0, y0) ∈ IR2.

Q8. A l'aide de la matrice hessienne, d�emontrer que f admet un extr�emum local en (x0, y0).

Est-ce un minimum ou un maximum?

Q9. (le petit plus !) Est-il global ? (on pourra utiliser les coordonn�ees polaires)

Exo 15 D�eterminer les extr�emums (selon les cas dire s'ils sont locaux ou globaux , strictes ou non) des fonctions

suivantes :

(a) f(x, y) = x3 + 3xy2 − 15x− 12y

(b) f(x, y) = xn + yn (n ∈ IN)

(c) f(x, y) = x3 + y3 − 3xy

(d) f(x, y) = ex siny

(e) f(x, y) =
xy

(1+ x)(1+ y)(x+ y)

(f) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 2xyz
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(g) f(x, y, z) =
1

2
x2 + xyz− y+ z

Exo 16 Soit f : R2 → R la fonction d�e�nie par f(x, y) = x3 − 3x
(
1+ y2

)
.

a) �Etudier les extremums locaux de f.

b) Soit D =
{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 6 1

}
. Montrer que f admet un maximum M et un minimum m sur D.

c) Soit (x, y) ∈ D. Montrer que si f(x, y) =M ou f(x, y) = m, alors x2 + y2 = 1.

d) En d�eduire les valeurs de M et m.

Exo 17 D�eterminer les bornes et les extremums (absolus) �eventuels de −

n∑
i=1

xi ln(xi) sur

Dn = {(x1, . . . , xn) ∈ (IR∗+)
n ,

n∑
i=1

xi = 1}.

Exo 18 D�eterminer les triangles dont la somme des cosinus des 3 angles est maximale.

Exo 19 Soit k ∈]0, 1[ et f ∈ C1(IR) telle que ∀x ∈ IR, |f ′(x)| 6 k. On d�e�nit :

ϕ : IR2 → IR2

(x, y) 7→ (y+ f(x), x+ f(y))

Montrer que ϕ est une bijection de classe C1 de IR2 dans lui-même.

Exo 20 Soit f(x, y) =

∞∑
n=0

xn

1+ yn
. D�eterminer le domaine de d�e�nition ∆ de f puis �etudier la continuit�e sur ∆. f est-elle

C1 sur ∆ ?

Exo 21 Soit n ∈ IN∗ et E =Mn(IR). Pour tout �el�ement A ∈ E on pose exp(A) =
∑
p>0

Ap

p!
.

Montrer que la fonction exp est di��erentiable en tout point et d�eterminer sa di��erentielle en A.

Exo 22 Soit f : IR2 → IR de classe C1 sur IR2 et soit s ∈ IR.

f est dite s-homog�ene si ∀(x, y) ∈ IR2 et ∀λ > 0 : f(λx, λy) = λsf(x, y).
(a) Donner un exemple non nul ( !) avec s = 3.

(b) Montrer l'�equivalence suivante : f est s-homog�ene ssi

∀(x0, y0) ∈ IR2 : x0
∂f

∂x
(x0, y0) + y0

∂f

∂y
(x0, y0) = sf(x0, y0)

Exo 23 �Etudier les extremums de la fonction f d�e�nie sur le domaine D = [0; 1]
2
par

f(x, y) =
x+ y

(1+ x2)(1+ y2)

Exo 24 R�esoudre en passant en coordonn�ees polaires l'�equation aux d�eriv�ees partielles suivante

(E) x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
=
√
x2 + y2

avec f ∈ C1(IR+∗ × IR).

Exo 25 (a) On rappelle que la fonction Γ est d�e�nie pour tout x > 0 par Γ(x) =

∫+∞
0

tx−1e−t dt. Montrer que

Γ(x+ 1) = x Γ(x)

(b) �Etudier l'existence �eventuelle d'un minimum de la fonction f d�e�nie par

f(a, b) =

∫+∞
0

(t2 + at+ b)2e−t dt

et le calculer.

Exo 26 D�eterminer les fonctions ϕ : ]−1; 1[ → IR de classe C2 telle que la fonction f d�e�nie par f(x, y) = ϕ

(
cos x

chy

)
sur U = IR× IR∗+ soit harmonique c'est-�a-dire

∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 0
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Exo 27 (a) On consid�ere le plan muni de sa structure euclidienne canonique et on notera B sa base canonique. �Etant

donn�es trois points A,B et C du plan, justi�er que l'aire S du triangle ABC vaut

S =
1

2

∣∣∣det B (−→AB,−→AC)∣∣∣
(b) Soit Γ un cercle donn�e. Quels sont les triangles d'aire maximale inscrits dans Γ ?

Exo 28 Soit K : [0; 1]
2 → IR la fonction d�e�nie par

K(x, y) =

{
x(1− y) si x 6 y
y(1− x) si x > y

(a) A chaque fonction continue f : [0; 1]→ IR, on associe la fonction g : [0; 1]→ IR d�e�nie par

∀x ∈ [0; 1] , g(x) =

∫1
0

K(x, y)f(y)dy

Montrer que g est de classe C2 sur [0; 1] et que g ′′ = −f, g(0) = g(1) = 0.

(b) Montrer que l'application T : f 7→ g est un endomorphisme de C0([0; 1] , IR) et d�eterminer ses valeurs propres

et ses vecteurs propres.

SURFACES

Exo 1 Donner l'�equation param�etrique du cône de r�evolution autour de l'axe (0z) engendr�e par la rotation de la droite

D
{
x+ y− 2z = 0

2x− 3y+ z = 0
autour de l'axe (0z).

Exo 2 Soit S la surface d'�equation z = x3 + y4. D�eterminer le plan tangent au point M(1, 2, 9).

Exo 3 Soit C la courbe d'�equation C


x = sin 2t

y = 1− cos 2t

z = 2 cos t

(a) Montrer que C est inclus dans une sph�ere.
(b) Tracer les projections de C sur les plans (xy) , (xz) et (yz).
(c) Dessiner C et la visualiser mentalement dans l'espace.

F I N
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