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Centrale MP 2019 DM 7 : corrigé de M. Lucas (association U.P.S.) 23-24

I. Matrices compagnons et endomorphismes cycliques

I.A.
Q1. On a xu = det(XI,, — M) = det ((XIn - M)T> = det(XI, — M") = y, donc

VAeK, AespM) & xm(A) =0 xm(A) =0 A esp (MT>

Ainsi sp(M) = sp (MT) et donc [ M et M" ont méme spectre

Q2. <« : On suppose que M est diagonalisable. ce qui nous fournit P € GL,(K) et D € M, (K) diagonale telles
que M = PDP~!
donc MT = (P~1)'D'PT = (PT) ' DPT
d’ott M" est diagonalisable
= : On suppose que M' est diagonalisable.

Pour montrer que M est diagonalisable, on utilise I'implication précédente en remarquant que M = (MT) .

On a bien montré que |M' est diagonalisable si et seulement si M est diagonalisable

I.B. Matrices compagnons
Q3. On montre que xc,, = Q par récurrence sur deg(Q) =n > 2

0 —a

Initialisation : On suppose que deg(Q) = 2 ainsi Q = X? + a1X + ag et Cq = <1 a
—ay

> € Mz (K)
On a xc, = X? — tr(Cq)X + det(Cq) = X? + a1X + ag ce qui prouve l'initialisation

Hérédité : Soit 'entier n > 2. On suppose la propriété vraie pour tout polyndéme unitaire de degré n.
On considére Q(X) = X"+ 4, X" +---+ag ol les a; € K. On a en développant par rapport a la premiére

ligne :

X 0 ag

-1 X ... ... 0 a X oo e 9 a1 -1 X ... 9

0 -1 . L g -1 D ap 0 -1

XCo = | . ; =X| o : (1) 2qq |

-1 X apa : . -1 X

. . —1 X Ap1 n
0 -1 X+4ay o ... ... 0 -1

0o ... ... 0 -1 X+a, 1) [n] (]

onnote R =X"+a, X1 +---+ajetona Xcq = Xxcg + ap(—1)2+2
Par hypothése de récurrence, on a xcp, = R donc xc¢, = XR +ap =Q

Conclusion : On a montré par récurrence que la propriété était vraie pour tout polynéme unitaire de degré
> 2
En particulier ’ Q est le polynome caractéristique de Cq ‘

0 1 0o ... 0
0 0 1
Q4. On a (CQ)T = : . . 0
0 0 1
—ayp —aip ... —Qp—1

On a XcoT = XCq = Q ainsi Q(\) = 0.

1/14
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1
€2
Soit X =] . | € M, 1(K),

Tn
'332 = \11 To = AT
I3 = )\SZZQ Ir3 = )\2.%1

(Cq)' X =X <= {: —

Tn, = Alp_1 Tp = Aoy
[ —aoz1 —...—an1Tn = Py \(—ao —ai\— ... — A AV )z = Ny

Vi€ [2,n], x;i = Nty

.. T
Ainsi (Cq) X = AX < { QN1 = 0

Notez bien que le "ainsi" concerne toute ’équivalence !

1
T T A
Comme A est racine de @, alors |dim (EA (CQ )) =1, E\ (CQ ) = vect(X)) o X =
)\n.—l
I.C. Endomorphismes cycliques
Qs. = : On suppose que f est cyclique.
Ceci nous fournit zg € E tel que B = (z, f(z0), ..., [" ' (z)) soit une base de E.
n—1
Il existe alors (Ag, A1, ..., An—1) € K" tel que f™(zg) = Z Nif(zo).
i=0
n—1
On pose alors Q = X" + Z(—)\i)X’, de sorte que Q est unitaire de degré n et Mp(f) = Cq.
i=0

< : On suppose qu’il existe une base B = (e, e1,...e,-1) de E dans laquelle la matrice de f est de la forme
Cq, ot Q est un polynéme unitaire de degré n
Ainsi Vi € [0,n — 2], f(e;) = €it1
donc (e, f(eo), f2(e0), - -, f"1(eg)) est une base de E et donc f est cyclique

f est cyclique si et seulement s’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f
est de la forme Cq ot Q est un polynéme unitaire de degré n

Qs. < : On suppose que xy est scindé sur K et a toutes ses racines simples.
Ainsi [sp(f)| = deg(xf) = dimE
donc f est diagonalisable d’aprés le cours
= : On suppose que f est diagonalisable. Comme f est cyclique,
ceci nous fournit B une base de E et Q € K[X] unitaire de degré n tel que Mp(f) = Cq d’aprés Qs.
Ainsi Cq est diagonalisable et il en est de méme pour CQT d’aprés Qs.
Ainsi K" = @ E\ (CQT) d’ott n = Z dim (E)\ (C(J))

Aesp(f) )\Gsp(CQT)

2/14
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Q7.

or on a VA € sp (CQT) , dim (EA (CQT)) =1 d’aprés Qg donc ’sp (CQT)| =n

or d’aprés Qg : sp (CQT) =sp(Cq) =sp(f)
donc f admet n valeurs propres distinctes dans K
donc xy est scindé sur K et a toutes ses racines simples

Ainsi ‘ f est diagonalisable si et seulement si x s est scindé sur K et a toutes ses racines simples

On suppose que f est cyclique.

Soit (Ao .-, An—1) € K™ tel que Y A;f* = Oz (m). Montrons Vi € [0,n — 1], A; =0
=0
Comme f est cyclique, ceci nous fournit = € E tel que B = (z, f(x), ..., f*(z)) soit une base de E

donc » " Aifi(z) = 0gmy(x) = Og
=0

ainsi Vi € [0,n — 1], A\; = 0 car B est libre
Alors | (Id, f, f2,..., f* 1) est libre dans L(E)

On note d le degré de m¢. D’aprés le cours on a d = dim (K[f]).

Or (Id, f, f2,..., f» 1) est libre dans K[f] donc d > n

de plus d’aprés Cayley-Hamilton, on a xy est annulateur de f

d’ott ¢ | x¢ or ce sont des polynomes non nuls ainsi on a d = deg (7y) < deg(xf) =n

ainsi n = d d’ou ‘le polynéme minimal de f est de degré n‘

On ne se sert pas de cette question pour montrer le théoreme de Cayley-Hamilton dans le paragraphe I.D qui suit.

1.D.
Qs.

Q10'

Application & une démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton

On note N, = {m e N* | (f'(2)) gcicm 1 libre}.
On sait que 1 € N, car « # Og et que Ym > n, m € N, car dimE =n

Ainsi N, est une partie de N* non vide majorée par n — 1
donc N, admet un plus grand élément p € N*.
Ainsi la famille (f*(x)) est libre et la famille (f*(x)) est liée

0<i<p—1 0<i<p

On a bien l'existence de p € N* et de (ap,u,...,ap-1) € KP tels que la famille
(z, f(z), f2(z),..., fP7(x)) est libre et cpz + ar f(z) + - + ap_1 fPH(x) + fP(z) =0

. On a f (Vect(z, f(z), f2(),..., [P (z))) = Vect(f(2), f*(z), f3(x),..., [P(x)) car f lin¢aire

or fP(z) = —agz — a1 f(x) + - — a1 fP7 1 (2) € Vect(z, f(z), f2(2), ..., [~ (z))
dou f (Vect(z, f(x), f*(z), ..., fP~1(z))) C Vect(z, f(z), f*(z), ..., [P~} (x)).
Ainsi | Vect(z, f(x), f2(x),..., fP~1(z)) est stable par f

On note alors f 'endomorphisme induit par f sur Vect(z, f(z), f2(z),..., fF=1(z)).

D’aprés ce qui précede B = (z, f(z), f2(z),..., fP"H(x)) est une base de Vect(z, f(z), f2(z),..., [/~ (z)).

On remarque que Mg(f) = Cq en notant Q = ap + a1 X + - + a1 XP~1 + XP, d’ott
Xf= Q or Xf’Xf car f induit par f.

On a montré que | XP + Ozp_lXJ”*1 + -+ + ap divise le polynéme ¢
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Qi1. En reprenant les notations précédentes, on a Q(f)(x) = 0 et il existe P € K[X] tel que PQ = x;.
Ainsi x7(f) = P(f) o Q(f) done x()(x) = P() [Q()(@)] = P(/)(0) = 0 car P(f) lincaire.

On a

or x(f) € L(E) donc x(f)(0) =0 d’ott| x¢(f) est 'endomorphisme nul

ainsi montré que : Vo € E, x(f)(z) =0.

II. Etude des endomorphismes cycliques

II.A. Endomorphismes cycliques nilpotents

(ng =

On suppose f cyclique alors deg (7f) = n d’aprés Q7
De plus d’aprés le cours, xy = X" car f nilpotente
or ms|x s selon Cayley-Hamilton et 7 est unitaire par définition

donc 7y = X"
ainsi f* =0 et Vi € [0,n — 1], f* #0
dour=n

On suppose que r =n donc f* =0et f7~1#£0
Ceci nous fournit = € E tel que f*1(x) #0

n—1
Soit Ag, ..., An_1 € K tels que Z)\ifi(x) =
i=0
On montre que Vi € [0,n — 1], \; =0
On suppose, par 'absurde, que la propriété est fausse
on note alors j le minimum de {i € [0,n — 1] |A; #0}

n—1 n—1 n—1
Ainsi 0 = -1 (Zw(x)):f"w S| = Al + S A
i=j

i=0
Or Vi > p, fi(x) =0donc \;f* 1(z)=0et \; #0
d’ott f*~1(x) = 0 ce qui est absurde

=7

Ainsi (z, f(z),..., "1 (x)) est une famille libre composée de n vecteurs de E et dimE = n

donc (z, f(z),..., f*""1(x)) est une base de E
donc f est cyclique.

On a montré que ‘ f est cyclique si et seulement si r =n

On remarque que la matrice compagnon associée est unique car les coeflicients de cette matrices sont donnés

par ceux du polynéme caractéristique.

On sait que si f est cyclique et nilpotente, alors x; = X"

ainsi

I1.B.

0 0 0
1 0 00
0 1 0
la matrice compagnon de f dans ce casest | . ) ) . eML(R)
1 00
0 10

Qi3. Pour k € [1,p], (f — M\ Idg)™* et f commutent car C[f] est une algébre commutative
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Qus.

Q1s.

Q1.

Qi7.

donc ‘Fk = Ker((f — AgIldg)™*) est stable par f‘
P
Ona x¢(X) = H(X — k)™ et les polyndmes (X — A;)™* sont deux & deux premiers entre eux
k=1
Alors selon le lemme de décomposition des noyaux, on a

Ker (x(f)) = Ker((f = MIdg)™) @ --- @ Ker((f — A\pIdg)™) =F1@--- @ F)

de plus selon Cayley-Hamilton, x;(f) = 0 et donc Ker (x(f)) = E
dou|[E=F1&- 0F,|

Soit x € Fi. On a (f — A\ Id)™ (z) =0

Pour tout y € Fi, on a (f — M\Id)(y) = ¢r(y) € Fg

ainsi pour tout p € N, (f — M\ Id)P(z) = ¢} () par récurrence immédiate sur p

donc gozn’“ (x) = 0, comme c’est vrai pour tout = € Fy, on conclut que | ¢ est un endomorphisme nilpotent de Fy,

D’aprés le cours, 'indice de nilpotence de ¢, endomorphisme de Fj est majoré par dim Fy,

ainsi | v, < dim(Fy)

P
on note P = H(X — Ai)"i. Soit k € [1,p]. Soit x € Fy.
i=1

On a P(f) = H(X = X)) o (f = Agld)¥*
=1
#

done P(f)(z) = |[[(X=2)"(N)]| (¢ (@) = [[[X=2)" ()] (0 =0
= =

donc P(f) coincide avec 'endomorphisme nul sur chaque F, et E=F; @ --- ®F, d’aprés Q3 donc P(f) =0 .

On note d le degré de P comme P est unitaire alors (Id, f, f2,..., f) est liée
donc d > n car (Id, f, f2 o, 1) est libre

ord= Zuzdoun Zl/z

=0
On remarque al alde de la question 14 que v < my pour tout k € [1,p]

doncnéZyk Qka:n
k=0 i=0

ainsi les inégalités sont des égalités et ‘pour tout k € [1,p], on a v = my, ‘

Comme E=F; ®---®F, d’aprés Qi3 et Vk € [1,p], vk < dimFy, d’aprés Qqs

on a donc avec la question précédente n = Z Vg < Z dim(Fg) =n
k=1

Comme a la question précédente, on obtient : ‘Vk € [[1,p]], v = my, = dim (Fy) ‘

¢k est un endomorphisme nilpotent de F d’indice v = my = dim (Fy)
donc selon 12, ¢y est nilpotent et cyclique.
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Qis.

0 0 0
1 0
. . 0 1 0 - :
ceci nous fournit une base By de Fy, tel que Mp, (px) = | | € M, (C)
.0 0
0 0 1 0
En notant fi ’endomorphisme induit par f sur Fy,
A, O ... ... ... 0
1 A :
on a alors Mg, (fx) = 0 .1 Ak € M, (C)
: S VR
o ... ... 0 1 X

En concaténant les bases By, pour k allant de 1 a p
On obtient une base B adaptée a la décomposition en somme directe E=F; & --- @ F,

ainsi ‘ B = (ui,...,uy,) est une base de E dans laquelle f a une matrice diagonale par blocs de formes voulues

Remarque : pour la suite on peut démontrer que pour une telle base on a nécessairement :

VEk € [1,p], (f — X\eId)™ (w4 4my_,+1) = 0 puis

Vk € [[Lp]]v Vi € [[Lmk]]y Umy 4 Amy_1+i € Fy

On peut aussi supposer que 'on travaille avec la base choisie.

Pour k € [1,p], on & wp,4-ctmy_,+1 € Fi

ainsi Vi € N, fi(um1+...+mk_1+1) € Fy car Fy, stable par f

puis pour tout P € C[X], on a P(f)(um;+..+my_,+1) € F car F, est stable par combinaison linéaire.

P

Et ainsi P(f)(xo) = ZP(f)(uml+...+mk_1+1) est la décomposition de P(f)(zo) sur F1 @ --- @ F)
k=1

Soit Q € C[X]. On a donc Q(f)(zo) =0 <= Vk € [1,p], Q(f)(ex) =0

on note ex = U, +tmy_,+1 €t on a By = (ex, pr(er), . .- ,gozl’“_l(ek)) est une base de Fj,

On a vu que la matrice de ¢ dans cette base est Cxmy
donc m,, = X™k car @y est cyclique et nilpotent et dim(F%) = my selon 12

Vk € [[]-apﬂ’ (f - )\k‘Id)mk(uml+"'+mk,1+1) =0 puis

Vk € [[17p]]a Vi e [[Lmk]]v U+ mp_1+i € Fi

Par ailleurs on montre facilement que
VP € C[X], P(¢x) = 0 <= P(pk)(ex) =0

car P(p) commute avec tout ¢} et que (¢} (ex)) est une base de Fy.

0<i<my
Par ailleurs on a Q(p) = 0 <= X""*|Q (nilpotent et cyclique)

donc Q(f)(ex) = 0 <= Qo + M\ildr,)(er) = 0 <= X" |Q(X + Ag)
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ainsi Q(f)(er) = 0 <= (X = A)™[Q(X)

donc comme les (X — ;)™ sont deux & deux premiers entre eux,

P
on a finalement | Q(f)(xp) = 0 <= H(X — )" Q
k=1
n—1 ' n—1 )
Quo. Soit (Ai)geicn_y € K" tel que > A f*(z9) = 0 on note Q = » _ A X' de sorte que Q(f)(x0) = 0
i=0 =0
p p
ainsi H(X k)| Q d’aprés la question précédente or deg(Q) < n—1<n = deg (H (X —Xg) )
k=1 k=1

donc Q est le polynome nul et ainsi Vi € [0,n — 1], \; =0

donc (fi(xo))0<l.<n71 est une famille libre de n vecteurs de E et n = dimE

d’ou (fi(mo))0<i<n71 est une base de E ce qui justifie que ’ f est Cyclique‘
ITI. Endomorphismes commutants, décomposition de Frobenius
Q2. L’application g — fog— go f est un endomorphisme de £(E) dont le noyau est C(f)

Ainsi C(f) est un sous-espace vectoriel de L(E)

De plus, soit g et h € C(f). Ona (goh)of=gofoh= fo(goh)

ainsi C(f) est stable par o et il est clair que Id € C(f)

Ainsi ‘ C(f) est une sous-algebre de L(E) ‘
III.A. Commutant d’un endomorphisme cyclique
Q1. On a g(zo) € E et (zo, f(w0), ..., " *(z0)) est une base de E.

d’ou | lexistence de Ag, A1, ..., A\p—1 de K tels que g(z0) Z )\kfk (x0)

n—1

Qoo. 11 suffit d’établir que les applications linéaires g et Z A f¥ coincident sur la base (zo, f(x0), ..., [ (x0)).

Qa3.

k=0
On montre par récurrence immédiate que Vi € N, g € C ( fi)
Soit ¢ € [0,n — 1]. En utilisant 21 et le fait que 'algébre K[f] est commutative

n—1
9 (' (x0)) = f'(g (Z e f¥ (o ) = Z)\kfk (f'(0))
k=0
n—1
donc g = Z)\kfk etm

k=0
On vient d’établir le sens direct (avec un polynoéme de degré < n — 1)

La réciproque vient du fait que K[f] est une algébre commutative et que K,,—1[X] C K[X] et f € K[f].

On conclut que

‘g € C(f) si et seulement s’il existe un polynéome R € K,,_1[X] tel que g = R(f) ‘
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II1.B. Décomposition de Frobenius

Q24. On suppose que G =F; U---UF, est un sous espace de E.

Qas.

Par I’absurde, on suppose qu’aucun des sous-espaces F; ne contient tous les autres.

Ainsi r > 2 et G # {0}.

Quitte a réduire le nombre, on peut supposer qu’aucun F; n’est inclus dans la réunion des autres. Cela nous
fournit 1 € F1 qui n’est dans aucun des F; pour i > 2.

Sinon, F; # G et on peut aussi trouver y € G \ Fy.

Pour tout scalaire \, on a y + A\z1 € Fy (car sinon y € Fy) et ainsi y + A\xy € Fo U --- UF,.
La droite affine y + Kz est donc incluse dans Fo U - - - UF,. et contient une infinité d’éléments

car K est infini et ¢t € K — y 4tz est injective car z1 # 0

Ceci nous fournit j € [2,7] et A # X dans K tel que y + Az; € Fj et y + Ny € F

donc z; € F; (par combinaison linéaire) ce qui est absurde

Ainsi ‘l’un des sous-espaces F; contient tous les autres‘

Soit « € E On considére 'application ¢, : P € K[X] — P(f)(z) € E.

Comme I, = {P € K[X]/ P(f)(z) = 0} est le noyau de l'application linéaire ¢,

I, un sous groupe de (K[X], +)
Pour P €I, et Q € K[X], on a QP € 1,

car (QP)(f)(x) = (Q(f) e P(f)) () = Q(f) (P(f)(x)) = 0 car Q(f) € L(E)

d’ott I; est un idéal de K[X] comme 7 € I, cet idéal est non réduit a {0}

ce qui nous fournit 7y, € K[X] unitaire (donc non nul) tel que I, = (7¢,) = {7¢.P | P € K[X]}

On remarque que : Vo € E, 7y |7y

N

Si on écrit 7y = H P2 décomposition en facteurs irréductibles, ot N € N*, les P; sont irréductibles unitaires

k=1

et distincts deux a deux et enfin les «; € N*.

N

Alors le nombre de diviseurs unitaires de 7, est fini et vaut H(ai +1).

N
Ainsi I'ensemble {7¢, |2 € E} est fini de cardinal noté r ou r € [1, H(ai + 1)
k=1

On peut donc choisir uy,...u, € E, tel que {ny, |z € E} = {ms,, |1 €[1,7]}

k=1

Ainsi E = U ker(7ms, (f)) car Vo € E, x € ker(ms,(f))

=1

La question 24 nous fournit ig € [1,7] tel que ker(myq, (f)) =E

On note 1 = u;, et on a ker(msy, (f)) = E

On remarque que 7y, (f) = Og(g) done mp|ms 4,

or Tfa, |ms et ce sont des polynémes unitaires

donc 7y ., = my Finalement

VP € K[X], P(f)(z1) = 0 < /[P

en faisant comme en 19, on montre que

(z1, f(w1),..., f41(z1)) est libre
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Q2.

Qor.

Qas.

Q2.

Qs0.

En faisant comme en 9, on montre que ‘El est stable par f ‘
De plus, on a By = {P(f)(z1)/ P € Ky 1[X]} C {P(f)(z1)/ P € K[X]}
Soit P € K[X]. Comme 75 # 0,

P=Qr;+R

deg(R) < d = deg(my)
On a alors P(£)(z1) = [Q(f) o m5(£)] (#1) + R(F) (1) = R()(w1) € {T(F)(@1)/ T € Ko 1[X]}

On conclut que ‘El ={P(f)(z1)/ P € K[X]}‘

D’aprés ce qui précéde B = (e, e, ...,eq) est une base de Ej.

le théoréme de la division euclidienne nous fournit Q et R € K[X] tels que {

De plus on a Mg(31) = Cr, matrice compagnon du 7y polynome unitaire de degré d = dim(E;)

alors d’aprés Qs, W)l est cyclique‘

Pour i € N, on note F; = Ker (<I> o fl) ainsi F = ﬂ F; est bien un sous-espace de E
€N
De plus, on a pour i > 1, f(F;) C F;_; donc

f(F)cf(ﬂ FZ> c()fFE)c (| Fia=F

1EN* 1€N* 1EN*

d’ou | F est stable par f ‘
Soit u € E1 NF.

d
Comme u € Eq, cela nous fournit Aq,..., g € K tels que u = Z Ak€x
k=1
d—1
or ®(z) = N\g et ®(f°(z)) =0 car u € F, donc \g = 0 d’ott u = Z)\kek
k=1
d—1 d—2
puis f(u) = Z Arek+1 et donc A\g_1 =0et f(u) = Z Ak€E11
k=1 k=1
En réitérant le procédé, on trouve Ay_ o =...= A1 =0
donc u =20

L’autre inclusion étant évidente, on a E; NF = {0} d’on ‘El et F sont en somme directe

on note ¥, 'application linéaire induite par ¥ entre E; et K.

Soit x € Ker().

OnaxcEjet ®x)=(f(2) = =(f(z)) =0.

En faisant comme a la question précédente, on obtient x = 0

L’autre inclusion étant évidente, on a Ker(¥;) = {0}

Ainsi ¥y est une application linéaire injective entre E; et K¢ or dim(E;) = d = dim(K%)

En utilisant le théoréme du rang, on obtient que ¥y est surjective puis bijective

Ainsi | ¥ induit un isomorphisme entre E; et K¢

De la question précédente, on montre que W est surjective de E vers K? et que ker(¥) N E; = {0}.
Ainsi dim (E1) = d =g (V) et dim(E) = dim (ker(¥)) + rg(¥) = dim (ker(¥)) + dim (E;)
donc E = E; @ Ker(¥)
d—1
On a Ker¥ = ﬂ F; (les F; sont introduits en 28) on a donc F C Ker ¥
1=0

9/14



Centrale MP 2019 DM 7 : corrigé de M. Lucas (association U.P.S.) 23-24

Soit = € Ker(¥). Montrons que =z € F

Soit i € N. Il suffit d’établir que ®(f(x)) =0

Le théoréme de la division euclidienne nous fournit Q et R € K[X] tel que deg(R) < d et X = Qry + R.
d—1

On peut écrire R = Z aX*. On a comme en 26 et car ® est linéaire
k=0

d—1
(i (@) = @ (0) + @ (R(/)(@)) =0+ > ax@ (fH(x)) =0
k=0

ainsi F D Ker ¥ d’ou F = Ker ¥

on conclut que [ E=E; ®F

Q31. Préambule : Avant de commencer la construction par récurrence, on remarque que dans ce qui précéde le
polynéme minimal de f est celui de 1 et donc que Vo € F,my, (f)(xz) =0

Initialisation : On prend Eq, F et 91 comme ci dessus.
On a E; stable par F et ¢ cyclique.
On pose Py = 7y = my,, G = F de sorte que E; ® Gy = E
On aVz € Gy, Pi(f)(z)=0
Hérédité : Soit k € N*.
On suppose avoir I'existence de k sous-espaces vectoriels de E, notés Eq, ..., E; et G tous stables par f,
tels que

— E=E & ---®E;®Gy;

— pour tout 1 <7 < k, 'endomorphisme v, induit par f sur le sous-espace vectoriel E; est cyclique ;
— si on note P; le polynéme minimal de v;, alors P;11 divise P; pour tout entier ¢ tel que 1 <: < k—1
— Va € G, Pi(f)(z) =0

Si dim G = 0, on s’arréte et on pose r = k

Sinon, on applique 24 & 30 & ’endomorphisme induit par f sur Gg

On obtient alors Ei1, Gg11 sous espaces stables par f et le polynéme Py tels que

— E=E1®& - ®Ep11 & Gpy;
— l’endomorphisme ;11 induit par f sur le sous-espace vectoriel Exy1 est cyclique;
— si on note Pg41 le polyndme minimal de 941, alors Py divise Py,

— V2 € Gig1, Pria(f)(z) =0

On a ainsi la construction voulue au rang k.
Conclusion : Cette construction algorithmique s’arréte car a chaque étape dim(Ey) < 1 et donc r < dim(E).
car (dim Gy,),, est une suite a valeurs dans N strictement décroissante.
On obtient ainsi le résultat voulu.
On en déduit qu’il existe r sous-espaces vectoriels de E, notés Eq, ..., E,, tous stables par f, tels que :

— E=E1®--80E;

— pour tout 1 < 7 < r, 'endomorphisme v; induit par f sur le sous-espace vectoriel E; est cyclique;

— si on note P; le polynéme minimal de v;, alors P;;; divise P; pour tout entier ¢ tel que 1 <@ < r — 1.
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ITI.C. Commutant d’un endomorphisme quelconque

Qa2.

Qs3.

IV.

On reprends les notations de la questions précédente pour la décomposition de Frobenius de f.
on note A Dapplication telle que pour (g1,...,9,) € L(E1) x --- x L(E;), on a A(g1,...,g,) défini sur E par
T

Agi, ..., 97)(x) = g1(z1) + - - gr(zy) QU = Z:}:k et les x, € Ey,
k=1
Ainsi définie, A est linéaire de L(E1) x - -+ x L(E,) a valeurs dans L(E)
De plus on montre facilement que A est injective et que A (C(¢1) x --- x C(¢,.)) € C(f)
Ainsi dim (C(f)) = dim (C(¢1) x - -+ x C(¢),)) = dim (C(¢)1)) + - - - + dim (C(¢y-))
or pour i € [1,7], en notant n; = dim E; on a C(1;) = Vect(¢9, 1}, ... ,wi"i_l) d’aprés Qa3 du TIT.A
Comme ; est cyclique alors (¢, 91, ... ,1/1?’"71) est libre d’aprés Qr
donc dim (C(¢);)) = n; = dim (E;) d’ou

dim (C(¢1)) + -+ - + dim (C(¢);)) = dim (Ey) + - - - + dim (E,) = dim(E; ® --- ® E;) = dim(E) = n

Ainsi ‘la dimension de C(f) est supérieure ou égale a n‘

On note d = deg (7¢). D’apreés le cours, on a dim (K[f]) =d

or K[f] = C(f) et dim C(f) > n donc d > n.

Or on a 7f|x ¢ comme conséquence de Cayley-Hamilton ainsi d < n
doncd=n

Or en reprenant les notations précédentes, on a dim(E;) =d =n
Donc E1 = E et 91 = f or 11 est cyclique

ainsi ‘ f est Cyclique‘

Endomorphismes orthocycliques

IV.A. Isométries vectorielles orthocycliques

Q3.

cos(f) —sin(6)
sin(f)  cos(6)

échangeant les deux vecteurs de la base orthonormée ce qui change I'orientation du plan).

Pour § € R, la matrice R(0) = < > est semblable & la matrice R(—6) (géométriquement en

Si 0 =0 [27], alors R(0) = 1.
Si 0 = [27], alors R(0) = —Ia.
Si @ £ 0 [r], alors il existe 8’ €]0, 7| tel que R(#’) soit semblable a R(#").

D’aprés le cours sur la réduction des automorphismes orthogonaux, il existe une base orthonormale B, p,q
et 7 € Net 61,...,0, €]0,7] tels que la matrice de f dans B soit diagonale par blocs de la forme :
diag (I, =I5, R (61),...,R(6,)).
On remarque que p+ g + 2r = n = dim(E)
et xr(g) = X? — tr(R(0)) + det (R(0)) = X* — 2cos(0) + 1 = (X — ) (X —e 1)

T

on a ainsi X5 = X1, X X(-1,) X XR(61) X """ X XR(9,) = (X —D)P(X + 1)qH (X — ei9i> (X — e*iai)
i=1

Quitte & réordonner les vecteurs de la base, on peut supposer que 0 < 07 <0y < --- <0, <7
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ainsi p est la multiplicité de 1, g est la multiplicité de —1 dans xy et les 61,...,0, sont donnés dans I'ordre par
les racines non réelles de x

Ainsi comme s = Xy, on pourra trouver B’ base orthonormée telle que Mp/(f’) ait la méme forme diagonale
par blocs.

ainsi | il existe des bases orthonormales B et B’ de E telles que Mp(f) = Mg/ (f’)

Q35. = : On suppose que f est orthocyclique.
Ceci nous fournit Q = X" + a,, 1 X" ' + .-+ a;X + ap € R[X] et B une base orthonormée de E tels que

O —ap
1 0 e e 0 —ai
0o 1 . D —ay
MB(f)=Co=|. — TP =le1c)
1 0 —Qnp—9
0 ... ... 0 1 —apy
ou Cy,...,C, désigne les colonnes de la matrice.
Comme f € O(E), B est orthonormée, alors Mg(f) € O(n)
d’ou (Cq,...,C,) est une base orthonormée de R™ muni du produit scalaire usuel noté (-, )
donc pour 1 <i<n—1,0onaC; L C,etdonc0=(C;,Cp)=—a; et 1 =(C,,Cp) =al
0o ... . ... 0 —ap
1 0 ... ... 0 O
0 1 0
ainsi ag € {—1,1} et Mp(f) =Cq =
: o1 0
0 .. ... 0 1 o0

Ainsi d’aprés Q3, on a x5 € {X" - 1,X" + 1}
<= : On suppose que x5y = X" —1ou xy = X" + 1.

Premier cas : xy = X" — 1 et n pair On a donc x5 = H (X — 2) scindé a racines simples dans C[X].

ZE]Un

2k
on pose m € N* telque2m:net0k:—7rpourk€Z.
n

m m—1
On a donc xr = (X—emk”/"):(X—l X+1 (Xz—cos<2k7r>X+l)
! k:l_rIrH-l ! )’};[1 "
D’apres la question précédente, on peut trouver une base orthonormée : B = (eg, e1,€},...em—1,€,,_1,€m)
telle que Mp(f) = diag(1,R(61),...,R(Om-1),—1).
Dans la question 34, la base aurait été (eg, €m,€1,€],...€m—1,€,_1)

on note Py = E1(f) = Vect(eg) ; Pm = E_1(f) = Vect(e,,) et Pr = Vect (e, €},).
1
Ces sous espaces sont tous stables par f et E = @ Pr (%)
0<k<m
Ainsi pour uj € P;j et uy € Py, on a (uj|fi(ug)) = 0 ot j # ¢ dans [0,m] et i € N
Soit k € [1,m — 1].
f induit sur le plan Pj, orienté par sa base orthonormée By, = (e, €},) une rotation d’angle 6.
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Ainsi pour j € N, fJ induit sur P}, orienté par By, une rotation d’angle ;6.

donc (f7(eg)lex) = cos (jby) = cos (j_) car ej, est un vecteur unitaire du plan et cos est paire
Pour k =0, on a (f7(ep)leo) = (Vegleo) = ||eo]|* = 1 = cos (jbo)

Pour k =m, on a (f7(em)|em) = (1) em|em) = (—1)7 |lem||* = cos (jm) = cos (j0m)

Ainsi Vk € [0,m], (f7(ex)lex) = cos (j6k)  (x*)

m—1
1243 V2 (1)

m—1
1 k=1
=— m 2 d t = =1
on pose Zg Tn <eo +em+V2 ; ek> e sorte que ||zol| -
Comme f € O(E), on aVj €N, || f7(z0)| =1
Soit j € [1,n — 1]. D’apreés (x) et (xx), on a :
m—1 m
j 1 j j j 1 :
(zolf/(x0)) = — | (eo | F(co)) + (em | F/(em)) + D 2(en | flew)) | =~ D cos(ith)
k=1 k=—m-+1

= = jki2m R
Or Z cos (j0y) = Z Re <exp< - >> = Re <Z (631277/71) )
k=—m+1 k=—m+1 k=0

Comme 0 <1< j<n—1<n,alors ¢/i27/n = 1 et on reconnait une somme géométrique.
n—1 . k 1 ejigﬂ-/n n

Dot : Z (eﬁ?’r/n> =gz _( eji27r/n) =0
k=0

ainsi (zg|f7(z0)) =0

Pour0<j<f{<n—1,onaalors1</—j<n—-1

et donc comme f € O(E), on a (f7(x0)|f*(z0))) = (wo|f* 7 (z0)) =0

ainsi (xg, f(20), .., f" H(zo)) est une base orthonormée de E ce qui permet de conclure.

Deuxieme cas : x5 = X" — 1 et n impair

Alors les calculs sont analogues au cas précédent ce qui change est que —1 n’est pas valeur propre de f
mais on a encore Re ( Z 2J| =0 pour tout j € [1,n — 1]

z€Up
Troisiéme cas : xy = X" +1: On remarque que Vz € C,2" +1 =0 < (z” —1#0et 22" —1= 0)
Ainsi pour k € [1,n — 1], on a Z Zk:ZZk—ZZk:O—OZO

zeC z€Uap zeUy,
2" +1=0

Ce qui permet de conclure de maniére analogue aux cas précédents.

On en déduit que : ‘ f est orthocyclique si et seulement si xy = X" —1ou xy = X" +1 ‘

IV.B. Endomorphismes nilpotents orthocycliques

Q3. Comme f est nilpotent, le cours nous fournit une base Bs = (ef,...,e}) telle que Mg, (f) soit triangulaire
supérieure.
On applique le procédé de Gram-Schmidt & Bs pour obtenir une base orthonormale B, = (€1, €2,...,€,) et en

notant la matrice de passage P de B, a B, est triangulaire supérieure ainsi que P~
Comme le sous-espace des matrices triangulaires supérieures est stable par produit ;
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alors la matrice Mg, (f) = P~ Mg, (f)P est triangulaire supérieure.

Alors en notant B; = (e, . .

., €2,€1), on a B; base orthonormale de E et Mg, (f) triangulaire inférieure

ainsi ‘il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire inférieure‘

Q37. <= : On suppose que f est de rang n — 1 et que Vz,y € (ker £)*, (f(2)|f(y)) = (z|y).
La question précédente nous fournit une base orthonormée B = (eq,...,e,) tel que A = Mp(f) soit

triangulaire inférieure.

on note A = (Cy]...|C,) en colonnes.

Comme f est nilpotente, alors xy = X" d’aprés le cours

donc la matrice est triangulaire strictement inférieure (diagonale nulle)
ainsi e, € Ker f \ {0} et comme dim (Ker f) =n —rg(f) =1,

on a Ker f = Vect(e,)

et Ker(f)+ = {e,}+ = Vect(eq,...,e,_1) car B est orthonormée

Ainsi pour tout 4, j € [1,n — 1], par calcul dans une base orthonormée on a :
(Cs,Cj) = (f(es)| f(ej)) = (eilej) = i (symbole de Kronecker)
doncsil<i<j<n-—1ona(C;,C;j) =0et (C;,C;) =(C;,Cj) =1

0 0
On a donc C,, = et Cpoq = : avec a1 € {—1,1} car a?2_; = (C,_1,Cp_1) =1
0 0
ap—1
0
On trouve ensuite C,,_o = : avec an—1 € {—1,1} car (C;,—2,Cp—1) =0 et (Cp_2,Cp_2) =1
0
Gn—2
0
0o ... 0 0
ap 0 0 0
0 as . . 0
En procédant de méme, on obtient A = | | ) . ) .| oulesa; € {—1,1}
: . Gp—2 0 0
o ... ... 0 an—1 0O
n—2 n—1

La base B' = (e1, aiez, ajages, . . ., H aien_1, H ajep) est orthonormée et Mp/ (f) = Cxn.

1=0 1=0

Ainsi f est orthocyclique.

= : On suppose que f est orthocyclique.

Comme f est cyclique

et nilpotent , on a my = x5 = X" d’aprés Q2

Commme f est orthocyclique,

cela nous fournit une base orthonormée B = (eq, ..., e,) telle que Mg(f) = Cq.

Comme X" = xy = Xc, = Q, on a Mp(f) = Cxn.
donc rg(f) = rg(Cxn) = n — 1, Vect(e,) = Ker f et Vect(es, ..., e 1) = (Ker f)*
et on vérifie facilement que Vz,y € (ker f)*, (f(2)|f(y)) = (z|y) par calcul dans la base orthonormée B
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