
Corrigé exercice 1

1. Posons un(x) =
1

n
sin(

x

n
)

Si x = 0 : la série converge (absolument) !

Si x 6= 0 :
∣∣∣∣ 1n sin

x

n

∣∣∣∣ ∼ |x|n2
> 0 et la série (

∑ 1

n2
) converge, donc la série (

∑
un(x))

converge (absolument) par TC.

Conclusion: f est définie sur R

2. ∀(x, y) ∈ R2 :
∣∣∣f(x)− f(y)∣∣∣ = ∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

1

n

(
sin

x

n
− sin

y

n

)∣∣∣∣∣ 6
∞∑
n=1

1

n

∣∣∣sin x
n
− sin

y

n

∣∣∣ car il y a

convergence absolue.

Or , avec le T.A.F. , ∀(a, b) ∈ R2 , ∃c ∈]a, b[ : | sin a− sin b| = |a− b|| cos c| 6 |a− b|.

Donc
∣∣∣f(x)− f(y)∣∣∣ 6 ∞∑

i=1

1

n

1

n
|x− y| = |x− y|

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
|x− y|

Conclusion: ∀(x, y) ∈ R2 :
∣∣∣f(x)− f(y)∣∣∣ 6 π2

6

∣∣∣x− y∣∣∣ et f est
π2

6
-lipschitzienne sur IR

3. C’est une conséquence immédiate du 2) :

f lipschitzienne =⇒ f continue sur IR

4. Avec les notations du 1◦) ,

i) Par T.G. , un est de classe C∞ sur IR.

ii) (
∑

un) converge simplement sur IR (c’est le 1◦) )

iii) ∀k ∈ N∗, ∀n ∈ N∗, ∀x ∈ R :
∣∣∣u(k)n (x)

∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1n 1

nk
sin
(x
n
+ k

π

2

)∣∣∣∣ 6 1

nk+1
or comme(∑ 1

nk+1

)
converge(k + 1 > 2), il y a convergence normale de

(∑
u(k)n

)
sur R.

Par théorème de dérivation,

Conclusion:

f de classe C∞ sur IR et ∀k ∈ N∗, ∀x ∈ R : f (k)(x) =
∞∑
n=1

1

nk+1
sin
(x
n
+ k

π

2

)
5. Posons g : x 7−→ f(x)e−x , vn(x) =

1

n
sin

x

n
e−x et J = [0,+∞[.

i)
(∑

vn

)
converge simplement sur J vers g.
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ii) vn et g sont continues (TG et le 3◦) ) sur J et vn est intégrable sur J car

vn(x) =
+∞

O(e−x) et comme x 7−→ e−x est intégrable sur J , par T.C. , vn aussi.

iii) Comme | sinx| 6 x (vu au 2◦)) , 0 6
∫ +∞

0

|vn(x)|dx 6
∫ +∞

0

x

n2
e−xdx =

1

n2
(avec

une IPP rapide : on dérive x et on intègre e−x : tout converge) et donc par TC la série(∫ +∞

0

|vn(x)|dx
)
converge.

Le Théorème d’intégration terme à terme de Lebesgue s’applique et donne :∫ +∞

0

g(x)dx =

∫ +∞

0

f(x)e−xdx =
∞∑
n=1

∫ +∞

0

vn(x)dx

=
+∞∑
n=1

1

n
Im

(∫ +∞

0

e
i
x

ne−xdx

)

=
+∞∑
n=1

1

1
Im


 1

i

n
− 1

e
i
x

ne−x


+∞

0


=
∞∑
n=1

1

1
Im

(
0− n

i− n

)
=
∞∑
n=1

1

1
Im

(
−n(−i− n)

n2 + 1

)
=
∞∑
n=1

1

n2 + 1

Conclusion:
∫ +∞

0

f(x)e−xdx =
∞∑
n=1

1

n2 + 1

Posons h : t− 7−→ 1

t2 + 1
, on a h qui continue, positive et décroissante sur IR+. On peut

donc appliquer la comparaison série-intégrale (faire un dessin ou redémontrer l’inégalité) :

0 6 Rn =
∞∑

p=n+1

1

p2 + 1
6
∫ +∞

n

1

t2 + 1
dt =

π

2
− arctann = arctan(

1

n
).

Comme arctan(
1

n
) ∼ 1

n
, on essaye n = 8, 9, 10, 11... :

10 arctan(
1

9
) = 1.106 et 10 arctan(

1

10
) = .996.

En conséquence R10 < 10−1 et donc I ∼= S10 =
10∑
p=1

1

p2 + 1
=

1662222227

1693047850
∼= 0.98...

Pour avoir la précision 10−4, il faudrait prendre n de l’ordre de 10.000. On va voir qu’avec

l’accélération de convergence n = 15 suffira !
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