CORRIGE DU CONCOURS BLANC  25-26

E3A 2020 - MP
d’aprés le corrigé de Frangois Calio(MP), UPS

Exercice 1

. On considére la famille (pi)pcy = (p qk>k . C’est une famille de réels positifs sommable de somme 1 (on
€

reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison g €0, 1[.

Ainsi ‘elle définit une loi de probabilité‘ dont elle est la famille des probabilités élémentaires.

. On pose X’ = X + 1. On a X' variable aléatoire, X'(2) = N* et Vk € N*, (X’ = k) = (X =k - 1) donc
P(X' =k)= qu_l : X’ suit donc une loi géométrique de paramétre p. Ainsi X’ posséde une espérance et donc,

1
par linéarité de l'espérance, ‘X posséde une espérance ‘ et E(X)=EX)-1=-—-1lie |[E(X)==
p

. La famille ((X = k));cy forme un systéme complet d’événements, donc (X =Y) = U (X =k)nNn =X)).

keN
Ainsi par o—additivité, ZIP’((X =k)N (Y =k)) converge et P(X =Y) Z]P’ =k)). Or X et
k
Y sont indépendanteb donc IP’((X =E)NY =k)=P(X =k) x P(Y = k) = p?¢**
: 1 p(l—q) p
Ainsi P P —p = donc |P(X =Y)=——|
Z -¢ (1+q9@1-q) \ ) l+gq
La famille ((X = Y), (X <Y), (X > Y)) forme un systéme complet dévénements.
1
Or par symétrie, P(X <Y)=P(X >Y). Ainsi, P(X <Y) = 5 (1-P(X=Y)),ie. |[P(X<Y)= % )
q
On pouvait aussi calculer la probabilité : P(Y > k) Z pg = q ! pour en déduire la probabilité P(X < Y) via la formule
Jj=k+1
P(X <Y) ZIP’ P(Y > k)...
L S=X+ Y avec X et Y a valeurs dans N, donc S est a valeurs dans N.
k
De plus, pour k € N, (S =k) = U (X =j)Nn(Y =k — 7)) union disjointe.
j=0
k
Donc P(S = Z P(( =k —7)). Or X et Y sont indépendantes, donc :
7=0
k k . '
P(S=k) =Y P(X=j)PY =k—j) =Y p¢ pd" 7 = (k+ 1)p¢".
§=0 j=0

Ainsi [S(Q) = Net Vk € N,P(S = k) = (k + 1)p*¢~

Exercice 2

. Soit z € R. On a : Vn € N*, u,, = P,(z) > 0 comme produit de réels strictement positifs.
x
Or : sin € N upi1 = up X ch( > avec u, > 0 et ch (+1> > 1. Donc upy1 = uy @ la suite
n

n+1

(Pnu(2)),en+ st croissante |




2. En reprenant les mémes notations, on a : ¥n € N*, 4, > 1 > 0. On peut donc poser v, = In(u,) et on a :
n
x
Uy = ;ln (ch%).

Or, 1 k tend vers l'infini cn(ch ) =1 12 o (A)) =2 (L de d
I, lorsque ena vers lmini, on a : 1n|c k = 1n 2k2 o k2 = 2k2 o k‘2 somimme de deux

. . L. € .
termes généraux de séries absolument convergentes. Ainsi la série E In (ch T converge et donc la suite (vp,),,cy-

converge i.e. la suite (In (P, (z))),cn+ converge. Soit S(z) sa limite. Par continuité de la fonction exponentielle,

comme Vn € N*, u,, = exp (v,), la suite (u,),cy- converge vers exp(S(z)) i.e. |Vz € R, (Py(x)), ey converge |

En notant ¢(z) sa limite, on a ¢ définie sur J = R et de plus, ¢ strictement positive sur R.

3.1.

3.2.

4.1.

4.2.

Comme pour tout n € N*, la fonction P, est paire, par conservation de la parité par passage a la limite

Pour tout n € N*, la fonction P, est croissante sur RT (car produit de fonctions positives et croissantes),

par conservation de la monotonie par passage a la limite simple, | ¢ est croissante sur R™ |

Par parité, on a alors | ¢ est décroissante sur R™

Par parité, pour montrer la continuité de ¢ sur R, il suffit de montrer la continuité de ¢ sur tout segment
de la forme [0, a] avec a > 0.

Soit @ > 0. On considére la suite de fonctions (hy,),, oy définies sur [0,a] par : h,(z) = In (ch E). On a
n

||hnH£%a] =1In <ch ﬁ) ot la notation || f]|l%% désigne la borne supérieure de |f ()| lorsque z décrit [0, a] et
n
qui existe pour h,, par continuité de h,, sur le segment [0, a].

a
Or la série Z In (ch —) est convergente (et de somme S(a) avec les notations de la question 2)).
n

Ainsi la série de fonction E hy, converge normalement sur le segment [0, a] donc elle converge uniformément

sur [0, a]. Comme pour tout n, h, est continue sur [0,al], on en déduit que la somme uniforme S est aussi
continue sur [0,a]. Enfin, par composition, comme ¢ = exp oS, ¢ est continue sur [0,a]. Ceci étant vrai

pour tout a > 0 et ¢ est paire, donc ’ ( est continue sur R‘

Soit f la fonction f = —. f est bien définie et continue sur R comme inverse d’une fonction continue

¢
et strictement positive sur R. De plus, f est positive et paire. Pour montrer I'intégrabilité de f sur R, il
suffit donc de la majorer sur RT par une fonction intégrable sur RT. Or, Vo € RT,0 < f(z) < 2¢™7 car

1
Vz € RY ch(z) > §€I , et la fonction z — 2e~7 est intégrable sur RT. Ainsi f intégrable sur RT, et par

1
parité sur R tout entier. Ainsi 4 est intégrable sur R |
c

[ est continue sur R et la fonction 6 : u € R + In(u) € R est une bijection strictement croissante de classe

¢! de R vers R. Donc / f et 0’ x fof sont de méme nature et égales en cas de convergence. Or on
R R
2

— du.
u? +1 Y

“+o0o
vient d’établir que / f est une intégrale convergente, et on a donc 'autre aussi et : / f= /
R R 0

1 JR—
R ch B
Soit # € R. On a (P,(%)),cy- croissante et Vn € N*, P,(x) > Pi(x) = ch(z) > 0.

Ainsi T

1 1
Ainsi, Vo € R,0 < —— < ——. Or on vient de voir que — est intégrable sur R, donc, comme — est
o(r) = chx ch ©

1
continue positive, | — est intégrable sur R




Exercice 3

Questions de cours

1. Avec a # 0. Si 51 et sy sont les racines de aX? +bX + ¢, on a: aX? +bx +c = a(X — s1) (X — s3) donc

c
01 =81+ 82 =——¢et 09 =8159 = —
a a

2. On note C I'équation caractéristique

1.

2.

5.

— Si 7 et r2 sont deux solutions réelles distinctes de C. Alors | 3(A, B) € RQ‘Vn € N,u, = Arl + Bry

— Si r est solutions double de C. Alors |3(4, B) € R*|vVn € N,u,, = (An + B)r"

— Si C posséde deux racines r; et 7 non réelles conjuguées. On note ces racines re? et re=%

6 €]0,7[. Alors |3(A, B) € R?|Vn € N, u,, = (Acos(nf) + Bsin(nd))r"

avec r € RY et

kkoskookookok sk

1 1
) est une suite de réels indexée par Z telle que les sous-suites () et <>
CANJ ez CAN/J heN Ch(_n> neN

convergent. Par ailleurs ce n’est pas une suite constante. On a bien trouvé une suite non constante élément de €

La suite (

e ¢ est une partie non vide de E (contient la suite précédente).

e Soit (z,2') € €% et (o, 3) € R%. On pose y = ax + Bz’ et on note ,, ), y, les termes généraux des suites
AT
On a:Vn € Z,y, = ax, + Bz, donc ¥n € N,y,, = ax, + Bz, et Vn € N,y_,, = ax_, + fz"_,,.
Comme les suites (25,),, oy et (x;l)nEN convergent, il en est de méme pour (yn),,c-
Comme les suites (z_p),,cy €t (x/_n)neN convergent, il en est de méme pour (y_p)

Ainsi y € €. Et donc € est stable par combinaison linéaire.

neN*

Donc par caractérisation des sous-espaces vectoriels, “5 est un sous-espace de E‘

Soit & = () ez € €-

La suite (2,,),,cn converge donc est bornée : il existe A > 0 tel que Vn € N, |z, | < A.

De méme, la suite (2_,),cy converge donc est bornée : il existe B > 0 tel que Vn € N, [z_,| < B.
On pose alors C = max(A, B), et on a : Vn € Z, |z,| < C : la suite = est bornée.

Ainsi ‘toute suite dans € est bornée‘

Soit & = (Tn) ez € €. Soit y = T(x) = (Yn)pez- On a:V¥n € Z,yp = Tn—1 + Tny1. Ainsi :

e Vn € Ny, = 2,1 + 2p41 donc la suite (yn),cn- est la somme des suites (2,-1),,cn+ €6 (Tng1),en qui
sont extraites de (z,,),cy donc qui convergent. Ainsi (y,),,cn+ et donc, comme la convergence d'une suite
ne dépend pas des premiers termes, (), oy converge.

e De méme (y_p), oy converge

Ainsi y € ¥.

On en déduit que T est une application de € vers €.

Montrons la linéarité. Soit (z,2') € €2 et (o, ) € R%. On pose y = T(z), ¥ = T(2'), 2 = ax + Bz’, et w = T(2)
et v = ay + By’. On doit établir : T'(ax + B2') = aT(x) + BT (z') i.e. v = w. On note Tp, Th, Yn, Yoy Zn, Wn, U les
termes généraux des suites x, x, Y, y', z,w,v. On a, pour tout n € Z :

Un = oyn + By, = & (Tp_1 + Tnp1) + B (2,1 +241) = (a@p_1 + Br,_1) + (@@pgr + Ba;,,,). Or dans ces
derniers termes on reconnait 2,1 + zp4+1 = w,. Donc v = w .

Ainsi T est bien une application linéaire de & vers % i.e. ‘T est un endomorphisme de %‘

e Méthode 1. On a clairement SoS = idg = idg. Donc comme ’énoncé nous dit que S est un endomorphisme
de €, on en déduit que S est une symétrie de € et donc son axe, ker (S — idy), et sa direction, ker (S + id¢),
sont supplémentaires dans % .

Or on a tout aussi clairement F' = {zx € €;Vn € Z,x, =x_p} = {x € €;5(x) =z} = ker (S —idy) et
G = ker (S +idy), donc ‘ F et G sont deux sous-espaces supplémentaires dans %‘




e Méthode 2. On a F' = ker (S — idy) et G = ker (S + idy) donc ce sont des sous-espaces de €, propres pour

I’endomorphisme S, associés a des valeurs propres différentes : 1 et —1. Donc F' et G sont en somme directe
ie. F+G=FdG. )

De plus, si # € €, 2’ = 3 (x+ S(z)) et 2" = 3 (x — S(z)), on montre aisément x = 2’ + 2", 2/ € F et
2’ € G, donc tout élément de S s’écrit comme somme d’un élément de F et d’un élément de G. Donc

comme ce sont des sous-espaces de ¥, on a ¢ = F + G.
Ainsi par caractérisation des sous-espaces supplémentaires, ‘F et G sont supplémentaires dans %

6. En reprenant ce qui a été fait dans la méthode 1 dans la question précédente, on a :
S symétrie d’axe F' et de direction G ‘

7

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

8.

8.1.

SiAeR\{2,-2} . Soit x € ker (T'— Aid¢). On a : Vn € Z, 1 + Tpt1 = A\xy,. En particulier :
Vn € N,xp42 — ATpy1 + @, = 0 et, en posant (a:’n)neN = (@—n)pery YV € Ny g — Az}, + 2, = 0. On

considére donc I’équation caractéristique C de ces suites récurrentes linéaires doubles : X2 —AX +1 =0
dont le discriminant est A = A\? — 4 donc est non nul car A est différent de 2 et de —2

e Si A > 0. Alors les racines de C sont réelles, distinctes et de produit 1. Donc I'une d’entre elles est de

module strictement supérieur a 1 et 'autre est son inverse. On note r la racine de module strictement

supérieur a 1.

D’aprés 'expression des suites récurrentes linéaires doubles, On a l'existence de 4 réels A, B, C, D tels
nen convergent donc
A =0=C. De plus xy = x{, donc B = D. Enfin 2] +z1 = A\zg donc (A — 2r) B = 0. Or les racines

AL+ VA
de C sont 7\/» donc |A—2r| = VA # 0. Ainsi B = D = 0 et donc x est la suite nulle. Donc

ker (T — Aidg) C {04}
S’agissant d’un sous-espace, on en déduit que ker (7' — Aidy) = {0¢}

B D
que : Vn € Nz, = Ar" + o et i, = Or" + o Or les suites (zp),cy €t (2,)

e Si A <0. Alors les racines de C sont complexes non réelles et conjugués distinctes et de produit 1.
Donc elles sont de module 1 et on peut les écrire sous la forme e et e=% avec 6 €]0, 27].
D’apres 'expression des suites récurrentes linéaires doubles réelles, On a 'existence de 4 réels A, B, «, 5
tels que : Vn € N,z, = A(cos(nf + a)) et z;, = B (cos(nf + ()). Or les suites (z5,),cy €t (m%)neN
convergent alors que les suites (cos(nf + a)),cy et (cos(nd + B)),cy divergent! car 6 n'est pas un
multiple de 27 donc A =0 = B. Donc x est la suite nulle. Donc ker (T' — Aidy) C {0« }
S’agissant d’un sous-espace, on en déduit que ker (7' — Aidg) = {0¢}

Ainsi si A € R\ {2, -2}, | ker (T — Nidy) = {0¢} |

On applique le résultat précédent avec A = 0. On a ker(7") = {04}, donc par caractérisation de I'injectivité

des applications linéaires, | T est injectif

e Si A\ =2 Soit z € ker (T'— 2idy). Ona:Vn € Z, xp12—2x, 1+, = 0. Donc en généralisant le résultat
du cours, comme ’équation caractéristique posséde une solution double : 1, il existe (A, B) € R? tel
que Vn € Z,x, = A+ Bn. Comme (:Un)neN converge, on a B = 0 et donc z est une suite constante.
Réciproquement, les suites constantes sont clairement dans ker (T — 2idg).

Ainsi ‘ker (T — 2id¢) est I’ensemble des suites constantes‘

e Si A= -2 Soit z € ker (T'+ 2idy). On a : Vn € Z,xp4+2 + 22p4+1 + , = 0. Donc en généralisant le
résultat du cours, comme 1’équation caractéristique posséde une solution double : —1, il existe (A, B) €
R? tel que Vn € Z,x,, = (A + Bn)(—1)". Comme (z,,),cy est bornée, on a B = 0 et, comme ()
converge, on a A = 0 donc x est la suite nulle.

Ainsi |ker (T + 2idg) = {0¢} |

neN

Avec les 3 questions précédentes, on a établi que ’T ne posséde qu’une valeur propre : 2‘

Soit & € €. D’aprés la question 2, on sait que x est bornée, donc il existe A > 0 tel que Vn € Z, |z,| < A.
o Tn|+ |T_ 24 . .
Ainsi, si on pose u, = W, ona:vn € NO < u, < on qui est le terme général d’une série

convergente. Ainsi Z U, converge i.e. ‘N () est bien définie |

1. Fallait-il démontrer ce résultat classique ici?



8.2. e N est bien une application de € vers R
e Séparation. Soit & € % telle que N(z) = 0. On note 7 = ()., et un = 2210l 600 M) =
éparation. Soit x elle que N(x) = 0. ote T = (Tn), ez et Un = o : a N(x) =
+o0
Z uy = 0 alors que Z Uy est une série convergente de réels positifs. Donc comme la somme est nulle,
n=0
on a : Vn € N,u,, = 0. En particulier, Vn € Z, x,, = 0 i.e. x est la suite nulle.
x x_ _
e Homogénéité. Soit z € € et A € R. Soit y = Az, uy, = W et v, = W en notant les

termes généraux de x et de y sous la forme z, et y,. On a :
[Azn| + [Az_p| A |Zn| + |20

Vn € N,v, = = |uy,|. Ainsi par linéarité du passage a la somme pour

+o0o 400
les séries convergentes, Z U = || Z up, i.e. N(Az) = |A| N(x)

n=0 n=0

e Inégalité triangulaire. Soit (z,y) € €2. Soit z = = + . On note T, Yn, 2, les termes généraux de ces
suites. On a : Vn € Z, |z,| = |20 + yYn| < |Zn| + |ynl-

Ainsi : Vn € N, 1l ;JZ—H < el lzonl | Jynl + ly—n]

2n 2n
Donc en passant a la somme, on obtient N(z +y) < N(z) + N(y)

Ainsi ‘N est une norme sur Cf‘

e R AR

8.3. Soit z € € et 2’ = S(x). On note u, = on n on

donc N(2') = N(x).
Ainsi S conserve la norme N i.e. ‘S est une isométrie de 'espace vectoriel normé (¢, N) ‘

. On a pour tout n € N, u,, = vy,

En prenant £ = 1, on a établi : Vo € ¢, N(S(z)) < kN(z). Ainsi par caractérisation de la continuité des

applications linéaires, ‘S est un endomorphisme continu de (¢, N) ‘

8.4. idy est également une application continue de (%, N) vers lui-méme, donc R = S — idy est continue
sur (¢,N). Donc F = ker (S —idy¢) = R ({04}) est 'image réciproque d'un fermé par une application

continue donc ’ F est une partie fermé de ’espace vectoriel normé (¢, N) ‘

De méme ‘ G est une partie fermé de ’espace vectoriel normé (%, N) ‘ car G = (S + idg,;)_l ({04}).

8.5. On considére la suite (l‘(P))P N la suite d’éléments de & définie par : Vn € Z,xﬁzp) =2"sin € [1,P],
e *

P
xq(qJP) = 0 sinon. Les suites (") sont bien dans € et on a N (SC(P)) = Z 1=Pet H:c(P)H = 2P, Comme
o0
n=1

2P x(P)
la suite [ — = w n’est pas majorée, on ne peut pas trouver de constante K > 0 telle
P PEN* N (;L'(P))
PeN*

que Vo € 6\ {0}, lzll,, < KN{z)
Ainsi | les deux normes N et || ||, ne sont pas équivalentes

Exercice 4

——» VOIR APRES L’EXERCICE 5

Exercice 5

1 n n
1 1
1. Par définition de I'intégrale d’une fonction en escalier, on a / fn(t)dt = g —wp = — g Wi
0 =1 "=




2. Soit n € N*. Pour ¢ € [0, 1], on pose k = |nt] la partie entiére de nt. Ona k < nt < k+ 1 donc t € [,
n

3.

4.

et donc fn(t) = wriq.
Ceci étant vrai pour tout ¢, on a donc : |Vt € [0, 1], fu(t) = w|ps |41

Soit ¢ € [0, 1].

k k+1
n

e Sit=1. Alors Vn € N*, f,,(t) = w,, qui tend vers ¢ lorsque n tend vers 'infini.

e Sit€]0,1[. Alors Vn € N, f,,(t) = w|p¢)4+1 donc par composition des limites, f,(t) tend vers ¢ lorsque n
tend vers +o00

e Sit=0. Alors Vn € N*, f,,(t) = w;.

Ainsi |la suite (fy), ey converge simplement sur [0, 1] vers la fonction 6 : ¢ — {

e Toutes les fonctions f,, sont continues par morceaux sur [0, 1].

e La suite (fy), ey converge simplement sur [0, 1] vers la fonction 0 : ¢ — {

L
0

continue par morceaux sur [0, 1]

¢ site€]0,1]
0 sit=0
si t €]0,1]

§it—0 qui est une fonction

e On pose ¢ la fonction constante sur [0, 1] égale & sup wy,, qui existe car la suite (wy,), - est convergente

neN*

donc bornée. Cette fonction ¢ est continue par morceaux et donc intégrable sur le segment [0, 1] et de plus :
VYn € N* )Vt € [0,1], | fn(t)] < @(t)

Ainsi, on a bien vérifiée ici les hypothéses du théoréme de convergence dominée et on a : ( / In converge
[0,1]
’ neN*

et sa limite vaut

de Cesaro

[0,1]

n—-+oo N

1 n
6. On en déduit le résultat : | lim — Z wy, = £, résultat connu sous le nom de lemme
k=1

Exercice 4
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Centrale MP, 2019 Corrigé du concours blanc* 25-26

Ce corrigé a été essentiellement rédigé par M. Lucas (professeur de prépa et membre de I’UPS) et
modifié par endroit pour mieux "coller” avec ce qu’attendent les correcteurs de concours.

On remarque que toutes les variables aléatoires prennent un nombre fini de valeurs. Il n’y a donc pas de probléme
d’existence pour les espérances. On n’évoquerai donc plus cela.

I. Fonction caractéristique

1. Soit k € [1,n]. On a E (exp (1t2—k)> =FE (cos( ;)) +iE (sm( ;i))

: . €k ) . t .
La variable aléatoire cos (tQ—k) est constante égale a cos oF ) car cos est paire.

Selon la formule de transfert, on a :

£ (Sm( 2k)> = sin <2tk> P (e, = 1) +sin <_t> P(e = —1) = - <2tk> o <2tk> =0

2k

done ® (oxp (1)) = B (con (1)) 18 (s (1)) = 2 (con ( ) ) 01 s ()

. ite 15
On a eXn = H exp (12kk> or selon le lemme des coalitions, les variables aléatoires exp (it;ﬁ) (k € [1,n])

sont mutuellemgnt indépendantes.

Ainsi @x, ( H E (exp <1t—>> d’aprés le résultat admis par 1’énoncé.

On peut alors conclure que | ®x,, (t) H cos <2k>

sin(t)
20

2. On montre par récurrence sur p € N que : Vi € R, sin < > H cos <2k> =

Initialisation : Pour p = 0, le produit vaut 1 et 2° = 1 donc on a bien 1’égalité voulue car sin(t) = sin(t).

Hérédité : Soit p € N. On suppose que la propriété au rang p.

. (ot O\ t (2 £ t/2 ¢
SOlt t e R. On a SIn <2p+1> IHCOS (2k> = (Sln (2p> ]HCOS <2k> COS <2> .

Ainsi avec I’hypothése de récurrence, on a

op+1 ok 2P 2 op+1 T ooptl

t t t

in|— 2sin [ = ) cos | =
vy )y 2 E) e (E)
sin< >Hcos(>:2cos<>: 2 2) _sin(t)

k=1
Ce qui prouve ’hérédité.

sin(t)
2r

Conclusion : On a montré par récurrence : Vp € N, Vi € R, sin ( ) H cos <2k> =

t in(¢
On peut conclure que |sin <2n) Ox, (1) = SH;S )
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3. Soit t € R.

. . t
Premier cas : sit #0: Quand n — 400, on a on — 0 et pour n assez grand, on a 0 < <m

on

t t t
donc sin <2n> ~ on ainsi pour n assez grand, sin <2n> #0

in(? t
donc ®x,, (t) = _sin(®) et 2" sin () ~t
" t 2n
2" sin ()
2n

t
d’ou 2" sin <2n> — ¢t puis Px, (t) — sinc(t)

n
0
Deuxiéme cas : sit=0: Ona ®x, (0) = H cos <2k) =1—— 1=sinc(0)
k=1

n—-+o0o

On peut conclure que ‘la suite de fonctions (®x, )n>1 converge simplement sur R vers sinc‘

4. sinc est continue sur 'ouvert R* par produit des fonctions continues sin et inverse.

in(t t
Quand t — 0, on a sinc(t) = Smt( ) ~ . =1.

donc %il’% sinc(t) = 1 = sinc(0) donc sinc est continue en 0.
H

Ainsi ‘sinc limite simple sur R de la suite (®x,) est continue sur R‘
5. Pour tout i, g; ~ —g;, donc X = (e1,...,6,) ~ Y = (—€1,...,—¢,) donc X;, = f(X) ~ =X,, = f(Y) avec
x
flxy,... xp) = ?—l—---—|—2—:.
Ainsi on peut conclure que ’Xn et —X,, ont méme loi pour tout n € N*

Remarque : On pouvait aussi montrer que Gx,, (t) = G_x,, (t).
6. Soit n € N*. Soit ¢t € R.
On a ®x, (t) = E (exp (itX,,)) = E (cos (tX,,)) + iE (sin (tX,,))
or X, ~ —X,, donc E (sin (¢X,,)) = E (sin (—=tX,)) = —E (sin (tX,,))
donc E (sin (tX,,)) = 0 et ®x,, (t) = E (cos (tX,,)) = ¢n(t) ainsi ¢, = Px,,.

En utilisant 3, on conclut que ‘la suite de fonctions (¢y,)n,>1 converge simplement vers sinc sur R‘

7. Par l’absurde, on suppose que la suite de fonctions (¢,)n>1 converge-t-elle uniformément sur R.
Alors la suite de fonctions (¢, )n>1 converge uniformément sur R vers sa limite simple qui est sinc.
A partir d’un certain rang ng, on a pour n > ng la fonction ¢, — sinc est bornée et en notant || - ||s la norme
infine sur R on a

llpn — sinc|loc —— 0
n—-+o0o

L’idée est que sinc et ¢, ne s’annule pas aux mémes point (& cause des cosinus et sinus).
Pour t, = 2"7, on a 0 < [y (tn) —sinc(ty)| = | =1 = 0] = 1 < ||, — sinc|| — 0 lorsque n tend vers l'infini. ce
qui est absurde

ainsi ‘La suite de fonctions (¢p)n>1 ne converge pas uniformément sur R‘

I1. Ecriture binaire

8. Soit # = (;)je [1,,] €10,1}". On aVj € [1,n], n—jeN.
n .
Comme N est stable par 'addition, la multiplication et I’exponentiation, alors ) x;2"7 e N (3)
i=1
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10.

puis comme Vj € [1,n], x; <1let 2”7 >0,o0na:
n n n—1
0> a2 i<y 2= "2F=2"—1 (i)
j=1 j=1 k=0

n .
Ainsi avec (i) et (i7), on a Y x;2"77 € [0,2" — 1]

Jj=1

Ainsi ‘ ®,, est bien déﬁnie‘

Il est clair que | Im(®,) = A,

Remarque : la notation Im est plutot réservée pour les morphismes en algébre. On ’ecrirait plutot : &, ({0,1}) =
An
Récurrence forte et finie sur k. On montre par récurrence finie sur k € [0,2" — 1] que k € Im (®,,).

n
Initilisation : On a 0 = Z 0x 2" =&,(0,) ot 0, = (0,...,0) est la suite finie nulle.

=1
Ainsi 0 € Im(®,,) ce qui est 'initialisation.

Hérédité :  Soit k € [1,2" — 1]. On suppose que Vp € [0,k — 1], p € Im(®,,). Montrons k € Im(®P,,).

La division euclidienne de k par 2 nous fournit ¢ € Z et r € {0, 1} tels que k = 2¢ + r
On remarque que 0 < ¢ < k/2 < k car k € N* et donc ¢q € [0,k — 1]

n
Ceci nous fournit (y;);e1,n) € {0,1}" tel que ¢ = Z yj2”_j
j=1
De plus ¢ < k/2 < 2"t —1/2< 2"t doncy; =0
On définit alors (75)e1,n] € {0,1}" par ¥, =7 et Vj € [1,n — 1], ; = y;+1, de sorte que :

n n—1 n n n
Zazﬂ”‘j = Zyj+12"_j + 2,20 = Zyﬂn_iﬂ +r= Zij"_j+l +r=2 Zyﬂ”_j +r=2q+r
J=1 Jj=1 =2 j=1 j=1

Ainsi k = @, ((2))je1,n)) € Im (Py)

Conclusion : On a bien montré par récurrence que ’Vk € [0,2" — 1], k € Im(®,,) ‘

11.

12.

On montre en 8 que application ®,, : {0,1}" — [0,2"™ — 1] est bien définie puis qu’elle est surjective en 10
de plus, on a [{0,1}"] = 2" = |[0,2" — 1]| (méme cardinaux). Ainsi ’ D, est bijective‘
Montrons que D, C Dy41.

n
Soit n € N*. Soit k € Dy,. On peut alors trouver (y;);efi,n] € {0,1}" tel que k = g—j = y2—1 +- 4+ g—z
j=1
On définit alors (x5) e ,n+1] € {0, 1} par x,41 =0 et Vj € [1,n], z; = y;.
n Y n+1 2
_ j _ j
de sorte que k = ‘ 12].—1—0—2;2]. €Dpi1
Jj= j=

On vient de montrer que D,, C D,,11 et donc ‘la suite (Dy,)n>1 est croissante au sens de l’inclusion‘

n
Soit k € D. Ceci nous fournit n € N* tel que k € D, puis (2;)jep1,n] € {0, 1}" tel que k = Z
j=1

Zj
27"
"1 11-(1/2)"

Comme en 8, on a 0 < k < ':1§:§m:1_(1/2)n<1

J

d’on 0 < k < 1. On a bien vérifié que |D C [0,1]
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Soit (z,n) € R x N. On a [2"z] < 2"z < [2"z] + 1 par définition de la partie entiére.
1
2n
Soit z € [0,1] et k € N. On a par définition des 7; et puis par télescopage :

1
Par multiplication par o > 0, on obtient | m,(z) < & < m,(x) +

27

k k
2:%@ E: _% ﬂ))ZWM@—WM@

j=1

k
Or mo(x) = L =|z]=0car 0 <z < 1. Dou|mg(z) = Z djé(jx)

J=1

En posant A = 2/x, on a dj(z) = [2A| —2|A| € Z.

Ona |A|<A<|A|+1donc2[A] <2A<2|A|+2etdonc [2A] =2|A] ou [2A] =2|A] +1,

d'ou 2 |A] < [2A] <2[A] 42 et donc 0 < dj(x) < 2 ainsi | d;(x) € {0,1}
OnazeD, < 2"z c A, et A, =]0,2" — 1] (Q9. et Q11.)

On a bien I’équivalence ‘x €D, < 2"z e]0,2" —1] ‘

L’application ¥,, : {0,1}" — D,, est bien définie par définition de D,,

k t
D’aprés 16, D,, = {2" |k €]0,2" — 1] } , Vapplication f:t € R +— on € R est bijective et comme

v, = f o ®,,par composition de fonctions bijectives, I’application ‘ ¥, est bien bijective

Soit i € N*. On a d;(z) = [2'z] — 2|27 2| (comme en 15).

N
On pose pour j > n+1, z; = 0 de sorte que z = ) g—j pour tout entier N > n
j=1
. 2'x 2'x; 2'x; 2'z;
b J _ J “ Ty .
On a 2'z = Z 5 = Z 2 + Z 2 en prenant comme convention Z 5 =0sii2n
j=1 j=1 j=i+1 j=i+1
n n , A
2’z 28 1-(1/2)" n—i
Sin>i+1,0ona0< Z—\Z = T (/%) =1-(1/2)" " <1
Jj=i+1
"L g 2 :
. J ' i—j,.
dans tous les cas, on a : Z 57 € [0,1] tz 22 z; €N
j=i+1 j=1

d’on L2l ZQZ ]x et de méme 2’ Ly 22’ 1= Jx]

Jj=1
i -1

donc d;(x) = Z 2wy — 22“955]- =20, =2

j=1 j=1

d (x) LR
J _ /) N
Soit k € N. On a : m(x Z Y 5 d’aprés 14 car x € D,, C [0,1]
j=1 j=1

Comme pour j > n+ 1, on a z; = 0, on peut conclure que | mi(x) = Z 5
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I1I.

19.

20.

21.

22.

23.

Développement dyadique, loi de composition

Soit n € N*. Comme les Uy, sont presque siirement a valeurs dans {0, 1},
alors Y,, est stirement a valeurs dans D,, or D,, C [0,1]
ainsi (Y, € [0,1]) = Q et donc ‘P(Yn €[0,1]) = 1‘

k
D’apreés la question Q16.,Y,(2) = {Qntel que k€ [[0,2" — 1]]} =D,.

N n
801tm—z:12j 2—n€D ou k € [[0,2" — 1]].
J:

On a alors Fp,(z) =P (Y, < x) ZP < ) or par bijection de ¥,, et Q17., on a

(Yn = 2{1) = (xp;l (Y,) =01 (;ﬂ)) = (U =21,...,U, = z,)

Les Uy sont mutuellement indépendantes et suivent la méme loi de Bernoulli de paramétre

; k
J 1 . 1 k+1 1
p (Yn = 2n> =P U =a1))" = on ©f par suite F,(z) = ? o =Tt

Q

1
On a bien montré que |Vn € N*, Vz € D,,, F,,(z) =z + on

Soit n € N* et x € D,,.
Siz=0,0naGy0)=P(Y, <0)=0car (Y, €0,1]) est presque str.

1 1
Six #£ 0, alors : Vy € Dy, y<:c<:>y<x—2—netx—?EDnenutilisant16

1
1 1 1 1
doncGn(:c):IP’(Yn<x):}P>(Yn<x—) :Fn(x—> =r——+ —

Dans tous les cas, on a

Soit n € N*. Soit x € Dy,. On a (Y, = z) J(Yn < z) = (Y, < x) (réunion disjointe) donc

1 1
P(Y,=2)=PY,<z)-P(Y, <z)=F,(z) - Gu(x) = on = D,
n
Ainsi | pour tout entier naturel non nul n,Y,, suit une loi uniforme sur D,, ‘
Remarque : il est sans doute possible de faire une preuve moins formalisée.
n
d
En utilisant 14 et regardant la preuve de 18, on voit que Vo € D,,, = = m,(x) = I;(]f )
k=1
Vv
On pose alors Vi = di, (X;,) et on a bien X, = Z 2—:
k=1

On remarque que Vo € D,,, ¥ 1(x) = (d1(),...d,(x)) ainsi on note W = U1 (X,,) = (Vy,...

Comme X,, suit une loi uniforme sur D,, et que ¥,, : {0,1}"* — D,, bijective
alors W suit une loi uniforme sur {0, 1}"

1
v onen déduit
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Soit j € [1,n]. V; est alors presque stirement & valeurs dans {0,1}.
Soit ¢ € {0,1}. On a
H{(v1,...vn) €{0,1}" Jv; =€} 277t 1
P(Vj=¢)=P(W e {(v1,...v5) € {0,1}" |vj =¢}) = 0,137 =5 T35

IV.

24.

25.

26.

27.

Ainsi V; ~ B(1/2)
En faisant de méme avec (e1,...,e,) € {0,1}", on a

- B  Her, o)} 1
P(A-e) - Mol -

)

n n

donc P (ﬂ (V; = €j)> = H]P)(Vj =€;);
i=1 j=1

ce qui prouve I'indépendance mutuelle des variables aléatoires Vi,...,V,

n
chacune une loi de Bernoulli de paramétre 1/2, et telles que X,, = Z
k=1

Vi
ok

Il existe bien des variables aléatoires V1, ..., V, mutuellement indépendantes, suivant

Développement dyadique, étude asymptotique
Soit n € N*. On a Y,, < Y41 donc (Ypq1 < ) C (Y, < z) ainsi

Frii(z) =P(Yp41 <) <P(Y, <2)=Fu(x)

ainsi ‘les suites (Fp(2))n>1 et (Gp(x))n>1 sont décroissantes‘ (analogue pour (G (z)))

Soit z € R. les suites (Fy,(x))n>1 et (Gn(z))n>1 sont décroissantes et minorées par 0
Elles sont donc convergentes par TLM.

On en déduit ‘la convergence simple des suites de fonctions (Fp,)n>1 et (Gp)n>1 sur R‘

Soit € D. Cela nous fournit N € N tel que « € Dy.

D’aprés 11., on a alors Vn > N, x € D,,.

Ainsi d’aprés les questions 20 et 21, on a : Vn > N, Fy(z) =2+ 1/2" et G, (2) =
et donc nglilw Fpo(z) =2 et TLEI—&I}OO Gp(z) ==

De plus d’apreés 18, les événements (Y, < 1) et (Y, < 1) sont presque sirs

Ainsi Fr,(1) =P (Y, <1) =1=G,(1) =P (Y, <1)donc lim F,(1)=1 et lim Gup(l) =1

n—-+0o n—-+0o

On a montré (Vr € DU {1}, lim F,(z)=2 et lim Gu(z) ==

n——+oo n—-+00

On note F (respectivement G) les limites simples de (F,,) et de (G;,) sur R
Soit < y dans [0,1]. On a F, () =P (Y, < z) < P(Y, <y) =F,(y) pour tout n > 1
Par passage a la limite, on a F(z) < F(y) ainsi F est croissante sur [0, 1].

On suppose que x # 1.

1
Soit n € N*. On a alors 7, (z) < z < m,(x) + o d’aprés 13
De plus 7, (z) € D, C D d’apres 15 et 14
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28.

29.

1
de plus avec 16, on a m,(z) + — € D, U {1} c DU {1}

2n
. - 1 1
d’aprés la question précédente, on a donc F (7, (z)) = m,(z) et F (ﬂ'n(l') + 2n) = mp(x) + on
- . 1
En utilisant la croissance de F on a 7,(z) < F(z) < m,(z) + o0

1 1 2
Donc |m,(z) — x| < < et |mp(x) — F(x)| < o donc |F(x) — z| < on

2
Comme — ——— 0, on conclut que F(z) = x et pour G(z) = = c’est analogue.
2" n—+o0

On a montré |V € [0,1], lim F,(x) =z et lim G,(z)==z

n—-+o0o n—-+o0o

On considére un intervalle non vide I C [0,1]. On note a = infI et b =supl.
On commence par un premier cas : I = [a,b] C [0, 1]. Soit n € N*.
Ona(Yp,el)=(Y,<b)\ (Y, <a). Comme (Y, <a)C (Y, <b),ona

P(Y, D) =P (Y, <b) —P(Y, <a)=F,(b) — Gu(a)

Par passage a la limite, on a : lim P(Y, €I) =F() - G(a) =b—a =supl —infl

n—-+o0o
De méme on trouve

P (Y, €la,b]) = Gn(b) —Fp(a); P(Y, € [a,b]) = Gn(b) — Gp(a) et P(Y,, €]a,b]) = F,(b) — Fp(a)
Dans tous les cas on conclut que | lim P(Y, € I) =¢(I) avec ¢(I) =supl —infl

n—-+o00

Sans le "En déduire" :
on_1

En utilisant la f le de transfert E(f(Yn)) = (Y, =
n utilisant la formule de transfert on a E(f(Yy)) yg): Fy)P( Y) = Zf<2n>

En utilisant les sommes de Riemann (méthode des rectangles a gauche) avec la fonction continue f sur le

segment [0,1], on a

NNZ ( )Nw /olf

Comme toute suites extraites d’une suite convergente, convergent vers la méme limite,

ona:|E(f(Y P / f

Avec le "En déduire" : Pour tout intervalle I de [0, 1], on a

1
E(11(Yn)) = P(Y, € I) — £(I) :/0 1L

n—-+o0o

Pour ¢ fonction en escaliers sur [0, 1] & valeurs dans R,

N
on peut écrire g = Z arly, ot N € N, les Ij, sont des intervalles de [0, 1] et les a; € R
k=1
N 1 N 1
Comme E (g ZakE (11,(Yy)) et / g = Zak/ 15,
=1 0 k=1 0

1

Par linéarité, des limites des suites, de 'espérance et des intégrales, on a : E (¢(Yy)) =
n—-—+0o0
0

g.
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Soit f maintenant f continue de [0, 1] dans R.

Soit € > 0.
Selon les théoréemes d’approximation uniforme du cours, on peut trouver g en escalier sur [0,1] tels que
|f — gllo <€/3 01 || - ||oo est la norme infinie prise sur les fonctions bornées a valeurs réelles sur [0, 1].

1
D’apres ce qui précede E (g(Y,)) —— [ ¢

n—-+o0o 0

ce qui nous fournit N € N*, tel que Vn > N,

E(9(Yn)) —/019‘ <e/3.

Soit n > N
On a |f 9(Yyn)| < /3 donc |[E(f(Yn)) —E (9(Yn))| = [E(f(Yn) —9(Yn))| <e/3.

/ / ’</01|f—g!<Hf—glloo<s/3donc
/019_/01f‘<5

]E s - [ 1 f] < E((Ya)) — E(g(Yn))] + ]E (v - [ lg‘ n
Ve >0, INe N Vne N, n>N= ’]E(f(Yn))—/Olf' <e

On vient de montrer que :

1
Ainsi pour toute fonction f continue de [0,1] dans R, |la suite (E(f(Yy)))n>1 converge vers / f
0

30. Soit t € R. On considére (Xy,),, et (k) définies comme en I.

1+¢
On pose pour k > 1, U, = T de sorte que (Uy) est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant

n
U
toutes la loi B(1/2). On pose Y,, = Z 2—: pour n € N*.
k=1

1 1
SoitnEN*.OnaYn—<X +22k):2” 5~ Tl

1
donc X, =2Y,, — 1+ o et cos (tX,) = cos (2tY,, — t) cos (t/2™) — sin (2tY,, — t)sin (¢/2") donc

E (cos (tX,,)) = cos (t/2™) E (cos (2tY,, — t)) — sin (t/2") E (sin (2tY,, — t))
On a cos (t/2™) — 1 et sin (t/2") —— 0

—+00 n—-+o0o
En utilisant les fonctlons x — cos(2tz —t) et x — sin(2tx — t) qui sont bien continues sur [0, 1], on a d’apreés
le résultat précédent :

1 1
E (cos (2tY,, —t)) — [ cos(2tx —t)dz et E(sin(2tY, —t)) —— [ sin(2tz —t)dz

n—-+o0o 0 n—-+o0o 0

1
donc E (cos (tX,)) — [ cos(2tz — t)dz

n—-+o0o 0

1 1
Sit=0,o0na / cos(2tx — t)dx = / ldz = 1 = sinc(0)
0 0

sin(2tz — t)r1 sin(t) — sin(—t)

1
it#0,0na /0 cos(2tx — t)dx { 5 . 5 sinc(t)

On retrouve bien | E (cos(tX,,)) —— sinc(t) | obtenu a la question 6
n—-—+00
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In(t)

Quand t — 0, onat—1— —1 et In(t) — —oo et ainsi %ir%h(t) =0
—

Quand t — 1, on a In(t) ~t — 1 donc h(t) ~ 1 et ainsi }in}h(t) =1
—

31. La fonction h : ¢ — est continue sur ]0,1].

donc h admet un prolongement continue sur [0, 1]

1 1

t—1

On en déduit | la convergence de / m dt = / h | (intégrale faussement impropre)
o M 0

Soit ¢t €10, 1[. En utilisant 29 avec la fonction f : x — t¥ qui est continue sur [0, 1].
1

On trouve que E(t¥") —— [ #* du.
n—+oo  Jg

=1
1 1 x In(t) In(t) _ A0
or / t* dr = / ln® gz = [ - h(t)
0 0 In(t) | In(t)

On note hy, : t — E(t¥n).

(i) On vient de voir que la suite de fonction (hy),,, converge simplement vers h sur ]0,1]
(ii) De plus h est continue sur sur |0, 1]
(iii) Soit n € N*. Soit t €]0,1][.
an—1
1 jom
On a hy(t) =E (t¥") = Z t*'P(Y,=2) = on Z /2" par formule de transfert
2€Dn, j=0
ainsi h,, est continue sur ]0,1].
(iV) Soit t €]0,1[ et n € N*. On a 0 < t¥» < 1 car Y,, est & valeur positives.
Ainsi on a '’hypothése de domination :

vt €]0,1[, Vn € N*, |hy ()| =E (t¥") <1

et t — 1 est continue et intégrable sur ]0,1[

Conclusion : Avec (i), (ii), (iii) et (iv), le théoréme de convergence dominée s’applique et on a l’existence des

membres et 1’égalité
1

li E(tY) dt /qt_ld
m " = —
n—+oo Jo o In(t)

Soit n € N*. On a
on_1 on_1

[n=ge X [oma=g ¥ !
0 n—2nj_0 0 T on 1_’_2%

J=0

or en utilisant les sommes de Riemann avec la fonction z — continue sur [0,1], on a

T

N

]_ZE: 1 {/‘1 1 q
— xr
Nk711+ij No+oo Jg 14w

1 1y I |
d’ou / hon, / dz = In(2) (suite extraite) et ainsi / s dt = In(2)
0 n—-+o0o 0 1 + x 0 1H(t)
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V. Dénombrabilité

32. On remarque que chaque ensemble D,, est fini de cardinal 2" pour n € N*.
“+oo

Ainsi D = U D,, est une réunion dénombrable d’ensemble fini, donc D est fini ou dénombrable.
n=1
Et ainsi Vn € N*, D,, C D donc D n’est pas fini d’ou ‘l’ensemble D est dénombrable
33. On considére A = {x € N/ = ¢ f(x)}. On a A € P(N).
Soit a l'antécédent de A par f de sorte que f(a) = A
On a alors a € A <= a ¢ A ce qui est absurde.

Il n’existe pas d’application f : N — P(N) bijective‘
34. On considére ¢ € {0,1}N,

Analyse : Soit A € P(N) tel que 1o = ®(A) =¢
AlorsVn e N, p(n) =1<=1x(n) =1<=necA
donc A = {n € N |¢(n) = 1} ce qui prouve l'unicité

Synthése : On pose A ={n €N |p(n) =1} Soit n € N.
Sin € A, alors ¢(n) =1=14(n)

Sin ¢ A, alors ¢(n) =0=14(n)
Ainsi p et 1o : N — {0,1} et Vn € N, ¢(n) = 1a(n)
donc 15 = ¢ (existence)

Conclusion : On a montré que tout élément de {0, 1} avait un unique antécédent par ®.

Ainsi ‘l’application D est bijective‘

35. Soit (z,,) € {0,1}N. La série Z

x s
—nl étant a termes positifs, on a par calcul dans [0, +o0] :

2n+
n=0
+oo +oo
o 111
0<22n+1<22n+1_§x1_l_1<+00
n=0 n=0 2

pour la majoration on a reconnu une série géométrique de raison 1/2 €] — 1, 1].

Tn
TEs de somme ¥ ((z,),) € [0, 1].

Ceci prouve la convergence de la série g
n=>0

d’ott ‘l’application U est bien déﬁnie‘

on prends les suites (y,) et (z,) définies par yo =0, 20 =1l et Vn e N*, y, =let 2z, =0
On a (y,) # (2n) éléments de {0, 13N et ¥ ((yn)n) = 1/2 = ¥ ((2,,)n) (somme géométrique)

donc ‘l’application W n’est pas injective‘

Premier cas : soit X = 1. on considére la suite (z,,), € {0,1}" constante égale 1.
On a alors ¥ ((z,),) =1=X

Deuxiéme cas : soit X € [0,1][. on définis la suite (x,,) par : Vn € N, z,, = d,,11(X)

D’aprés 15, on a (x,) € {0, 1} et pour N € N*, on a selon 14,

N N N+1

Ty, dn+1(X) d;(X)
DT =D g =2y =m1(X)
n=0 n=0 7j=1
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or d’aprés 13, on a mn4+1(X) < X < mn+1(X) + oNFT d’ou
N T 1
n
X - Z on+1 < oN+1
n=0
x
Ceci prouve la convergence de la série Z anl de somme X.

n=20
Donc X = U ((z,,)) € ¥ ({0,1})
Conclusion : On vient de montrer que VX € [0,1], 3z € {0,1}, ¥(X) =2

Ce qui signifie que ‘ U est surjective‘

36. Propriétés préliminaires : On remarque les propriétés suivantes de ¥ et D :
(i) D est stable par division par 2, Vz € D, |2z — 1] € DU {1}
etVe,yeD, z+y<l=ax+yeD
(ii) L’image d’une suite stationnaire & valeurs dans {0, 1} par ¥ est a valeur dans D U {1}.

(iii) 1 (respectivement 0) n’a qu’'un seul antécédent par ¥ qui est la suite constante égale a 1 (respecti-
vement a 0).

(iv) Tout élément de |0,1[\D* admet un seul antécédent par ¥ qui n’est pas stationnaire.

(v) Chaque élément de D* admet exactement deux antécédents par ¥ qui sont stationnaires I'une a 1 et
Iautre a 0.

e A ce stade du sujet nous admettrons les trois premiéres propriétés.

Soit x # y dans {0, 1} tel que ¥(z) = ¥(y).
On a alors l'existence de ig = min{n € N |z, # y, } car toute partie non vide de N admet un mini-
mum. Sans perte de généralité, on suppose que x;, = 0 et y;, = 1.
Il suffira alors d’établir (a I’aide de (ii) et de de la question précédente) que :
Vn >ig, xn =1 et y, =0. (%)
On aura alors ¥(z) = ¥(y) € D.

Ce qui prouvera bien que les éléments de |0, 1[\D* admettent au plus un antécédent par ¥ c’est a
dire (iv).

De plus vue la configuration de = et y, ¥(z) (qui est élément de D*) admettra exactement deux
antécédents ce qui permettra facilement de conclure quant & (v) car on sait que tout élément de D

admet un antécédent par ¥ qui stationne a 0.

Il reste donc & établir (x)!

+oo +oo —+o00 +oo
Onay st =3 Hdone 3 go g Y
on+l on+1 on+l ~ 9ig+1 on+1
n=0 n=0 n=ig+1 n=ig+1
“+o00 —+o00
N Tn — Yn Thtio — Yk+io
) P P
donl= ) = =3 =
n=tg+1 k=1

On note pour k € N*, 2, = xp4i, — Yk+i, €t on a z; € {0,1, —1}.
Pour obtenir le résultat voulu il suffit d’établir que Vk € N*, xp150 — Yryip = 21 = 1
Par I'absurde, on suppose qu’il existe p € N*, z, # 1
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+oo

1—
Onal= Z ;—]Z et on remarque que : Z donc Z Zk
k=1 k=1
L 1—=2 1-=2 X 1-z
NN o — <k ) — <k
don0=>Y" ot T > o
k=1 k*p—i—l
1-—
OrVkeN*\{} >0 et L'>0

d’ot1 0 > 0 ce qui est absurde et ce qui permet de conclure.

A bien définie : Soit x = (z,,) € {0,1}. On a ¥(z) € [0, 1].
D’aprés les remarques précédentes, on a :

(¥(z) € [0,1[\D*) ou (¥(z) € DU{1} et z stationne & 1) ou (¥(x) € D* et x stationne a 0)

t 1+t
ainsi tous les cas sont envisagés. De plus [0, 1] est stable par ¢ +— 3 et par t — —

1
donc si ¥(z) # 1 alors A(z) € [0,1] et si U(x) = 1 alors x stationne a 1 et A(x) = 5 € [0, 1]
Ainsi A(x) et bien défini dans [0, 1[. Ce qui prouve que A est bien définie.
A surjective : Soit X € [0,1[. On montre 'existence de = € {0, 1} tel que A(z) = X.

Si X € [0,1[\D* : , alors la question précédente nous fournit = € {0, 1} tel que ¥(z) = X
et ainsi X = A(z) = U(x)

1
SiXGD*etO<X§§: alors 2X € D* U {1}.

donc 2X admet un antécédent (x) € {0,1}N par ¥ qui stationne a 1
On a alors ¥(z) € DU {1} et donc A(z) = X.

SiXeD*et%<X: alors 2X — 1 € D*

donc 2X — 1 admet un antécédent (x) € {0, 1} par ¥ qui stationne & 0 et ainsi A(z) = X
A injective : Soit x et y € {0, 1} telles que A(z) = A(y).

Premier cas A(z) € [0,1[\D* : alors ¥U(z) = ¥U(y) =0 ou ¥(x) = ¥(y) €]0,1[\D
et donc ¥(z) admet un seul antécédent par ¥ d’ou x =y

Deuxiéme cas A(x) € D et A(z) > —

Alors ¥(z) = U(y) € D* et x,y sont des suites qui ne stationnent pas a 1
donc elles stationnent a 0 puis x =y

1
Troisiéme cas A(x) € D* et A(z) < - -

On obtient de méme que ces suites stationnent a 1 puis que x =y

Conclusion : |A réalise une bijection de {0, 1} sur [0,1]

37. On suppose par Iabsurde que [0, 1] est dénombrable.
alors d’aprés 36, {0, 1} est dénombrable
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alors d’apres 34, P(N) est dénombrable
Ainsi il existe une bijection f: N — P(N)
Absurde d’apres 33

On conclut que ‘ [0, 1] n’est pas dénombrable‘
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