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MP 2021 Centrale Mathématiques 1 Un corrigé (E.Lucas (UPS))

I Inégalité de Hoffman-Wielandt Corrigé Ds11*

LA -

Q1.

Soit M € M,,(R). Soit P et Q € O, (R).
Par propriétés de la trace et des matrices orthogonales, on a :

[PMQ|2 = tr (PMQ(PMQ)T) —tr (MQQTMTPTP) — tr (MInMTIn) — M2

On a ainsi : ’ IPMQ|r = HM”F‘

. Comme A et B € S,(R), le théoréme spectral nous fournit U et V € O, (R) tel que : A = UDAU" et B=VDgV'.

On a alors avec la question 1 et comme U' = U~! € O, (R)
2
IA - B|2 = HUT (UDAUT - VDBVT> VHF - HDAUTV —U'VDEV' H

or U'V=U"1V € 0,(R) car (O,(R), x) est un groupe

ainsi | il existe une matrice orthogonale P = (p; ;),, ;<,, telle que [|A — B||Z = |[DAP — PDB||12J

Q 3. Pour toute matrice M = (m; ;) ; i<, € Mn(R), on a M2 = Z m?’j (vu en cours).
1<i,gsn
De plus, selon la question précédente, on a :
DaP —PDg = (Ai(A)pi; — piiAi(B))ici jopn = (Piy (Ni(A) = A;(B)))1 i i<
ainsi | [A=BJE = D> pf; (A(A) = A(B))?
1<i,j<n
I.B -

Q 4. Soit M = (mi’j)lgi,jgn S Bn(R)

On aV(i,j) € [1,n]?, mi; >0etVie[Ln], Y mi;=> mj;=1
j=1 j=1

Ainsi V(i,7) € [1,n]?, 0 < m;; < 1. Par conséquent |[M|[p = | Z mfj <Vn?2=n
1<i,5<n

Ainsi B, (R) est un bornée de M,,(R) (notion indépendante de la norme car M,,(R) est de dimension finie).

n n
Pour k et i € [1,n], les applications ¢; : M — E m i, @)t M — E mj; et ;5 : M — m, sont continues car ce sont
j=1 j=1
des formes linéaire en dimension finie au départ or

Ba®) = () '@ | N @ @) N vir ®Y)

1<ign 1<ign 1<i,k<n

De plus {1} et R sont des fermés de R et 'image réciproque d’un fermé par une application continue est un fermé de
I’ensemble d’arrivée. De plus une intersection de fermés est un fermé

d’ot B, (R) est un fermé de M, (R).
Ainsi B, (R) est un fermé borné de M,,(R) qui est de dimension finie alors B,,(R) est un compact.
L’application f est une forme linéaire en dimension finie au départ elle est donc continue.

Ainsi selon le théoréme des bornes atteintes, ‘ f admet un minimum sur 5,,(R) ‘

Page 1/2



MP 2021 Centrale Mathématiques 1 Un corrigé (E.Lucas (UPS))

Q 5. On a par linéarité f (M + zE;; + 2Ej; — 2Eij; — 2Ej;) — f(M) = 2 (f(Ei) + f(Ejx) — f(Ei) — f(Eji)). Or

F(Ei) = f(Ba) + F(Ejr) — F(Eji) = (Ai(A) = X(B))? — (Mi(A) — Me(B))? + (A5 (A) = Ak(B)® — (A (A) — Xi(B))?
= (2Ai(A) = Ai(B) = Ak(B)) (Ae(B) = Xi(B)) + (2X;(A) — Ae(B) — Ai(B)) (Ai(B) — A(B))
= (A(B) = Xi(B)) (2Ai(A) = Xi(B) = Ak(B) — 24, (A) + A (B) + Ai(B))

donc | f (M + By + 2By, — aBy — aE5) — F(M) = 22 (\i(A) = A5(A)) (\(B) — Ai(B)) < 0|
car = 0, \i(A) —Xj(A) > 0et A\g(B) —A\i(B)<Ocarj>iethk>1

Q 6. Par 'absurde si on avait Vk € [1,n], my = 1, on aurait Vi # j € [1,n], m; ;j = 0 vu la positivité et les sommes 1 selon
les lignes (ou selon colonnes). D’ou M =1, ce qui est absurde.
Ainsi {k € [L,n] |mpp #1} #0
Ceci justifie Pexistence de ¢ minimum de la partie non vide de N : {k € [1,n] |mgr # 1}
On a alors Vj € [1,7 — 1], m; ; = 1 (il se peut que i —1 = 0)

Comme Vj € [1,n], Zm;w» = ij,k =1 et que Yk, j € [1,n], m;, >0
k=1 k=1
On a alors Vj € [1,i — 1], Vk € [1,n] \ {4}, mk,; =m;; =0

n n
Par I’absurde si on avait ¢ = n, alors on aurait m,, , = E Men =1et my, = E Mp i = 1
k=1 k=1
On aurait alors M = I,, ce qui n’est pas

n n n n

Ainsii < n et ij’i = ij’i =1et Zm““ = Zmi’k =1
j=1 j=i k=1 k=i

Comme m;; # 1 ceci nous fournit j € [i,n] et k € [i,n] tels que m; ; > 0 et m;; > 0.

On pose x = min (m; x, m;;) de sorte que la matrice My = M + zE;; + zE;; — 2E;;, — 2E;; est & coefficients positifs.

Cette matrice vérifie les conditions de sommes égales & 1 sur les lignes et les colonnes donc M; = (mglj)) € B,(R).

De plus selon Q5, on a f(M;) < f(M) et on remarque qu'un des coefficients (d’indice (i, k) ou (j,i)) de M; est « de-

venu »nul. En réitérant le procédé, on obtient ainsi une suite de matrices de B, (R) telle que f(M) > f(My) > --- f(M,).

Comme le nombre de coefficients non nuls sur les rangées i décroit strictement, 1’algorithme fini par s’arréter sur une
matrice M’ € B,,(R) dont le coefficient en position (i,4) vaut 1 car les autres coeflicients des rangées ¢ seront nuls.

Il existe bien une matrice M’ = (mg,k) € B,(R) telle que f (M) < f(M) et m/; ; = 1 pour tout j € [1,1]

1<0,k<n

Q 7. Soit M € B,,(R). On note M = M),

On construit par récurrence M*+1) = (M(}“))/ si MK) = (m(-k)

i # I,, comme ci-dessus.
;

)1<i,j<n
On remarque que la encore ’algorithme termine car le nombre de coefficients diagonaux distincts de 1 est strictement
décroissant car dans Q6, seul le coefficient diagonal en position (4,4) change.

Autrement dit la suite (‘ { Jj€1,n] ‘ mgkj) #1 }D est une suite d’entiers naturels strictement décroissante, elle s’an-
’ k>0

=z

nule donc. Ainsi il existe p € N tel que M®) =T1,,.
De plus la suite finie (f (M(k)))ke[[o ol est décroissante toujours selon Q6

ainsi f(I,) = f (M®) < f (M©®) = f(M) de plus on a clairement I,, € B,,(R)
On en déduit que ‘ min {f(M) | M e B,(R)} = f (I.) ‘
I1.C -
Q 8. On note la matrice Q = (pfj)

comme P € O,(R), on a Q € B,(R).

n

De plus, on a ||[A — B2 = £(Q) selon Q3 or £(Q) > f(1,) = Z (Ai(A) = Xi(B))? selon Q7

=1

1<i,5<n

On en deéduit que | V(A,B) € S,(R)?, > (A:(A) = \(B))* < ||A-BJ}

i=1

Page 2/2



Mines MP; 2007 (3 heures)

Corrigé (d’aprés le corrigé de P.Patte(UPS)) ‘

SERIES ET CARACTERES

1. Avec C., x(1) = x(1 x 1) = x(1)*; donc x(1) vaut 0 ou 1.

Comme Vk € 7, x(k) = x(1xk) = x(1).x(k) et que x n’est pas identiquement nulle, x (1) # 0.

Conclusion:

x(1) =1}

2. Avec B. , x(2k) = 0 car 2k n’est pas premier avec 2.

Comme x(1) =1 et que y est 2-périodique, x(2k +1) =1

Inversement, cette application vérifie les 4 axiomes.

Conclusion:

Vk e 7, x(k) =

0 sik est pair

1 ik est impair

De plus, x(—1)2 = x((=1) x (~1)) = x(1) = L.

Conclusion: | x(3) = x(-1) € {1, -1}|
0 sik est pair
4. Avec les propriétés de x et le 1., Vk € ZZ, x(k) = 1 sik=1[4]
-1 sik=3[4]

On en déduit que x(2k + 1) = (—=1)*.

- k
Donc Z %
k=1

L(n—1)/2

-3

Pyvek+
2k + 1

L(n—1)/2]

D" retant = ™ dapres] 1
arctan 1L = — apres lesra els
2k +1 n—4c 4 P PP

et la composée des limites (Attention (S|(n—1y/2)) n'est pas une suite extraite de (Sy)).

Conclusion:

~x(k) T
2T T

5. On va "transférer" le probléme dans le groupe multiplicatif (Z/NZ)* = {k,k € P} :

Comme @ est inversible dans Z/NZ, I'application x —— ax est une bijection de (Z/NZ)*.

Donc Hak: H ar =

II

z. Or H ak = a*W)

Hx.

keP z€(Z/NZ)* z€(Z/NZ)* keP z€(Z/NZ)*
Comme H x est inversible, de ’égalité H z=a*®™) H x, on tire @) =T.
z€(Z/NT)* 2€(Z/NTL)* 2€(Z/NTL)*
Conclusion: | N divise a?®™) — 1|

6. D’aprés la question précédente et le D., x(a®™) = x(1 4+ iN) = x(1) = 1 Par périodicité,

x(a¥™)) = x(1); avec le C., x(a¥*™) = x(a)?™. Comme x(a) est un réel, x(a) = £1.

Conclusion:

7. Soient 1 < k < ¢ < N —1 tels que ry = ry, donc N

Ix(a)| =1}

a(k—1{), comme a A N, par Gauss N |k —/,

d’ou 37 € IN tel que kK — ¢ = 1N et comme 0 < ¢ — k < N, on en déduit que k = /.

Conclusion: | Les restes r; sont deux a deux disjoints ‘

1



8.

10.

11.

N-1 N-1

Par périodicité, Z x(ak) = X(75)-
k=1 k=1
Avec le 7., 'application k — rj est une injection de I'ensemble fini {1,..., N — 1} dans

lui-méme, donc une bijection.

N-1 N-1
On en déduit donc que Z X(rg) = x(k) |
k=1 k=1
N—1 N—1 N-1 N—1
Pour n=0:5=> x(k) =Y x(k) =) x(ak) = x(a) Y _ x(k) = x(a)S.

k=0 k=1 k=1 k=1
En choisissant a tel que x(a) # 1, ce qui est possible d’aprés 'énoncé :

N-1 N-1
Z x(k) =0et Z X(k) = 0 également car x(0) = 0.
k=1 k=0

Montrons la relation par récurrence sur n :

e C’est vrai pour n = 0,

e Si c’est vrai pour n,
n+14+N—-1 n+N-—1

> xk)= > x(k)—x(n)+x(n+1+N—=1)=0-x(n)+x(n+N)=0.

k=n+1 k=n
n+N—-1
Conclusion: Z x(k)=0|
k=n

L’idée, c’est que chaque tranche de N termes consécutifs donne une somme égale a 0.

On considére Uentier ¢ tel que gN < m < (¢+ 1)N.
q

m m gN—-1 m —14N+N-1 m

D xRy = x(k)= > x(k)+ > x(k) = X(k)+ Y x(k)
k=1 k=0 k=0 k—gN =0 k—iN k—qN
S ED S CED SR}

Comme avec le 6. et x(0) = 0, on a donc x(k) € {—1,0,1}. Comme m —gN < N — 1, et

qu'entre 1 et N — 1 il y a exactement ¢(N) valeurs de k telles que x (k) # 0,

m m—qN m—qN
S x| =1 x(k)| < D [x(k)] < (V).
k=1 k=1 k=1
Conclusion: Zx(k) < p(N) |
k=1
On pose T, = Zx(k:) = x(k) et on utilise la transformation d’Abel (c’est le lemme
k=0 k=1 .
rappelé en préambule) avec uy = T ;pourn > 2,on a:
n n—1
x(k) T, 1 1 T,
Xy _ 2 T - —— )+
27, > P2 )
k=2 k=2
1,
Comme (7},) est une suite bornée (par p(N)), — — 0.
n n—+oo



12.

13.

14.

Comme |71}, (% — %_H) ’ < p(N) (% — %4—1)’ que ¢(N) est une constante,
onaTk<%—%ﬂ> O(%_k—il) O(%),car(%—%ﬂ) %20
Comme la série Z (ﬁ) converge, par T.C. | la série Z Ty (% — %) converge absolu-
ment, donc converge.
Conclusion: | La suite (Zn: %) est convergente |

= nelN”

Montrons que si n et m sont premiers entre eux, alors

m et dy|n

d’mn si et seulement si d = dyd, avec d;

Démonstration. Le sens indirect est évident.

. t
Pour le sens direct, on a m = pi'---pi* et n = g - -q," avec pi,...,Dk,q1 - -.qe nombres

premiers deux a deux distincts , s; > 1 et ¢; > 1.

Si d‘mn alors d = pi* ---prqit -+ - q)f avec u; < s; et v; < A5
Posons dy = pi* ---p* et dy = ¢i* -+ q,*, on a bien d = dyds. O

On peut donc écrire :

fam=Y_x(d= Y xldid)= > x(di)x(d2) =3 > x(di)x(dy)

d|nm di|netda|m di|netds|m di|nda|m
= x(dh) Y x(da) = fufm:
di|n da|m

Conclusion: .

Comme p est premier, les diviseurs de p® sont les p® avec 0 < 8 < a.

Comme x(p?) = x(p)? et que x(p) € {—1,0,1} d’aprés B. et le 6.), on a donc :

a+1 six(p) =
a a+1 si x(p) =1 1 si _
x(p) =
T = Zx(p)ﬁ ) Lo sinon - 0 i x(p) =—1et
— — si —1 et « impair
= () v b
1 si x(p) = —1 et « pair

\
D’aprés la fin du 13. on a fy« > 0 pour tout nombre premier et tout o € IN*.

q
Sin > 2 : on utilise la décomposition de n : n = H pi*, ou les p; sont des nombres premiers

=1
distincts et les a; des entiers au moins égaux a 1. Par multiplicativité de f, comme les p;"
q

sont premiers entre eux deux a deux, f,, = H Jpei- Done f, >0
i=1
Enfin comme n posséde au plus n diviseurs dans IN et que y < 1,ona: f, <n

Conclusion:



15.

16.

17.

Conclusion: | f(x)

q
Pour n > 2, on reprend les notations de la question précédente. Alors f,2 = H fp?ai. Or, ala

=1
question 13., avec « pair, quelle que soit la valeur de x(p) € {—1,0,1}, fp« > 0. Donc f,2 > 0.

Comme f,2 est dans 7, conclusion: .

Si |z| < 1, alors la suite (f,z™) converge vers 0 (puisque |f,z"| < n|z|"). Donc le rayon de

convergence de la série entiére vaut au moins 1.

> |x|n2) Donc le rayon

Si |z| > 1, alors la suite (f,22™") tend vers infini (puisque |f,22""

de convergence de la série entiére vaut au plus 1.

Conclusion: ’le rayon de convergence vaut 1 ‘

o oo
Comme z > 0et f, 20,ona: f(r) > anzx”2 > Zm”Z.
n=1 n=1

t2 — t2Inz

On définit la fonction ¢ par g(t) = = e ; g est continue sur [1,+oo[, décroissante,

intégrable (Inz < 0).

n+1 n+1
Pour tout n > 1, on a : g(n) = / g(n) dt > / g(t) dt.

n

00 0 n+1 +o0o
Done f(a) > 30 > > [ g ar= [ g0 ar

Le changement de variable affine u = ty/— Inx s’écrit :
+o00o
e du >

—+o0 1 1 “+o0
/ g(t) dt = —/ —/ e
1 v—Inz )~z vV—Inz Jym3

~* Qu (car —Inz < In?2).

.2
“du .

1 oo
> e
T V=Inz /\/1n2




