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€3  Mathématiques 1 MP 2018'

Exercice 2

z;: vivy oo vfu,
1.(a) SiM = (‘U1 Vg - vn) alors MT = 2 . On en déduit que| MTM = :
v:,?: vivy - vlw,
(b) Rappel le produit scalaire dans une base orthonormée s’exprime matriciellement par
<9 >=XTY .
loill* si i=j
En conséquence si vy, .. ., v, sont deux a deux orthogonaux, vf "Uj = et donc
0 sinon
flodl? 0
MTM = et donc det(MTM) = [l ||2-- - |Jva |2
0 [lon1?
Or det(MTM) = det(MT) det(M) = det(M)?, conclusion: udet M| = || |;---||un||—[
a 0 ai 0
2. SiM= , alors MTM = et comme on veut MTM = I,,, on en déduit
0 i 0 a?
que pour tout ¢ , a; = +1.
+1 0
Conclusion: | Les matrices diagonales et orthogonales sont de la forme : M =
0 +1

3. def H(n,C): # C est la liste des colonne de la matrice
for j in range(n):
for i in range(n):
if C[j][i]!=1 and C[j][i]!=—1:
return 0

for j in range(n-1):
for k in range(j+1,n):
s=0
for i in range(n):
s=s+C[j] [11*C[k] [i]
if s!=0:
— return 0
Exemﬁfesrge matrices:
M2:[[131]; [1)_1]]
MS:[[lllil]’[lﬂl,lj 3 [1J1]1]]
M4=[[1,-1,1,-1], (1,-1,-1,11,[-1,-1,-1,-1], [1,1,-1,-1]]

In [2]: H(2,M2)
1

Out[2] :
In [3]: H(3,M3)
Out[3]: O
In [4]: H(4,M4)
Dut[4]: 1
+1
4. (a) Soit v un vecteur colonne de M, v = : | donc |jv|| = vVI+---+ 1.
+1

Conclusion: | [[v| = /n

(b) D’aprés la question 1.(b), on a : | |det M| = (y/n)" = n/2 ‘




n n n
5. Ona < v, v; >= ij,i = E mji + E m;; = 0. Comme les m;,; valent tous +1, on
=1 j=1mj;=1 d=1,mji==1

conclut : lLe nombre de m;; égaux a 1 est égal au nombre de mj; égaux 4 —1

aj 0
6. Soit M = (m; ;) une matrice de H,,. Considérons la matrice U = avec pour tout j :
0 ay
aymyy -+ ayMmin
a; = +1 et posons My =UM =
AnMn1 - QpMgpg

Montrons que UM € H,,

® Ses coefficients sont dans {—1,1} (aym;; = £1 x 1 = +1).

o UM)TUM) = MT(UTU)M = M™M car d’aprés le 2. , U est orthogonal.

D’apres le 1. , on en déduit que les vecteurs colonnes de UM sont 2 i 2 orthogonaux : si on note

U1,...,Un les colonnes de M et v},..., v/, les colonnes de UM alors pour tout i # j :
< v, v; >=< v;,v; >=0.
Il suffit pour finir de prendre pour tout i : a; = m;,1 de sorte que la premiére colonne de My = UM
1
est le vecteur | :
1
1
Conclusion: | Il existe une matrice dans #,, qui a pour premiére colonne le vecteur | :
1
7. Si H, est non vide avec le 6. | il existe une matrice dans M, qui a pour premiére colonne le vecteur
1
: | et avec le 5. la deuxiéme colonne a autant de termes égaux a 1 que de termes égaux 4 —1.
1
Conclusion: LSi Hn est non vide alors sa dimension doit étre paire
1 miy -+ myy 1 myp2—-1 -+ myp-—1
8. (a) det(Mp) = =
1 Mp2 “** Mnn 1 mua—-1 --- Mnn —1

en effectuant les opérations C; +— C; — C} pour tout j € [2,n]
Or pour tout i et j > 2 : m;; — 1 € {0, -2}

1 2k12 -+ 2kin
On en déduit que det(M) =| avec k; j € 7.
1 2kpo2 -+ 2knpp
Par linéarité, on peut factoriser chaque colonne, de 2 a n, par 2 d’ot
1 kg -+ kin
det(Mp) = 271 " | = 2" 'K avec K € Z car le déterminant se calcul unique-
1 lIgn,? LR kn,n
ment & l'aide de produits, sommes et différences de ses coefficients.
Conclusion: | det(Mp) est un entier relatif multiple de 271 |

(b) Si Hy, est non vide, avec le 7. , n = 2p est pair.



Avec le 4. (b) et le 8. (a) , on a : det(Mp) = n™/2 = (2p)? = 271K

On en déduit que p? = 2P~1K et comme n > 2 et pair n > 4 et donc pz2doup—12=1.
On a donc p? qui est pair d’'ol p est pair : p = 2g et n = 4q.

Conclusion: ln est un entier naturel multiple dm

Exercice 3

1. (a) Pour tout événement w , Uz(w) = [{X1(w), X2(w)}| et selon que X (w) et Xa(w) soient égaux ou
non, ona: Us(w)=1oulUs(w) =2, conclusion: l Ua(82) = {1,2} I
£ 4
1
(b) Ona: P(lh=1)= P(X; = X2) = Z PXi =4, Xyg=1)= Z(_)2 par indépendance de X et

i=1 = 4
1
X2.  Conclusion: | P(U;=1) = 7
1
Avec le (a), on en déduit que LP(Ug =2)=1-— 7
1 1 L e y 1
(c) On a E(Us) =1 x ik 2x(1- jé’ =2- 7 d'ot:  conclusion: |E(Us) = 2 ~a

2. (a) from random import
def simulU(Q):

T=[]

for i in range(10):
t=randint (1,25)
if t not in T:

T.append(t)
return len(T)

def simulUbis(): # autre version possible de simulU
S={randint(1,25) for i in range(10)}
return len(S)
(b) def espU(nb_simulation):
s=0
for i in range(nb_simulation):
s=s+simulU()
return s/nb_simulation

Le théoréme qui justific ccla cst la loi faible des grands nombres. Soit (Yn),cN unc suite de

VADR 2 a 2 indépendantes sur I'espace probabilisé (€2, A,P). On suppose que les VADR

suivent toutes la loi de Uyg . Posons S,, = ¥; +--- + Yo, m=E{Up)eto= o(U1p). On a , avec
2

I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev : Ve > 0, P ( f —m| =2 e} < R
n
On en déduit que : Ye>0 , lim P(gﬁ-mlzs) =0.
n—+00 n

3. Ona| Un(Q) = {1,..., min(n, )} |

1
4. Ona: (X;e€8)= U(Xi = s) (réunion disjointe) , comme P(X; = s) = 7 (loi uniforme) on conclut :
seS

P(X;€8) = |—:§|

n—1
5. Ona:(X; #a,....,.X,1 #a) = ﬂ(Xi # a) et comme les X; sont indépendantes, on conclut a

i=1

G f— 1y\n—1
l'aide du 4. pour § = {1,...,¢} — {a} : P(Xl%a,...,Xn_lqéa)z(T) —‘




6.

10.

11.

Appliquons la formule des probas totales avec le systéme complet (X, = @)ae(l,...0}

¢
P(X1 % Xny- ..y Xno1 # Xp) = ZP((X1 Y . Xn)/Xn = a)P(Xn = a)
a=1

I3 ¢
=Y P(X1#4a,...,Xn-1 £ a/Xn=0a) = Y P(X1#a,...,Xn-1 # a)P(Xn = a) car (X1, ..., Xn_1)
=1 a=1
et c_an sont indépendants.
¢

On a done P(Xy # Xpyoo, Xo1 # Xn) = 3 (E—;l)”_l x % - (E__l)"_l x g

7
a=1
— n—1
Conelusion: | P(X; # X, Xa-1 # Xu) = (£57)
Ona (X1 # Xn,..., Xn1 # Xa) = |J ({Xl, . S) N (Xn ¢ S) (réunion disjointe), donc
SeP;
P(X1 # Xn, s Xn1 # Xn) = 3- P(({Xns o Xama} = )N (Xa ¢ 6)).
SeP,

Avec le lemme des coalitions , ({X1,...,X,—1} = S) et (X,, ¢ S) sont indépendants, on en déduit

que P(X) # Xn,..., Xn1 £ Xn) = 3 P({Xl,...,Xn,l} - S)P((Xn ¢ S)).
SePs
On conclut avec le 4. :

P(X1 # Xy X1 # X) = 3 P({X1, 0, X1} = 8) (E—T}S’i)

SeP;
On partitionne Py a cardinal constant :
£—IShy < £—k
= r( 5t =) (S -3 S pn xe-)(5)
SeP; k=1 S€Py,|S|=k
or Z P({Xl, mn g Rop—1 ' S) = P(U,—1 = k). On a donc
SeEPy,|S|=k
¢
Z P({Xla- v :anl} == S) (%) = ZP(Unfl = k) (E_;'LE)
SePe k=1

£ £ £
= Z P(Unfl = k) (1 - %) = ZP(UR—I =k) - % ZkP(Unfl =k)=1- %E(Un—l)-
k=1 k=1 k=1

Avecle 7. , on a donc 1 — %E(Un_l) =P(X1# Xn,..., Xn1# Xp).
Conclusion: | E(Up—1) = £(1 — P(X; # Xn, -, Xn_1 # X5))|

Avec le 6. et le 8., on a directement que E(U,,_;) = E(l -(1- %)"*1) d’olt en décalant :

conclusion: |E(U,,) = f(l -(1- %)")

La suite géométrique ((1 — E)") est de raison ¢ avec 0 < ¢ < 1, on en déduit immédiatement :

Jim EU,) =¢|

Sin est trés grand par rapport a £ alors pour chaque valeur de [1, ] I'une des X; prendra cette valeur
et donc toutes les valeurs de [1,£] seront atteintes et on aura U, = £ presque a chaque tirage.

De I'équivalent 1 — (1 — z)® ~, @ onen déduit que E(U,) o2 £x Z. On en conclut :

r— —+-00 f
lim E(U,) =n
£—+o00
Si € est trés grand face a n , les X1,..., X, se placeront sur n valeurs du grand intervalle 1, ] et ces

valeurs seront certainement 2 a 2 distinctes.



12. (a) Ici £ = 365 et la i-éme personne est représentée par la variable X;. Le nombre moyen de dates
d’anniversaire d’un groupe de n personnes est donc U, avec £ = 365.

Conclusion: |Ce nombre moyen est donc égal 4 E(U,) = 365 (1 - (g“gg)n)

(b) On a immédiatement avec le 10. ,| lim E(U,) = 365 |

n—-+too

D
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